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ABSTRACT

Uninorms are aggregation operators that, due to its definition, can be considered as
conjunctions or disjunctions, and they have been applied to many different fields. In this
work, some functional equations are studied, involving uninorms, or operators defined
from them as unknowns. One of them is the distributivity equation, that is solved for all
the known classes of uninorms, finding solution, in particular, to one open problem in the
non-standard analysis theory. Residual implications, as well as strong ones defined from
uninorms are studied, obtaining solution to the distributivity equation of this implications
over uninorms. As an application of all these studies, the fuzzy mathematical morphology
based on uninorms is revised and deeply studied, getting a new framework in image
processing, that will have to be studied in more detail in the future.

RESUM

Les uninormes sén uns operadors d’agregacio que, per la seva definici, es poden considerar
com a conjuncions o disjuncions, i han estat aplicades a camps molt diversos. En aquest
treball s’estudien algunes equacions funcionals que tenen com a incognites les uninormes,
o operadors definits a partir d’elles. Una d’elles és la distributivitat, que és resolta per les
classes d’uninormes conegudes, solucionant, en particular, un problema obert en la teoria
de I'analisi no-estandard. També s’estudien les implicacions residuals i fortes definides
a partir d'uninormes, trobant solucié a la distributivitat d’aquestes implicacions sobre
uninormes. Com a aplicacié d’aquests estudis, es revisa i s’amplia la morfologia matematica
borrosa basada en uninormes, que proporciona un marc inicial favorable per a un nou
enfocament en 1’analisi d’imatges, que haura de ser estudiat en més profunditat.

RESUMEN

Las uninormas son unos operadores de agregacién que, por su definicién, se pueden
considerar como conjunciones o disyunciones, y han sido aplicadas a campos muy diversos.
En este trabajo se estudian algunas ecuaciones funcionales que tienen como incégnitas las
uninormas, o operadores definidos a partir de ellas. Una de ellas es la distributividad, que se
resuelve para las clases de uninormas conocidas, solucionando, en particular, un problema
abierto en la teorfa del andlisis no estdndar. También se estudian las implicaciones residuales
y fuertes definidas a partir de uninormas, encontrando solucién a la distributividad de
estas implicaciones sobre uninormas. Como aplicacién de estos estudios, se revisa y amplia
la morfologia matemaética borrosa basada en uninormas, que proporciona un marco inicial
favorable para un nuevo enfoque en el andlisis de imagenes, que debera ser estudiado en
mads profundidad.
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INTRODUCCIO

El problema de l'agregacié de la informacié ha conegut un gran desenvolupament en els
darrers anys degut principalment a que, en molts camps de 1'estudi cientific, arriba un
moment en que resulta necessari transformar o fusionar una certa quantitat de dades en un
resultat concret. Aix0 significa ser capag d’obtenir, a partir d'unes entrades, una sortida que
estigui relacionada amb les mateixes segons el problema tractat. En particular, qualsevol
procés d’infereéncia duu associat en algun moment un pas d’agregacié de la informacié
obtinguda. D’aquesta manera, 1’agregaci6 esta fortament relacionada amb tot tipus de
sistemes basats en regles, els sistemes experts, la ldgica borrosa, el raonament aproximat i
d’altres.

Des del punt de vista matematic, aquest procés de fusi6 de dades en un resultat concret es
modelitza mitjangant les anomenades funcions d’agregacié. Es a dir, funcions F: L™ — L, on
L és el conjunt al que pertanyen les dades que s’han d’agregar, que verifiquen determinades
condicions que varien segons els diversos objectius i/0 necessitats i els camps on han de
ser aplicades. Aixi, un dels problemes principals en aquests casos és el de trobar quins
tipus de funcions d’agregaci6 son els més adequats en cada context, quines propietats
haurien de tenir i quines no haurien de tenir, etc.

Els primers antecedents sobre la utilitzacié de funcions “adequades” per agregar in-
formaci6 apareixen 1'any 1974 quan J.J. Dujmovic ([47]) aplica mitjanes ponderades en
la teoria de l’avaluaci6é de sistemes, mentre que l'any 1981 Dombi ([45]) proposa una
generalitzacié de les mateixes on ja apareix el nom de “operador d’agregaci¢”. L'any 1980
Zimmermann i Zysno ([107]) estudien, per primera vegada, I’agregaci6 en el marc dels
conjunts borrosos amb aplicacions a la presa de decisions. Poc després, en 1982, trobem el
treball d"Aczél-Alsina ([2]) sobre funcions quasi-lineals i les seves aplicacions a la “sintesi
de judicis” i en 1983 el d’Aczél-Saaty ([3]) on s’analitzen quines propietats (associativa,
consens, bisimetria,...) s’haurien de requerir a una funcié que es vulgui utilitzar per a
sintetitzar judicis. Ja bastant més endavant, s’introdueixen operadors d’agregacié que
resulten ttils en camps tan diversos com les xarxes neuronals ([101, 14]), els sistemes de
bases de dades ([103]), la presa de decisions amb mdltiples criteris ([102]), 'economia ([55]),
etc. Tots aquests treballs i els diferents camps d’aplicacié que mostren, fan que nombrosos
autors hagin dedicat els seus esfor¢os a 1'estudi d’operadors d’agregacié des d’un punt
de vista purament teoric i és precisament en aquest camp on cal emmarcar la investigacié
duta a terme en aquesta memoria.

Aquest estudi teoric es desenvolupa fortament en la decada dels 8o coincidint amb
I'expansi6 de les t-normes i t-conormes, que sén exemples de funcions d’agregaci6 binaries
sobre [0,1]. Des d’aleshores han aparegut nombroses families de funcions d’agregacié; unes
basades en les propies t-normes i t-conormes, com sén les combinacions lineals convexes
de t-normes i t-conormes, les funcions d’agregacié representables, les uninormes, els t-
operadors, i generalitzacions d’aquests darrers; d’altres, basades en la mitjana aritmética,
com son les mitjanes aritmetiques ponderades, els operadors OWA, les mitjanes quasi-
aritmetiques, els operadors basats en integrals de Choquet i de Sugeno, etc. Una excellent
recopilacié d’aquestes funcions es pot trobar al llibre [26]. Actualment, I'estudi de la fusié
de la informacio, en general, i de les funcions d’agregacid, en particular, esta en el seu punt
maxim. Nombrosos investigadors, tant nacionals com internacionals, dediquen els seus
esforcos a aquest camp, augmentant de cada dia el seu interes i les seves possibilitats.



INTRODUCCIO

Matematicament, el conjunt de dades a agregar és interpretat en la seva versié més
amplia com un reticle L amb maxim i minim. En 1’ambit dels conjunts borrosos, s’agafa
com a reticle L 'interval unitat [0, 1], perd també hi ha estudis en altres dominis, com
ara reticles en general, algebres, i, molt especialment, cadenes finites utilitzades en la
modelitzaci6 de l'agregacié qualitativa. Centrant-nos en el interval [0, 1], la definici6 més
general de funcié d’agregaci6é inclou només la condicié de creixement en cada variable i
una minima condici6 de frontera (habitualment F(0,...,0) =01 F(1,...,1) = 1). Segons els
objectius i les necessitats en cada cas, es requereix que les funcions d’agregaci6 a utilitzar
verifiquin propietats addicionals. Aixi per exemple, la propietat de simetria (commutativitat)
es requereix, o no, segons que el conjunt de dades o opinions a agregar tinguin o no la
mateixa fiabilitat, la idempoteéncia es requereix si es pretén una propietat de consens, etc.
L’estudi de propietats especifiques en funcions d’agregacié ha donat lloc a la resolucié
de certes equacions funcionals (el llibre clau sobre equacions funcionals és [1]) que, a la
vegada, han permes la caracteritzaci6 de diverses families de funcions d’agregacié (veure,
per exemple, [2, 4, 7, 23, 24, 51, 54, 68, 69, 74]). D’aquesta manera, les tecniques utilitzades
en equacions funcionals han demostrat ser una eina adequada i potent en l'estudi de
les funcions d’agregaci6é. Com es veura més endavant, en aquesta memoria seguirem en
aquesta linia, estudiant noves equacions funcionals involucrant diversos tipus de funcions
d’agregacio.

Una altra propietat important en agregacio és la propietat associativa. Encara que les funci-
ons d’agregacié son inicialment funcions n-dimensionals, en moltes ocasions es defineixen
com a operadors binaris i s’extenen a un caracter n-dimensional de forma iterativa. En
aquest procés la propietat associativa d’aquests operadors resulta molt ttil perqué assegura
una Unica via per a aquesta extensid. Dos tipus de funcions d’agregacié associatives, espe-
cialment importants, sén els t-operadors, introduits a [66] i també anomenats nulnormes a
[24], i les uninormes, introduides a [106]. Les relacions entre ambdoés tipus d’operadors
s6n nombroses, alguns exemples els podem trobar a [67, 68, 69, 75]. Dels dos pero, sén les
uninormes les que, des de la seva aparici6, han estat més extensament estudiades, tant des
del punt de vista teoric com de l’aplicat, on s’han mostrat ttils no només en agregacié de
la informacid, siné en molts altres camps com ara, els sistemes experts ([36]), les xarxes
neuronals ([14, 101]), la modelitzacié de sistemes ([104]), la teoria de la mesura ([62, 78]),
la morfologia matematica ([42, 56]), etc. Pel que fa a 1’aspecte teoric, cal destacar [53], on es
realitza un estudi exhaustiu de les uninormes i la seva estructura, que ve sempre donada
per una combinaci6 especial d’una t-norma i una t-conorma. També volem citar [33], on
es relacionen les diferents classes d’uninormes, [34] on es caracteritzen les uninormes
idempotents amb alguna continuitat lateral, [65] on es generalitza la classificacié anterior
a uninormes idempotents en general, [58] on es caracteritzen les uninormes continues a
10, 1[2 i, més recentment, [46] on es caracteritza una nova classe d’'uninormes: aquelles que
verifiquen U(x,y) € {x,y} en la regi6é A(e) (veure la secci6 2.2).

Tot i que les uninormes varen ser introduides en el marc de les funcions d’agregacio,
la seva relaci6 amb les t-normes i t-conormes, aixi com la seva subdivisié en uninormes
conjuntives i disjuntives, han fet que siguin també utilitzades en funcions en un principi
propies de les t-normes, especialment com a connectius en logica borrosa. En aquesta linia,
s’han definit cert tipus d’implicacions, en especial les residuals i les fortes o derivades de
la logica classica, a partir d’'uninormes (principalment representables i de Upin i de Umax),
obtenint noves implicacions amb noves propietats (veure [39]). Recentment, s’ha introduit
també una nova logica borrosa basada en uninormes ([100]) com una més deébil que la
basada en t-normes i que generalitza la logica sub-estructural intuicionista. Des dels dos
punts de vista (com a funcions d’agregaci6 i com a connectius logics) resulta interessant que
es puguin mantenir el maxim de les propietats que habitualment es donen en el raonament



classic, com ja van apuntar Zimmermann i Zysno a [107]. Aixi, moltes d’aquestes propietats
han estat estudiades per diversos tipus d"uninormes (i també t-operadors), com per exemple
a [23] i a [24]. Volem destacar, en particular, les propietats de distributivitat (veure [68] i
[70]) i de modularitat (veure [69]) per ser en les que apareixen solucions diferents de les ja
conegudes per t-normes i t-conormes. Aixi, a més de les aplicacions ja esmentades, 1’estudi
teoric de les uninormes i de les seves propietats dona lloc a noves aplicacions o, si més
no, a nous aspectes on les uninormes poden ser utilitzades amb més (o amb diferents)
expectatives que les t-normes.

En aquest context és on es pot emmarcar aquest treball: ’estudi de les uninormes en el
marc de les equacions funcionals. Un estudi principalment teoric perd que a la vegada esta
dirigit a resoldre problemes derivats d’aplicacions concretes i que intenta aprofundir en una
d’aquestes aplicacions: la morfologia matematica borrosa. De fet, aquesta memoria pretén
solucionar (i soluciona) principalment tres problemes concrets referents a uninormes, que
sorgeixen d’aspectes aplicats de les mateixes, utilitzant téecniques d’equacions funcionals.
Concretament, aquests problemes sén:

* Problema 1.- Distributivitat condicional. La propietat distributiva ja ha estat estudia-
da per a molts altres tipus d’operadors, a part de les uninormes, com ara, t-normes i
t-conormes a [62], [6] i [16], altres tipus de funcions d’agregaci6 a [22], operacions
pseudo-aritmetiques a [15], t-operadors i uninormes de Umin i de Umax a [68], etc. El
motiu de ser tan estudiada és que aquesta propietat resulta essencial en diverses
aplicacions com ara, el pseudo-analisi ([78]) i teoria de la mesura i integracié ([61]).
En aquests camps s’introdueix I'anomenada (S, U)-integral, on U és una uninorma i
S una t-conorma continua. Aquest tipus d’integrals, introduides a [61], sén una gene-
ralitzacié de la integral de Sugeno i s’han utilitzat amb eéxit en la solucié d’equacions
diferencials, equacions amb derivades parcials i en la teoria de la informacié ([79]).
El punt basic perque aquestes integrals tinguin les propietats necessaries radica en
el fet que la uninorma U sigui distributiva (o almenys condicionalment distributiva)
sobre la t-conorma S. Es per aixd que a [94] es presentava com a problema obert
el de caracteritzar les uninormes que son distributives (o almenys condicionalment
distributives) sobre una t-conorma continua. Es a dir, tals que

U(X/ S(y/ Z)) = S(U(X/ Z)/ u(y/ Z))

per a tots els x,y,z € [0,1] amb S(y,z) < 1. Aquest problema obert és el primer
problema que es resol en aquesta memoria i es fa en el capitol 3, per a totes les classes
d’"uninormes conegudes.

Just després estudiem també en aquest mateix capitol la distributivitat entre uni-
normes en general, obtenint un conjunt de solucions ampli que inclouen uninormes
de diversos tipus. Dediquem un apartat especial al cas d"uninormes idempotents
per la seva peculiaritat, ja que en aquest cas estan incloses totes les uninormes auto-
distributives i també tots els parells distributius que a més coincideixen amb els
parells d’'uninormes que verifiquen la propietat modular. Aquest darrer estudi de la
distributivitat d’'uninormes en general es fa, no només per completesa de l'estudi
teoric, sin6 també per les possibles aplicacions que es puguin derivar, com es fa palés
en el desenvolupament del capitol 4.

¢ Problema 2.- Funcions d’implicacié. Un dels problemes més importants en logi-
ca borrosa és el tractament de condicionals borrosos del tipus “Si p, aleshores q”
amb p i g proposicions borroses. Habitualment aix0 es fa a través de funcions
[:[0,1] x[0,1] — [0, 1] de manera que el valor de veritat del condicional s’estableix
funcionalment a partir del valors de veritat de p i q. Aquestes funcions sén les funcions
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d’implicacio (borroses) o simplement implicacions (borroses). Entre d’altres, dues de les
maneres més utilitzades per definir aquestes implicacions sén les

— Implicacions residuals o R-implicacions, definides per
It(x,y) =sup{z € [0,1] | T(x,z) <y}, per atots x,y € [0,1],

on T és una t-norma (habitualment continua per 1’esquerra’). El seu nom és
degut a que provenen dels reticles residuats basats en la propietat de residuacié
que, en el cas de t-normes, es pot escriure com

T(x,y) < zsiinoméssil(x,z) >y per a tots x,y,z € [0,1], (1.1)
— Implicacions fortes o S-implicacions, definides per
Is,n(x,y) = S(N(x),y), peratots x,y € [0,1],

on S és una t-conorma i N una negaci6 forta. Aquestes apareixen com a una
generalitzaci6 de la implicaci6é booleana classicap — q=—pV q.

Aquests tipus d'implicacions han estat extensament estudiats per molts autors, podem
destacar per exemple [10, 11, 19, 21, 31, 49, 50, 80, 93, 96, 97, 98]. Una de les causes
d’aquest extensiu estudi és que les implicacions no només s’utilitzen per representar
els condicionals, sin6é també per a realitzar inferéncies principalment a través del
modus ponens i del modus tollens. Aixo fa que dites implicacions siguin essencials
tant en la logica borrosa i el raonament aproximat, com en el control borrés i en la
computacié amb paraules (veure [73] i les seves referencies). Dins aquest context, i
amb la intenci6é d’evitar I'explosié exponencial en diversos sistemes basats en regles
borroses, s’ha proposat I'equivalencia (veure [28]):

(PAQ)—=T=(p—>1)V(qg—r). (1.2)
Aquesta equaci6 considerada en la logica borrosa, es transforma en
I(T(x,v),z) = S(I(x, z), I(u, z)) per a tots x,y,z € [0,1] (1.3)

on I és una funcié d’implicaci6, T és una t-norma i S una t-conorma. Aquesta
equacio, i d’altres distributivitats relacionades, han estat resoltes a [95] i a [13] per
diversos tipus d’implicacions que inclouen les R-implicacions (derivades de t-normes
continues) i les S-implicacions. Perd en aquests casos es veu que les tniques solucions
apareixen quan T és la t-norma minim i S la t-conorma maxim.

El segon problema que resolem en aquesta memoria és trobar noves implicacions (en
aquest cas derivades d'uninormes) que satisfan I'equacié anterior per altres t-normes
i t-conormes diferents del minim i el maxim. De fet, en el capitol 4, fem l'estudi
més general i resolem l'equacié (1.2) modelitzant la conjunci6 i la disjuncié per
una uninorma conjuntiva i una disjuntiva respectivament. Per fer aix0o, completem
primer l'estudi de les R i S-implicacions derivades d’uninormes que es va iniciar a
[39]. Tractem especialment el cas d"uninormes idempotents principalment per dos
motius: per una banda la facil implementacié d’aquest tipus d’uninormes i de les
seves implicacions derivades (son sempre combinacions del minim i el maxim) a
I'hora d’aplicar-los a casos concrets, i per l'altra, la intencié d’aplicar les uninormes
idempotents al camp de la morfologia matematica on les implicacions i les seves
propietats resulten fonamentals.

1 La propietat de residuaci6 1.1 es verifica per una t-norma T si i només si T és continua per 1'esquerra.



¢ Problema 3.- Morfologia matematica borrosa. La morfologia matematica (classica) és
una eina ttil en 'extraccié de components d'una imatge i, per tant, en la identificacié
d’objectes i en la detecci6 d’anomalies en qualsevol procés industrial automatitzat.
Per una altra part, l'interés creixent d’aquestes arees per la teoria dels conjunts
borrosos i les seves tecniques, prové de la seva capacitat per representar la imprecisié
i I'ambigiiitat existent en les imatges.

Les eines basiques de la morfologia matematica sén els operadors morfologics. Un
operador morfologic P transforma l’estructura que volem analitzar (una imatge A),
mitjan¢ant un petit objecte B anomenat element estructurant, en un nou objecte P(A, B)
(una nova imatge). La mida i la forma de B poden ser elegides pel morfologista per
analitzar l'estructura de la imatge A. Els operadors morfologics basics sén la dilatacié
i l'erosi6 (a partir dels quals s’en poden definir molts altres com ara 'obertura, la
clausura, els filtres,...), operadors que estan basats en teoria de conjunts. D’aquesta
manera, s’ha utilitzat la teoria dels conjunts borrosos per estendre la morfologia
matematica classica ([92]) a la morfologia matematica borrosa ([40], [41]). Shan
fet diverses aproximacions, unes basades en la inclusi6é de conjunts, en la addicié
de Minkowski i d’altres (veure [17] i el llibre [59], especialment els capitols 1 i 2,
respectivament [77] i [35]). Una de les més esteses és la construida per De Baets (a
[32] i [35]) on utilitza t-normes continues i les seves implicacions residuals per definir
I'erosié i la dilataci6 borroses.

Aquesta aproximacié ha demostrat ser molt efectiva, per exemple, en la detecci6 de
contorns. En el cas de la t-norma minim, els resultats milloren considerablement
els de la morfologia matematica classica. Pero té un petit problema: la morfologia
que presenta aquestes millores esta basada en t-normes, per les quals els operadors
morfologics no verifiquen propietats morfologiques importants, com la de dualitat
(cas de la t-norma minim). Per contra, les morfologies basades en t-normes per les
quals aquestes propietats si es verifiquen (cas de la familia de les t-normes conjugades
de Lukasiewicz), no aporten les mateixes millores en els resultats.

Aquest és el tercer problema que es resol en aquesta memoria una altra vegada
utilitzant uninormes. Presentem, en el capitol 5, I’'estudi d’una nova morfologia
borrosa basada en uninormes conjuntives, continues per l'esquerra, que millora la
basada en t-normes. En concret, presentem dues families d"uninormes conjuntives
per les quals:

— Per una banda, milloren els resultats de la deteccié de contorns, no només de
la morfologia matematica classica, siné també de la basada en t-normes abans
esmentada, incloent el cas d’agafar la t-norma minim.

— Per una altra banda, verifiquen totes les propietats algebraiques necessaries
perque els operadors morfologics corresponents tinguin totes les propietats
morfologiques desitjables que tenen els operadors basats en les t-normes de la
familia de Lukasiewicz.

Aquestes dues families estan incloses una, en la classe de les representables i I’altra en
la classe de les idempotents, ambdues amb la caracteristica de ser facils d'implementar.
A més, es mostren especialment adequades en el problema de la deteccié de contorns.

Per acabar, volem fer notar que hem destacat aqui els tres problemes fonamentals que
han motivat aquesta memoria. Pero és evident que aquest treball no es redueix simplement
a la resoluci6 d’aquests tres problemes, sind que resol també altres qiiestions relacionades
que han anat apareixent en el procés i que tenen interes per elles mateixes.

Finalment, la memoria acaba amb un capitol dedicat a conclusions i treball futur.
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En aquests preliminars s’introdueixen les definicions i notacions basiques que s’empraran
al llarg d’aquest treball. La primera secci6 esta dedicada a dues operacions ben conegu-
des i ampliament estudiades, les t-normes i les t-conormes. Es presenta a un apartat la
caracteritzacié de les t-normes i t-conormes continues, que es fara servir més endavant.

A la segona secci6 es mencionen els conceptes basics de les uninormes, operador al
que estan dedicats la practica totalitat dels resultats d’aquesta memoria, i que es poden
veure com una generalitzaci6 de les t-normes i t-conormes. Primer s’enumeren les classes
d’uninormes conegudes, donant la caracteritzaci6 de cada classe, i es déna una visid
global de totes elles. Més endavant s’estudien les propietats de dualitat en uninormes, que
resultaran molt importants per al desenvolupament dels resultats posteriors.

2.1 T-NORMES I T-CONORMES

Donarem per coneguts a aquesta memoria tota una série de resultats sobre t-normes i
t-conormes que es poden trobar, per exemple, a [62] i a [6]. Recordem aqui només les
definicions i un minim de propietats amb 1’objectiu d’establir la notacié que utilitzarem al
llarg de tot el treball. Comencem amb les definicions de t-norma i t-conorma.

Definicié 2.1.1 Una t-norma (també anomenada norma triangular) és una operacié binaria T
sobre [0, 1], és a dir, una funcié T : [0, 112 — [0, 1], tal que per a tots x, y, z € [0, 1] se satisfa:

(T1) Commutativitat: T(x,y) = T(y, x).
(T2) Associativitat: T(x, T(y,z)) = T(T(x,y), z).
(T3) Monotonia creixent: T(x,y) < T(x,z) siy < z.

(T4) Condici6 de frontera: T(x, 1) = x.

Definicié 2.1.2 Una t-conorma (també anomenada conorma triangular) és una operacié binaria
S sobre [0, 1], tal que per a tots x, y, z € [0, 1] se satisfa:

(S1) Commutativitat: S(x,y) = S(y, x).
(S2) Associativitat: S(x,S(y,z)) = S(S(x,y), z).
(53) Monotonia creixent: S(x,y) < S(x,z) siy < z.

(S4) Condici6 de frontera: S(x,0) = x.

Exemple 2.1.3 El minim, Tm(x,y) = min(x,y), el producte Tp(x,y) = x -y i la funcié donada
per Tr(x,y) = max(0,x +y — 1) (t-norma de Lukasiewicz) sén t-normes.

El maxim Sm(x,y) = max(x,y), la suma probabilistica Sp(x,y) = x+y —xy i la funcié
St(x,y) = min(x +vy, 1) (t-conorma de f.ukasiewicz) sén t-conormes.

Les proposicions segiients donen dues propietats basiques que satisfan les t-normes i les
t-conormes en general.
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Proposici6 2.1.4 Per tota t-norma T, tota t-conorma S i tot (x,y) € [0, 112, se satisfa:
T(X/U) < TM(X/y) < SM(XIU) < S(X/y)

Proposici6 2.1.5 L'inica t-norma que és idempotent, és a dir, que compleix que T(x,x) = x per a
tot x € [0,1] és Twm, i I'1inica t-conorma que és idempotent és Sy.

Una altra operaci6 basica en el marc de la teoria de conjunts borrosos sén les negacions
fortes, definicié que recordem a continuacio.

Definici6 2.1.6 Una negaci6 forta és una funcié N : [0,1] — [0, 1] involutiva, és a dir, que
compleix N(N(x)) = x per a tot x € [0, 1], i decreixent.

Una manera per poder construir t-normes (o t-conormes) és a partir d’una familia de
t-normes (o t-conormes), com es veu en la segiient definicio.

Proposici6 2.1.7 ([6], definici6 2.4.1, teorema 2.4.2) Siguin A un conjunt d’indexs finit o nu-
merable, (Ty)xea una familia de t-normes i (lay, ba[)aca una familia de subintervals de [0, 1]
disjunts entre si. L'operacio binaria definida per

ba—ax’ ba—an

Ao+ (by —ag) - T ( xX_Gq M) si existeix x € A amb (x,y) € [aq, bo)?
T(XIU) =

min(x,y) altrament,
és una t-norma, i s’anomena la suma ordinal de sumands (a, by, Tx), & € A. S’escriu
T= (<aou b« T(x>)oc€A-

De manera similar es pot definir la suma ordinal de t-conormes, canviant els valors
minims per maxims en la proposicié anterior.

Ara inclourem els resultats coneguts sobre la caracteritzacié de t-normes continues.
Resultats equivalents es poden donar per a t-conormes continues, adaptant-los de manera
convenient.

Definici6 2.1.8 Siqui T una t-norma. Un element a € [0, 1] es diu un element idempotent de
TsiT(a,a) = a. Els elements 0 i 1 s'anomenen elements idempotents trivials de T, ja que son
sempre idempotents, per a qualsevol t-norma T, i els elements idempotents de 10, 1] s’anomenen
elements idempotents no trivials.

Com que tota t-norma T és associativa, per (T2), podem definir la “potencia” n-esima
d’un element a € [0, 1] per T com:

a(Tn) =T(q,q,...,a).

Amb aquesta notaci6, introduim a continuaci6 la definicié d’element nilpotent.

Definici6 2.1.9 Sigui T una t-norma. Un element a € [0,1] es diu element nilpotent de T si
(n)
=0.

existeix n € IN tal que a5
Ara donem les definicions de tres tipus de t-normes, que seran les peces fonamentals de
la caracteritzaci6 de les t-normes continues.

Definici6 2.1.10 Sigui T una t-norma. Direm que és arquimediana si per a tot (x,y) € [0,1]%,

existeix n € IN tal que x(Tn) <v.
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Quan hi ha continuitat, que una t-norma sigui arquimediana és equivalent a que no
tingui elements idempotents no trivials, com es veu a continuaci6.

Teorema 2.1.11 ([62], teorema 2.11) Sigui T una t-norma continua. T és arquimediana si i només
si els seus 1inics elements idempotents sén els trivials.

Definici6 2.1.12 Sigui T una t-norma.
* Direm que T és nilpotent si és continua i tot a €10, 1[ és element nilpotent.

e Direm que T és estricta si és estrictament creixent a 10,112, és a dir, six > 0iy < z, llavors
T(x,y) < T(x,z).

Nota 2.1.13 Totes les t-normes estrictes son continues i arquimedianes.

Les t-normes arquimedianes continues es poden dividir en dues families: les t-normes
estrictes i les t-normes nilpotents.

Teorema 2.1.14 ([62], teorema 2.18) Sigui T una t-norma arquimediana continua. Llavors, o bé
és nilpotent, o bé és estricta.

A continuacié donem els teoremes de representaci6é de les t-normes arquimedianes
continues, que donen una manera de representar un operador binari, com sén les t-normes,
en termes d’una funcié unaria. Pels resultats segiients necessitem definir la pseudo-inversa
d’una funcié.

Definici6 2.1.15 ([6], definici6 2.1.5) Siguit: [0, 1] — [0, +-00] una funcié estrictament decrei-
xent, amb t(1) = 0, llavors la seva pseudo-inversa t(=1) per la qual Dom =1 = [0, 400] i
Rant(=") = [0, 1] ve donada per

t=1(x) si0<x<t0)

t D (x) = *
0 sit(0) < x < +o0.

Una vegada introduida la definici6 de pseudo-inversa, podem citar el resultat de repre-
sentaci6 de les t-normes arquimedianes continues. Aquesta representacié fou demostrada
per Ling [64], com una extensi6 de la representacié de t-normes estrictes, feta anteriorment
per Aczél [1], que a la seva vegada es basa en resultats d’Abel. Per aix0 el teorema segtient
de representaci6 se sol dir habitualment “teorema d’Aczel-Ling”.

Teorema 2.1.16 ([62], teorema 5.1; [6], teorema 2.1.6) Sigui T una t-norma. T és arquimediana
continua si i només si existeix una funcio estrictament decreixent t : [0, 1] — [0, +-00l, anomenada
generador additiu continu, amb t(1) = 0 (iinic llevat d’una constant multiplicativa positiva) de
manera que per a tot (x,y) € [0, 112,

T(x,y) =t (t(x) +ty)).
A més a més,
e [at-norma T és estricta si i només si t(0) = +oo i llavors

T(x,y) =tV (tx) + t(y)).
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* La t-norma T és nilpotent si i només si t(0) < +oo. En aquest cas existeix un iinic gene-
rador additiu t tal que t(0) = 1 (anomenat generador normalitzat). Si t és el generador
normalitzat, aleshores T ve donada per

Tix,y) =t (t(x) + t(y)).
i la funcié N1(x) =t~ (1 —t(x)) és una negacio forta que delimita la regié zero de T, és a
dir,
T(x,y) = 0siinoméssiy < Nt(x).
Per acabar, donem la caracteritzaci6 general de les t-normes continues.

Teorema 2.1.17 ([62], teorema 5.11; [6], teorema 2.4.3) Sigui T una t-norma continua. Llavors
T és suma ordinal de t-normes arquimedianes continues.

De manera equivalent, es pot donar el resultat anterior per a t-conormes continues.

Teorema 2.1.18 ([62], corollari 5.12) Sigui S una t-conorma continua. Llavors S és suma ordinal
de t-conormes continues arquimedianes.

2.2 UNINORMES

En aquesta secci6 presentem les uninormes, operacions que surten com a generalitzaci6 de
les t-normes i les t-conormes. En aquestes operacions, existeix un element neutre que esta
entre zero i u. En un primer moment ([106]), s’introduiren com a operadors d’agregacio,
perod posteriorment la seva utilitzacié ha estat més general.

Definici6 2.2.1 ([106]) Una uninorma és una operacié binaria U sobre [0, 1], tal que per a tots x,
Y, z € [0, 1] se satisfa:

(U1) Commutativitat: U(x,y) = U(y, x).

(U2) Associativitat: U(x, U(y,z)) = U(U(x,y),z).

(U3) Monotonia creixent: U(x,y) < U(x,z) siy < z.

(U4) Element neutre: Existeix e € [0, 1] anomenat element neutre tal que U(x, e) = x.

Resulta obvi que 'operacié U és una t-norma en el cas en que e = 1 i és una t-conorma
quan e = 0. Ara donem una serie de resultats i definicions basiques sobre les uninormes.

Proposici6 2.2.2 Per a qualsevol uninorma U, es verifica que U(0, 1) € {0, 1}.

Definici6 2.2.3 Donada una uninorma U, es diu que és conjuntiva quan U(1,0) = 0 i disjuntiva
quan U(1,0) = 1.

Definici6 2.2.4 En general, direm que un operador binari (i en particular una uninorma) U és
continu per 1'esquerra (dreta) si ho sén les seves seccions U(x, —) i U(—,y).

L’estructura general d'una uninorma es presenta als resultats segiients.
Proposici6 2.2.5 Sigui U una uninorma amb element neutre e €10, 1[. Definim dues operacions
TuiSu:[0,1% —[0,1] per

TU(X/U): -U(e~x,e~y),

1
e

Sulxy) = (Ule+(e—1)-x,et+(e—T)-y)—e).

1—e
Llavors Ty és una t-norma i Sy és una t-conorma, que s’anomenen t-norma i t-conorma associades
a U, respectivament.
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Per tant, l'estructura d’una uninorma en els quadrats [0, el? i [e, 112, esta molt relacionada
amb les t-normes i les t-conormes. Es a dir, tenim

U(x,y) = e-Tu(z,%), si0<x,y<e

XxX—e y—e

U(x,y) =e+(1—e)-Sul ), sie<x,y<T

7

1—e ' 1—e

per a una t-norma Ty i una t-conorma Sy.

Notaci6 2.2.6 Al conjunt de totes les uninormes el notarem per U. A una uninorma U que té
element neutre e, t-norma associada T i t-conorma associada S, la notarem per U = (T,e,S). En
general, per dir que considerem una uninorma U amb element neutre e, escriurem U € U(e).

Proposici6 2.2.7 Sigui U una uninorma amb element neutre e €10, 1[. Aleshores, per tots (x,y) €
[0,e] x [e, 1] U [e, 1] x [0, e] es compleix

min(x,y) < U(x,y) < max(x,y).

Es a dir, una uninorma en [0, e[ x Je, 1]Ule, 1] x [0, e[= [0, 112\ ([0, e]?> U [e, 1]%) és un

operador de compensacio, ja que el resultat de 1’agregacié esta entre el minim i el maxim.

A aquesta regi6 'anomenarem regié de compensacid, i la notarem per A(e).
L’estructura general d’una uninorma es pot observar en la figura 1.

1

min < U< max t-conorma S

t-norma T min < U <max

0 e 1

Figura 1. Estructura general d'una uninorma U = (T, e, S).

Nota 2.2.8 Com en el cas de la figura 1, els grafics d’estructura d’uninormes, i altres operadors,
que es presenten en aquest treball, si inclouen quadres (o rectangles) amb un operador de [0,1]2, se
sobreentén que estaran escalats en els intervals corresponents.

A continuaci6 es presenten les caracteritzacions de les families conegudes d"uninormes.

En cada una d’elles s'imposa una certa condicié6 que ha de complir la uninorma, i que
caracteritza la familia.

11
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2.2.1 Classes d' uninormes

Uninormes de Umpin 0 de Umax

Una forma senzilla de definir una uninorma és utilitzant I’'operador minim (maxim) en la
regi6 de compensacid, A(e). S6n les anomenades uninormes de Umin (Umax), que es varen
caracteritzar a [53], mitjangant el teorema segtient.

Teorema 2.2.9 ([53], teorema 1) Sigui U una uninorma amb element neutre e € 10, 1 i suposem
que les funcions x — U(x, 1) i x — U(x,0), amb x € [0, 1], sén continues excepte (potser) en x = e.
Aleshores

(a) Si U és conjuntiva (U(0,1) = 0), U ve donada per

eTu (%, %) si (x,y) € [0,€)?
Uboy) = e+ (1—e)Su (35, ¥=5) silxy) €le 112 (2.1)
min(x,y) altrament.

(b) Si U és disjuntiva (U(0,1) = 1), U ve donada per

eTU (%/ %) Si (X/y) S [O/ 6]2
U, y) = e+ (T—e)Su (325, ¥=5) si(xy) €le1]? (2.2)
max(x,y) altrament.

En ambdues férmules Ty és una t-norma i Sy és una t-conorma.

Nota 2.2.10 En funcié de les expressions (2.1) i (2.2), es poden considerar les uninormes de Upnin 1
de Umax com una suma ordinal d’una t-norma (T ) i una t-conorma (Sy).

Notacié 2.2.11 El conjunt de les uninormes amb I'expressio (2.1) el notarem per Umin 1 el conjunt
de les que tenen expressio (2.2) per Umax. Notarem una uninorma de Upmin amb t-norma Ty, t-
conorma Syy i element neutre e per U = (Ty, €, Su)min I de manera semblant, una uninorma de
Umax com U = (Ty, e, Su)max- L'estructura d’aquestes uninormes es pot observar a la figura 2.

Uninormes idempotents

La idempotencia és una propietat fonamental a 1'hora de definir operadors d’agregacio.
Com hem vist anteriorment, per a t-normes només se satisfa per a la t-norma minim i per
t-conormes, només per a la t-conorma maxim. Per a uninormes, aquesta propietat déna
tota una familia d’operadors.

Definici6 2.2.12 Donada una uninorma U, es diu que és idempotent quan U(x, x) = x per a tot
x € [0,1].

En aquest apartat es dona la caracteritzaci6 de les uninormes idempotents, que es basa en
resultats de [29], on Czogala i Drewniak donen la forma general d’operadors idempotents,
associatius, creixents amb element neutre, com es pot veure en el teorema seglient.

Teorema 2.2.13 ([29]) Sigui F un operador binari sobre [0, 1], idempotent, associatiu i creixent
amb element neutre e € [0,1]. Aleshores, existeix un operador decreixent g : [0,1] — [0, 1] amb
punt fix e tal que
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1 1
min Su max Su
e e
Tu min Tu max
0 e 1 0 e 1

Figura 2. Estructura d’'una uninorma de Uiy (esquerra) i de Umax (dreta).

(1) F(x,y) = min(x,y) siy < g(x),
(it) F(x,y) = max(x,y) siy > g(x),
(iii) F(x,y) € {min(x, y), max(x,y)} siy = g(x).
El reciproc d’aquest resultat no ha estat demostrat fins fa poc a [65]. Concretament, es té
la caracteritzaci6 segtient.

Teorema 2.2.14 ([65]) Sigui F un operador binari sobre [0,1]. F es associatiu, creixent respecte
de cada variable, idempotent i té un element neutre e € [0,1] si i només si existeix una funcié
decreixent g : [0, 1] — [0, 1] amb g(e) = e, verificant

infly | g(y) = g(x)} < g*(x) < suply | g(y) = g(x)}

per a tot x € [0, 1] de manera que

min(x, y) siy<g(x)o(y=g(x)ix<g*(x)
F(x,y) = { max(x,y) siy>g(x)o(y=g(x)ix>g*(x)
min(x,y) 0 max(x,y) siy=g(x)ix=g?(x).

Més encara, en aquest cas F és necessariament commutatiu excepte potser en el conjunt de punts
(x,y) tals que y = g(x) amb x = g*(x).

Nota 2.2.15 Donada una funcié g : [0, 1] — [0, 1] decreixent amb g(e) = e, notem que la condicié
sobre g del teorema anterior es converteix en g?(x) = x per a tots els x € [0,1] en els que g és
estrictament decreixent. En canvi, quan g és constant a un interval (a, b) aleshores g2 (x) ha de ser
tal que a < gz(x) <b.

Notem a més que el teorema anterior déna una caracteritzacid de totes les uninormes idempotents,
requerint senzillament commutativitat en els punts (x,y) tals quey = g(x) i x = g2 (x).

Una caracteritzacié més detallada per als casos d"uninormes idempotents continues per
I'esquerra i per la dreta es va donar als teoremes segtients.

13
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Teorema 2.2.16 ([34]) Un operador binari U, sobre [0, 1], és una uninorma idempotent continua
per l'esquerra amb element neutre e € [0, 1] si i només si existeix una funcié decreixent g : [0,1] —
[0, 1] amb punt fix e que satisfa g*(x) > x per a tot x < g(0) i g(x) = 0 per a tot x > g(0) i tal
que, per a qualssevol x,y € [0, 1], U ve donada per

Ulx,y) = min(x,y) siy < g(x)ix < g(0)

max(x,y) en qualsevol altre cas.

Teorema 2.2.17 ([34]) Un operador binari U, sobre [0, 1], és una uninorma idempotent conti-
nua per la dreta amb element neutre e € [0,1] si i només si existeix una funcio decreixent
g : (0,11 — [0,1] amb punt fix e que satisfa g%(x) < x peratotx > g(1)ig(x) =1 pera tot
x < g(1) i tal que, per a qualssevol x,y € [0, 1], U ve donada per

Ul y) = max(x,y) siy>g(x)ix = g(l)

min(x,y) en qualsevol altre cas.

En vista dels teoremes anteriors, qualsevol uninorma idempotent U (amb algun tipus de
continuitat o no) esta determinada (encara que no tnicament) per una funcié decreixent g.
En el que segueix, ens referirem a aquesta funcié g com la funcid associada a U.

Notaci6 2.2.18 El conjunt de totes les uninormes idempotents el notarem per Uige, i qualsevol
uninorma idempotent U amb element neutre e i funcié associada g la notarem per U = (g, €)ide-

A la figura 3 es pot observar l'estructura d’un exemple d’uninorma idempotent U amb
funci6 associada g i element neutre e. En virtut de la nota 2.2.15, per als punts (x,y) que
estan sobre la grafica de la funci6 g, a la part estrictament decreixent, U pot valer o el
minim o el maxim, de manera que se satisfaci la commutativitat.

Ara donarem unes propietats de les uninormes idempotents amb algun tipus de conti-
nuitat, que emprarem en aquest treball.

Proposici6 2.2.19 ([34], Proposicié 2) Es compleix:

(i) Sigui una uninorma U idempotent continua per la dreta amb funcié associada g. Per a tot
(x,y) € [g(1),1]? és cert que

g(y) < x siinoméssi g(x) < vy.
(ii) Sigui una uninorma U idempotent continua per l'esquerra amb funcié associada g. Per a tot
(x,y) € [0,9(0)]? és cert que

x < g(y) siinoméssiy < g(x).

Uninormes representables i quasi-continues

A diferéncia del que passa amb t-normes i t-conormes, és sabut que no hi ha uninormes
continues a [0, 1]2 amb element neutre e €]0, 1[. En aquest apartat i el segiient mencionem
classes d’'uninormes que tenen continuitat a conjunts grans. A continuacié introduim
dues classes ben relacionades: la de les uninormes representables i la de les uninormes
quasi-continues.
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max
g

min

Figura 3. Estructura d’una uninorma idempotent amb funcié associada g i element neutre e.

Definici6 2.2.20 Una uninorma U és quasi-continua si és continua a [0, 112\ {(0,1),(1,0)}.

La classe de les uninormes representables esta caracteritzada per uninormes que tenen
una representacié semblant a la de les t-normes estrictes, en les que, com hem vist, existeix
un generador additiu. Ara presentem la primera caracteritzacié que es va fer d’aquestes
uninormes.

Definici6 2.2.21 ([53]) Una uninorma U, amb element neutre e € 10, 1[, es diu representable si
existeix una funcid estrictament creixent h : [0, 1] — [—o0, +00] (que s’anomena un generador
additiu de U, i és uinic llevat d'una constant multiplicativa k > 0), amb h(0) = —oo, h(e) =01
h(1) = +oo, tal que U ve donada per

U(x,y) = h~'(h(x) + h(y))

per a tot (x,y) € [0,112\{(0,1),(1,0)}. Tenim o bé que U(0,1) =U(1,0) =00 bé que U(0,1) =
ue,0)=1.

Nota 2.2.22 Les uninormes representables varen ser introduides inicialment amb un altre nom a
[45]. Una uninorma representable és clarament continua a [0,11%\{(0,1),(1,0)}, és a dir, quasi-
continua, i estrictament creixent a 10, 1[2. A més a més, existeix una negacio forta Ny amb punt fix
e tal que per a tots (x,y) € [0,112\{(0,1),(1,0)}

U(x,y) = Nu(U(Nu(x), Nu(y))).

Aquesta negacid forta Ny, ve donada per Ny (x) = h™1(—h(x)), on h és un generador additiu de
UL

De manera similar, tenim la caracteritzacié6 de les uninormes representables, per a
generadors multiplicatius.

15
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Proposici6 2.2.23 ([53]) Siguin e €10,1[, h: [0, 1] — [0, +-00] una funcio estrictament creixent
amb h(0) =0, h(e) =11 h(1) = 400 (que s’anomena un generador multiplicatiu de U, que és
tinic llevat d’una constant exponencial k > 0). L'operacié U definida per

U(x,y) = h~'(h(x) - h(y))

per tot (x,y) € [0,11%\{(0,1),(1,0)} 7, 0 bé U(0,1) = U(1,0) = 00 bé U(0,1) = U(1,0) =1,
és una uninorma representable amb element neutre e. En aquest cas, la negacié associada és

Nulx) =h" (wig)-

També, a [53], es dona la caracteritzacié de les uninormes representables segiient, on es
relacionava per primera vegada les uninormes quasi-continues i les representables.

Teorema 2.2.24 ([53]) Sigui U una uninorma quasi-continua amb element neutre e €10,1[.
Llavors, U és representable si i només si les dues condicions segiients se satisfan:

(a) U és estrictament creixent a 10, 1[2.

(b) Existeix una negacio forta N amb punt fix e tal que per a tots (x,y) € [0, 112\{(0,1),(1,0)},

U(x,y) = N(U(N(x), N(y))). (2.3)

Nota 2.2.25 A [60], treball independent a [53], el teorema anterior va quedar millorat, demostrant-
se que tota uninorma quasi-continua és estrictament creixent a 10, 1[% (per tant la condicié (a) del
teorema anterior és supérflua). Del treball de caracteritzacio de les uninormes continues a 10, 1 2,
[58], es pot deduir que la classe de les uninormes representables i les quasi-continues coincideix,
(veure apartat segiient). Es a dir, les dues condicions del teorema anterior sén, doncs, supérflues.
En aquest treball, pero, donarem a la seccié 3.2.1 una demostracié alternativa a partir del teorema
2.2.24, construint la negacié N respecte de la qual U verifica (2.3).

Tenim, per tant, la segiient relacié entre les uninormes representables i les quasi-
continues.

Teorema 2.2.26 Sigui U una uninorma amb element neutre e €10, 1[. Llavors U és quasi-continua
(continua a [0,11\{(0, 1), (1,0)}) si i només si és representable.

Notaci6 2.2.27 El conjunt de les uninormes representables el notarem per Usep, i a una uninorma
representable amb generador additiu h i element neutre e la notarem per U = (h, €)rep.
Uninormes continues a 10, 1[%

Després d’haver mencionat les uninormes continues a [0, 112\ {(0,1), (1,0)}, ara citarem les
uninormes continues a ]0, 12, que varen ser caracteritzades a [58] com segueix.

Teorema 2.2.28 ([58]) Suposem que U és una uninorma continua a 10, 1 [2 amb element neutre
e €10, 1[. Llavors s’ha de satisfer algun d’aquests casos:
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(a) Existeixen p € [0, e[, & € [0, B], dues t-normes continues T i T" i una uninorma representa-
ble R tal que U ve donada per la formula

.

T (%,4) six,y € [0, af
o+ (p—a)T (E <3 o() six,y € [« B]
B+ (1—p) R(ﬁ,%’iﬁ) six,y €1B,11

U(X/U) = (24)
1 si min(x,y) € ]a, 1] i max(x,y) =1
min(x,y) o1 si (x,y) €{(e, 1), (1, x)}
min(x,y) altrament.

(b) Existeixeny €le, 1], d € [y, 1], dues t-conormes continues S"iS" i una uninorma represen-
table R tal que U ve donada per la formula

YR (y y) x,y €10,v(
v+ (6-vS' (3L, 1Y) sinyely,d)

Upey) — 45+ =8)8 (0 40) sixyels ] ()
0 si max(x,y) € [0,6[7 min(x,y) =0
max(x,y) 00 si (x,y) €{(0,8),(6,0)}
max(x,y) altrament.

Notaci6 2.2.29 Denotarem per Uqos la classe de totes les uninormes continues a 10, 1 [2 (en referencia
a Uninorms Continuous in the Open Square), per Ucos min @ les que son de la forma (2.4), i per
Ucos,max @ les que son de la forma (2.5). Una uninorma U de Ucos min 1a denotarem per

u= <T,/ , TH/ B, (R, e)>cos,minr

i 51 és de Ucos,max per
u = <(RI e)/YI S 7 6I S >COS,maX/

per representar els seus parametres.

Nota 2.2.30 Les uninormes de Ucosmin @b p = 0 i les uninormes de Ucosmax amb y =1 sén les
uninormes representables.

L'estructura de les uninormes de Ucosmin €S pot observar a la figura 4 i la de les uninormes
de Ucos,max a la figura 5.

Uninormes de Umnx

Una classe d’'uninormes que s’ha estudiat i caracteritzat molt recentment a [46] és la
formada per uninormes que en la regi6é de compensaci6, A(e), son localment internes, és a
dir, que U(x,y) € {x,y}. En aquest treball notarem aquesta classe per Umny, en referéncia a
que en la regié A(e) s’utilitzen els operadors min i/o max.

A aquesta classe pertanyen les uninormes de Umin, Umax 1 Uide-

Degut a la seva publicacié tan recent, no hem inclos aquesta classe en 'estudi de forma
sistematica, i només apareix en ocasions concretes.
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1 . ] I
[ min-------9------- R -------1
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o rﬁin [ ]
0 x B e 1

Figura 4. Estructura d’una uninorma de Ucos min

Uninormes de Uets

La darrera classe que presentem en aquestes notes preliminars sén les uninormes amb
parametres U = (T, e, S) que tenen T i S continues. Aquesta classe ha estat presentada a
[25], encara que no es coneix la caracteritzacié definitiva. Per la seva utilitat, emprarem
uninormes d’aquesta classe a diversos raonaments al llarg d’aquest estudi, i notarem
aquesta classe per Us (Uninormes amb Continuitat a T i S).

Uninormes que pertanyen a Ucs son les uninormes representables, les idempotents
(tenen T =Ty i S = Sm) i les uninormes de Upin 0 de Umax que tinguin les corresponents
T 1S continues. Evidentment, U conté la classe de les uninormes continues a 10, 112, Ucos.

Classes d'uninormes: visié global

Totes les relacions entre les diverses classes que donem en la proposicié segiient sén
resultats coneguts perd que no han estat publicats, i conseqiientment no sén del tot
presents en la comunitat cientifica, i sén necessaries per tenir clares les diferents connexions
entre aquestes classes.

Proposici6 2.2.31 En el conjunt de totes les uninormes, U, se satisfa:
(1) Umin, Umax, Uide © Umnx,
(ii) Urep € Ucos C Uets,
(i1i) Ucos N Umnx = 0,
(i) Uige C Uects.

Al llarg d’aquest treball s’han tingut en compte aquestes consideracions, que es resumei-
xen a la figura 6.
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Figura 5. Estructura d’una uninorma de Ucos max

2.2.2  Uninormes i dualitat

En aquesta secci6 estudiem la dualitat per a uninormes, és a dir, com construir un operador
dual a partir d"'una uninorma U i una negaci6 forta N, i les propietats que es poden deduir.
Primer donem la definici6.

Definici6 2.2.32 Siguin U € U(e) i N una negacié forta. Definim I'operador dual de U respecte
de N com: N
Un (%, y) = N(U(N(x), N(y))),

per a tots (x,y) € [0,1]%.

Notaci6 2.2.33 Si prenem la negacié forta N(x) = 1 —x, 'operador dual de U respecte aquesta
negacio el notarem directament per U.

Es sabut que si T és una t-norma, T és una t- -conorma, i viceversa. De fet, TM = SM,
Ty = St i Tp = Sp. Relacionat amb aquest fet, podem estudiar a quina classe pertany Un,
sabent a quina pertany U. Vegem a continuaci6 les diferents propietats de Un.

Teorema 2.2.34 Siguin N una negacié forta, U € U(e) i considerem I'operador dual Un. Llavors
és cert:

(i) Un € U(N(e)).

(ii) U = UL

(iii) Si U és disjuntiva, llavors Uy és conjuntiva. Si U és conjuntiva, llavors Un és disjuntiva.
(iv) Si U € Upin lavors le € Umax, 1 st U € Upmax Havors ﬁN € Umin-

(v) SiU = (g, e)ige, llavors U= (NogoN,N(e))ide-
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ucts
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umin ucos

urep

uide

umax

Figura 6. Esquema de les classes d’uninormes conegudes.

(vi) Si U € Ucos,min avors Ue Ucos,max, mentre que si U € Ucosmax [lavors Ue Ucos,min-
(vii) U € Ues, si 1 només si Un € Ucts.

DEMOSTRACIO: Els tres primers apartats son prou coneguts (veure [53]) i de demostracié
senzilla. Tot i ser igualment senzilles, incloem les demostracions a partir del punt (iv) per
completesa.

(iv) Per al primer cas, si U és una uninorma de Upin, tindrem que a la regié A(e), U(x,y) =
min(x,y). Si considerem Un, podem calcular que val la uninorma a la regié A(N(e)).
Sigui (x,y) € [0,N(e)[ x IN(e), 1JUIN(e), 1] x [0, N(e)[, llavors (N(x),N(y)) €le, 1] x
[0,e[U[0, e[ x]e, 1] = A(e), i per tant

Un (% y) = N(U(N(x),N(y))) = N(min(N(x),N(y))) = max(x,y),

i per tant th és una uninorma de Uy,x amb element neutre N(e).
De manera semblant es pot demostrar que si U € Umax, llavors Un € Upin.

(v) Primer de tot, com que U és idempotent, es verifica que Uy també ho és:

Un (x,%) = N(U(N(x),N(x))) = N(N(x)) = x.
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Ara, vegem quina és la funci6 associada a Uy . Si posem 'expressié de Un:

N N(min(N(x), N(y)) si N(x) < g(N(y))
Un (x,y) =N(U(N(x),N(y))) = ¢ N(max(N(x),N(y)) siN(x)> g(N(y))
(

N(N(x)) 06 N(N(y)) altrament

max(x,y) six >N(g(N(y)))

=qmin(x,y) six<N(g(N(y)))-

X0y altrament,

podem veure que la funcié g associada a Un és precisament g = NogoN.

(vi) Esta clar que si U € Ucos, llavors le € Ucos, ja que també sera continua a |0, 1[ < ]0, 1],
per ser N una funci6 continua. Vegem que si U = <T’, o, T, B, (R, €))cosmin, aleshores
se satisfa que Un € Ucos max-

Per aixo, basta veure que si (x,y) €10, N(B)[ x IN(B), TTUIN(B), 1[x]0, N(B)[, llavors:
Un (x,y) = N(U(N(x),N(y))) = N(min(N(x), N(y))) = max(x,y),

i per tant Uy és una uninorma de Ucos max-
De manera semblant es pot demostrar que si U € Ucos max, lavors U € Ucos min-

(vii) Si la t-norma associada Ty i la t-conorma associada Sy; sén continues, llavors també
ho seran TﬁN i SﬁN’ i per tant U € U si i només si Un € Ues. ]

Nota 2.2.35 A partir d’ara, després d’haver vist la propietat (i) del teorema anterior, anomenarem
Un /a uninorma dual de U respecte de N.

Vegem ara el cas especial en que la negaci6 forta N amb la qual es calcula la uninorma
dual és N(x) = 1 —x. Es tindran condicions millors per poder trobar els parametres de les
uninormes duals.

Teorema 2.2.36 Siguin U € U(e), N(x) =1—x1i U la uninorma dual de U respecte de N. Llavors
és cert:

(i) Tu = Sg iSu= Ty, ésadir,siUu = (T,e,S), llavors U=(S,1—eT).

(ii) U = (T, e, S)min Havors u= (§,1 —e, T)max.
(iii) U = (T, e, S)max !lavors U= <§,1 —e, 1~’>min.
(iv) U = <T,/ X, T”/ B, (R/ e)>cos,min llavors ﬁ = <(§/] - 6), 1— 3, —/]:;/1 — &, —F/>cos,max-

@ U={((Re)y,S 5 S Ycosmax lavors U = (S",1—5,5",1—7, (R, 1 — €))cosmin-

DEMoOsTRACIO: (i) Sigui Ty la t-conorma dual a la t-norma Ty associada a U, llavors,
per una banda, com que el neutre de U és e:

TLl(xry) =1- (Tu(] —x,] _y)) —1— U(e(] X)e,eﬂ —y))

e—Ue(1—x),e(1—y))

7

e
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i per l'altra S és la t-conorma associada a la uninorma U, que per definicio, sabent
que el neutre de U sera 1 —e,

U(l—e+xe,1—e+ye)—(1—e) U(l—e+xe,1—e+ye)t+e—1

Suloy) = T—(1—e) - e
:e—U(eU —x),e(1—y))
- ,

amb el que queda vist que Ty = S{;- Similarment podriem veure que Su= Ty-
(ii)-(iii) Es conseqtiencia del demostrat al punt (i) i del teorema anterior, punt (iv).

(iv) Sigui U € Ucosmin, Vegem per una banda, 1'expressi6 de lNl, emprant (2.4)

Ulx,y) =1-U(T—x,T-y)

sil—x,1—ye€l0,o
Tox—« ]*U*“) sil—x,1—y € [« B]
1-B—(1-BR (258, 5458 )  si1—x1-yelp Il

)0 si min(1—x,1—y) €], 1]

imax(1—x,1—y)=1

1—min(1—x,1—y) 00 si(1—x,1—y)e{(x1),(1,a)}

T—min(1—x,1—1y) altrament.

I finalment, tenim

1—oT (%,%) six,y € [1—o,1]
1—0(—([3—0()T"(1;:;"‘,1;-1;"‘) six,ye[l—B,1—a
) 1-B—(1-BIR (1252, %552)  sixyelol—l
Ul y) = 0 si max(x,y) € [0,1— «f

i min(x,y) =0

maX(XIU) 00 si (X,U) € {(] - O(/O)l (O/] - (X)}

max(x,y) altrament.
(2.6)

Ara, desenvolupem la uninorma definida per ((ﬁﬂ —e),1-B,T",1—«, f')cos’max,
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emprant 1’'equacio (2.5),

1=B+ (BT (e e isy) sixyel—B1-o
T—at (1= (-)T (FES,E07Y) sixyel-all

0 si max(x,y) € [0,1— «[

i min(x,y) =0

max(x,y) 0 0 si (x,y) €{(0,1—0), (1 —a,0)}

max(x,y) altrament.

que és el mateix que

1—(5+(B—oc)"l'7<"g1%of,yg1%of) six,ye[l1—4,1—a

1— o+ ol (x_lf"‘, y*lf‘x) six,y €[l —«,1]

(1-BR (5. 7%) X,y €10,1— Bl

0 si max(x,y) € [0,1— «[i min(x,y) =0
max(x,y) 00 si(x,y)€{(0,1—a),(1—«,0)}
max(x,y) altrament.

Ara, tenint en compte les definicions d’operadors duals, tindrem:

1=B+(B—0) (1-T (12518148 ) sixyell-B,1-o

R N e A =) sixy€l—a]
(1—[3)(1—12(1—@,1—%)) %y €10,1— Bl
0 si max(x,y) €[0,1— «f

i min(x,y) =0

maX(X,y) 00 si (X/U) € {(O/] — ), (] - (X,O)}

max(x,y) altrament.

I per tant, la uninorma amb parametres ((R,1—e), 1—3,T",1—«, f,>cos,max és

1—a—(p—o)T" (‘Ei‘;", 1;&;‘3) six,ye[l—p,1—a

1—aT (%,]%y) six,ye[l—a,l]
1-B—(1—BR (785 5854)  xyelo1—pl

0 si max(x,y) € [0,1— «[i min(x,y) =0
max(x,y) 00 si(x,y) €{(0,1—a),(1—«,0)}
max(x,y) altrament,

(2.7)
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i com que les expressions (2.6) i (2.7) coincideixen, podem afirmar que

ﬂ = «ﬁr] - e)/1 - (‘))ITHI] — &, T,>cos,max

(v) Similar al punt anterior.



DISTRIBUTIVITAT

3.1 INTRODUCCIO

La distributivitat és una propietat que ha estat extensament estudiada, tant pel que fa a
connectius logics, com pel que fa a funcions d’agregacio: per a ternes de Luckasiewicz
[9], ternes de De Morgan [8, 20], mitjanes aritmeétiques [6, 22], uninormes i t-operadors
[16, 48, 68, 70], etcetera. En tots els casos, aquest interes és degut a les aplicacions d’aquesta
propietat, no només en la logica borrosa, sin6é també en altres ambits com ara el pseudo-
analisi, la teoria de la mesura i la integracid, o les equacions diferencials i les equacions
amb derivades parcials.

Aquest capitol esta dedicat a 'estudi de la distributivitat i propietats relacionades,
considerant diferents tipus d’uninormes com a operadors involucrats.

Anem a introduir la definici6é de distributivitat en general i de parell distributiu, per a
dos operadors qualssevol.

Definicié 3.1.1 Siguin F i G dos operadors binaris sobre [0, 1]. Direm que F és distributiu sobre
G si

F(X/ G(UIZ)) = G(F(le)/F(XIZ)) per a tots X, Y,Z2 € [0/ ]] (D)

Definici6 3.1.2 Siguin F i G dos operadors binaris sobre [0, 1]. Direm que (F, G) és un parell
distributiu si F és distributiu sobre G i G és distributiu sobre F.

La distributivitat ha estat estudiada ampliament depenent dels operadors implicats, com
hem esmentat anteriorment, i en certes ocasions s’ha considerat la distributivitat no en tot
el domini de definici6 dels operadors.

Definicié 3.1.3 Siguin F i G dos operadors binaris sobre [0, 1]. Direm que F és condicionalment
distributiu sobre G si

F(x, G(y,z)) = G(F(x,u), F(x,z)) per a tots x,y,z € [0, 1] quan G(y,z) < 1. (CD)

Nota 3.1.4 Esta clar que si un operador binari F és distributiu sobre un altre G, també és condicio-
nalment distributiu sobre G.

La definici6 de distributivitat condicional prové de 'estudi de les anomenades (S, U)-
integrals, definides a partir d'una t-conorma continua S i una uninorma U, introduides a
[60, 61, 62].

Aquest tipus d’integrals, generalitzacié de la integral de Sugeno, son estudiades a [78]
i utilitzades amb éxit a la solucié d’equacions diferencials i amb derivades parcials, dins
el marc de la teoria de la informaci6 i a I'optimitzaci6 [79]. El punt basic perque aquestes
integrals tinguin les propietats necessaries radica en el fet de que la uninorma U sigui
condicionalment distributiva sobre la t-conorma S, d’aqui l'interes per aquesta propietat.

De fet, a [94], es presentava com a problema obert, el caracteritzar les uninormes
(condicionalment) distributives sobre una t-conorma continua S:

“15. (Vicenik, citat per Klement) Una uninorma U : [0, 112 — [0, 1] és commutativa, associativa,
creixent i té un element neutre a 10, 1].
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(a) Caracteritzeu totes les uninormes distributives sobre una t-conorma donada (continua)
S. Es a dir, U(x, S(y,z)) = S(U(x,y), U(x,z)) per a tots x,y,z de [0, 1].

(b) El mateix per la distributivitat condicional, on la distributivitat és requerida sempre que
S(y,z) < 1.”

Sén aquests dos problemes els que resolem precisament a aquest capitol, considerant les
diferents classes d"uninormes presentades als preliminars. Comencarem donant un resultat
general, per a la distributivitat d’operadors binaris qualssevol.

Proposici6 3.1.5 Sigui F un operador binari sobre [0,1] creixent. Llavors F és distributiu (i
condicionalment distributiu) sobre I'operador maxim i també sobre I’operador minim.

Nota 3.1.6 Per tant, en I'equacié (D), si I'operador F és creixent, sempre tindrem la solucié (F, min)
i (F, max).

A continuacié demostrem un lema essencial per resoldre la distributivitat per a algunes
classes d"uninormes, i que relaciona la distributivitat i la dualitat.

Lema 3.1.7 Siguin F i G dos operadors binaris sobre [0, 1], N una negacié forta, i FN i éN els
operadors duals de F i G respecte de N, respectivament. T és distributiu sobre G si i només si FN és
distributiu sobre Gy .

DEMOSTRACIO: Primer demostrarem d’esquerra a dreta. Tenim que F és distributiu sobre
G, vegem que Fn ho és sobre Gy . Si considerem la definicié d’operadors duals per N,
tenim que, per a tots x, y 1 z:

Fn(x, Gn(y,2) = N(F(N(x), N(N(G(N(y),N(2)))))) = N(F(N(x), G(N(y),N(z))))
= N(G(F(N(x),N(y)), F(N(x),N(z)))) =
= N(GIN{N(F(N(x), N{y)))), N(N(F(N(x),N(z)))))) =

(
= Gn(Fn(x,y), Fai(x, 2),
és a dir, Fy és distributiu sobre Gy . N N
De manera similar es pot veure que si Fry és distributiu sobre Gy, llavors F ho és sobre
G. O

Ara enumerarem els diferents resultats coneguts referents a la distributivitat, distributi-
vitat condicional i a parells distributius, per als casos de t-normes, t-conormes i uninormes
de Upin 0 de Umax-

3.1.1 Distributivitat per t-normes i t-conormes

La distributivitat amb t-normes i/o t-conormes es resol facilment, i als resultats segiients
donem les solucions. A partir de la proposici6 3.1.5, sabem que una condicié suficient
perqué una t-norma o t-conorma siguin distributives sobre una t-norma o una t-conorma
és que el segon operador sigui el minim o el maxim. En aquests resultats veurem que és
una condicié necessaria.

Teorema 3.1.8 Siguin T una t-norma i S una t-conorma. T és distributiva sobre S si i només si
S =Sm.

Teorema 3.1.9 Siguin S una t-conorma i T una t-norma. S és distributiva sobre T si i només si
T=Twm.
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En cas en que tinguem dos operadors de la mateixa classe, dues t-normes (o dues
t-conormes), també les tiniques solucions sén aquelles on el segon operador és el minim (o
el maxim).

Teorema 3.1.10 Siguin Ty i T, dues t-normes. Ty és distributiva sobre T, si i només si Ty = Tm.

Teorema 3.1.11 Siguin Sy i Sy dues t-conormes. Sy és distributiva sobre Sy si i només si Sy = Sm.

A partir dels resultats anteriors, podem estudiar els parells distributius de t-normes i
t-conormes, obtenint aquest resultat.

Corolari 3.1.12 Els inics parells distributius amb t-normes i t-conormes son (Tm, Sm), (Tm, Tm)
i (Sm, Sm).

El cas de la distributivitat condicional d’una t-norma continua sobre una t-conorma
continua, es resol a [62, teorema 5.21], resultat que citem a continuaci6.

Teorema 3.1.13 Una t-norma continua T és condicionalment distributiva sobre una t-conorma
continua S si i només si tenim un dels casos segiients:

(i) S =Swm.

(i) Existeix una t-norma estricta T* i una t-conorma nilpotent tal que el generador additiu s de
S* satisfent s(1) =1, és també un generador multiplicatiu de T*, i existeix a € [0, 1[ tal que
per a alguna t-norma T**, tenim que T = ({0, a, T**),(a,1,T*)) 1 S = ((a,1,S*)).

Nota 3.1.14 Per tant, com es pot observar, en el cas de t-normes i t-conormes, la distributivitat
condicional té tota una familia de solucions noves, que no satisfan la distributivitat. De fet, introduint
la condicié S(y,z) < 1, les solucions que s’obtenen sén amb S una suma ordinal del minim i una
t-conorma nilpotent.

3.1.2 Distributivitat per uninormes en Upmin 0 Umax

Les solucions de I'equacié de distributivitat en aquesta classe d"uninormes es va estudiar a
[68] (corregit a [70]), i enumerarem a continuacio els resultats obtinguts, que emprarem
més endavant.

Primer, es té aquest resultat sobre on han de pertanyer dues uninormes que compleixin
la distributivitat.

Teorema 3.1.15 Siguin Uy i U, dues uninormes de Umin U Umax. Si Uy és distributiva sobre U,
llavors Uy i Uy € Umin, 0 bé, Uq 1 Uy € Umax-

Vegem ara els resultats en funcié dels elements neutres.

Teorema 3.1.16 Siguin Uy = (Tq,e1,S1)max U2 = (T2, €2, S2)max- Si €2 < ey, llavors Uy és
distributiva sobre U, si i només si

e ¢, =01 Uy & la t-conorma maxim, o bé

* 0# ey =eq iUy ésidempotent.
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Teorema 3.1.17 Siguin Uy = (Tq,e1,S1)max Uz = (T2, €2,S52)max- Si e1 < ez i Uy és distri-
butiva sobre U,, llavors U;(x, x) = x per tot x > eq, i Uy ve donada per

e T (%/e%) si (x,y) € [0,e1]?

/ — — .
er+(e2—er)S (ﬁﬁ) si (x,y) € ler, e2]?

e2+(1—ez)S" ("’ez U_ez) si (x,y) € [ez, 112

T—ey’ T—ey

U (le) =

max(x,y) altrament,

rooS . 4 . 2 -
onS iS son t-conormes qualssevol i T és una t-norma qualsevol. Si a més a més Uy (e1,eq) = ey,
llavors U, ha de ser idempotent.

En el cas en que la t-norma associada a U, sigui continua, obtenim totes les solucions de
(D) en el teorema segiient.

Teorema 3.1.18 Siguin Uy = (T1,e1,S1)max I Uz = (T2, €2, S2)max, amb T continuai ey < e;.
Uy és distributiva sobre Uy, si i només si U, és idempotent i Uy ve donada per

erT (;—137) si (x,y) € 0,e1]?

e1+(e2—ep)S (m m) si (x,y) € [e1, e2]?

er)—eq 4 er—eq

Ui (x,y) =
e2+(1—e2)s” (=2, ¥=2)  si(xu) € ley 112

T—ey’ 1—ey

max(x,y) altrament,
roeoA . .
onS i S son t-conormes qualssevol i T és una t-norma qualsevol.

De manera similar, amb dues uninormes de Ui, s’obtenen els resultats segiients.

Teorema 3.1.19 Siguin Uy = (T1,e1,S1)min § U2 = (T2, €2, S2)min- Si €1 < ey, llavors Uy és
distributiva sobre U, si i només si

e ¢ = 11U, és la t-conorma minim, o bé
* 1# ey =eq iUy ésidempotent.

Teorema 3.1.20 Siguin Uy = (T1,e1,51)min I U2 = (T2, €2, S2)min- Si €2 < ey i Uy és distribu-
tiva sobre Uy, llavors U, (x,x) = x per tot x < ey, i Uy ve donada per

e T’ (L’i) si (x,y) € [0, e2]?

e2t(er—e)T" (322, 32 ) si(x,y) € leg 02

ej—ez’ ej—e;

U.] (le) =
es+(1—eq)S (X*e‘ y*e‘) si (x,y) € [e2, 12

T—e1’ 1—eq

max(x,y) altrament,

oo, . L, . . .
onT i T son t-normes qualssevol i S és una t-conorma qualsevol. Si, a més a més, Uy (e1,e1) = eq,
llavors U, ha de ser idempotent.

De forma semblant, tenim totes les solucions de (D) en el teorema segtlient, en el cas en
que la t-conorma associada a U; sigui continua.
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Teorema 3.1.21 Siguin Uy = (Tq,€1,S51)min i Uz = (T2, €2, S2)min, amb Sy continuaie; < ey.
Uy és distributiva sobre U, si i només si U, és idempotent i Uy ve donada per

erT’ (e%, e%) si (x,y) € [0, e2]?
Uy — 2t e —e)T' (252,222 si(xy) € les,er)?

e+ (1-e)S (22, 4-2)  siboy) € le 112

max(x,y) altrament,

e, . 4
onT i T son t-normes qualssevol i S és una t-conorma qualsevol.

Nota 3.1.22 Per tant, en el cas d'uninormes de Upin i de Umax, €l nombre de solucions de (D) és
molt més ampli, i no es redueix tan sols al cas de Ty o de Sy per al segon operador.

3.2 UNINORMA AMB T-NORMA O T-CONORMA. DISTRIBUTIVITAT CONDICIONAL

En tota aquesta secci6 estudiarem la distributivitat i la distributivitat condicional d"una
uninorma U que no sigui t-norma ni t-conorma, (és a dir, amb element neutre e €]0, 1[)

sobre una t-conorma continua, donant resposta aixi al problema obert abans esmentat.

Per completar I'estudi de la distributivitat, estudiarem també el cas dual de distributivitat
(condicional) sobre una t-norma continua i els reciprocs. Dividirem l’estudi depenent de
quin tipus sén els operadors involucrats.

3.2.1  Uninorma sobre t-conorma continua

Comencgarem estudiant la distributivitat condicional d’una uninorma sobre una t-conorma
continua (definici6 3.1.3). Com ja hem vist anteriorment a la proposicié 3.1.5, tota uninorma
és (condicionalment) distributiva sobre Sy;.

A continuacié donem aquest lema general, que emprarem en els resultats posteriors.

Lema 3.2.1 Siguin U € U(e), i S una t-conorma. Si U és condicionalment distributiva sobre S i
S(e,e) = e, llavors S = Sm.

DEMOSTRACIO: Posem y =z = e a (CD), com que S(e,e) =e < 1, tenim
U(x, S(e,e)) = S(U(x, e), U(x, e)) per tot x € [0, 1].
Emprant ara que S(e, e) = e i que e és I'element neutre de U,
U(x, e) =x = S(x,x) per tot x € [0,1],

i llavors S és la t-conorma maxim, ja que és 1'tinica t-conorma idempotent (proposicié
2.1.5). O]

Dividim el nostre estudi en alguns casos, depenent del tipus d'uninorma U que és
distributiva sobre la t-conorma S.
-U uninorma de Umpin 0 de Umax

Proposici6 3.2.2 Una uninorma U de Umax és condicionalment distributiva sobre una t-conorma
S siinomés si S = Sy
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DEMOSTRACIO: Ja sabem per la proposicié 3.1.5 que qualsevol uninorma U és condicional-
ment distributiva sobre Sy.
Reciprocament, si posem y = z = 0 a (CD), llavors tenim per tot x > e,

X = U(X,S(0,0)) = S(u(xlo)lu(xlo)) = S(X/ x).
Ara, pel creixement de S també tenim S(e, e) = e. Llavors, pel lema 3.2.1, S = Sm. O

Nota 3.2.3 Notem que a la proposicié anterior, no és necessari que S sigui continua, és a dir, per
qualsevol uninorma U de Umax, ["tinica t-conorma S per la qual U és distributiva sobre S és Sy.

Proposici6 3.2.4 Una uninorma U de Umin és condicionalment distributiva sobre una t-conorma
continua S si i només si S = Syy.

DEMOSTRACIO: Només necessitem demostrar d’esquerra a dreta. Per aixo, si S(e,e) > e,
com que S és continua, existeix z < e tal que S(z,z) =e < 1.
Aplicant y = z a (CD), tindrem

x = U(x, S(z,z)) = S(U(x, z), U(x, z)) per tot x € [0, 1].
Agafant x que verifiqui z < e < x tindrem, com que U € Upin,
x = S(min(x, z), min(x,z)) = S(z,z) = e,

que és una contradiccié. Conseqiientment, S(e, e) = e, i pel lema 3.2.1, S = Sm. ]

-U uninorma idempotent

Proposici6 3.2.5 Una uninorma U amb Ty = Twm és condicionalment distributiva sobre una
t-conorma continua S si i només si S = Syy.

DEMOsTRACIO: Una altra vegada, sabem que U és distributiva sobre S = Sy per la propo-
sici6 3.1.5.

Reciprocament, com que S és continua, existeix z < e tal que S(z,z) = e i com que
Tu = Tm, tenim:

Z= u(zl S(Z/Z)) = S(u(zl Z)Iu(zl Z)) = S(Z/ Z) =e
aixo és, z = ei S(e, e) = e. Pel lema 3.2.1, ja hem acabat la demostracié. O

CoroMari 3.2.6 Una uninorma idempotent U és condicionalment distributiva sobre una t-conorma
continua S si i només si S = Syy.

DEMOSTRACIO: Qualsevol uninorma idempotent U satisfa Ty = Twm i llavors el resultat
s’obté de la proposici6é anterior. O

-U uninorma representable

Com ja hem mencionat als preliminars (secci6 2.2.1), abans d’estudiar la distributivitat
condicional d"una uninorma representable sobre una t-conorma continua, demostrarem
que les classes de les uninormes quasi-continues i les uninormes representables sén la
mateixa, i per tant no caldra fer més distincions d’ara en endavant. Primer demostrem uns
lemes previs.
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Lema 3.2.7 Si U és una uninorma quasi-continua llavors U(x,0) = 0 per tot x < Ti U(x,1) =1
per tot x > 0.

DEMOSTRACIO: Suposem que per algun 0 < a < 1, tenim U(0, a) = b > 0. Per continuitat,
per tot y < b existeix x < a tal que U(0,x) =y, pero llavors

U(O,U) = U(O/ u(OIX’)) = U(O/X) =y
contradient que U(0,y) = 0 per tot y < e. L'altra part segueix de manera similar. O

Lema 3.2.8 Si U és una uninorma quasi-continua, llavors:
e Ux,y)<Tquanx<liy<l,

e U(x,y) >0quanx >0iy > 0.

DEMOSTRACIO: Suposem que existeix (x,y) amb x < Tiy < 1 tal que U(x,y) = 1. Aleshores
tenim pel creixement de U,

U(max(x,y), max(x,y)) =1,

és a dir, existeix t talque e < t < Ti U(t,t) =1.
Ara definim a de la manera segtient:

a =inf{x €]0, 1[ |U(x,x) = 1}.

Per continuitat de U, U(a, a) = 1,1 per tant e < a < 1. Llavors, emprant que U(x,a) < 1
per tot x < a, tenim

U(U(x,a),a) =U(x,U(a,a)) =U(x,1) =1

per tot x > 0, i llavors U(x, a) > a.

Perd U(x, a) < a per tot x < e, perque a > e, i llavors U(x, a) = a per tot x €10, e] que,
utilitzant el lema 3.2.7, déna una contradiccié amb la continuitat. L’altra part segueix de
forma similar. O

La proposici6é segiient es pot deduir de resultats de [60], perd presentem aqui una
demostracié directa, emprant els lemes anteriors.

Proposici6 3.2.9 Suposem que U és una uninorma quasi-continua amb element neutre e € 10, 1[.
Llavors U és representable si i només si U és estrictament creixent a 10, 1 [2.

DEMOSTRACIO: En vista del teorema 2.2.24, si U és representable, llavors, és estrictament
creixent a ]0, 1[2.

Reciprocament, si U és quasi-continua i estrictament creixent a 0, 1 [2, llavors és veritat
que per tot x € 10, 1] existeix un tnic y € ]0, 1[ tal que U(x,y) =e.

Ara definim la funcié N : [0,1] — [0, 1]

0 six=1
N(x)=41 six=0
y sixe]0,1[ilU(x,y)=e

i ara demostrarem que N és una negaci6 forta.
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* N és involutiva. Per a x = 0,1 esta clar. Si x € ]0,1[, diguem y = N(x) llavors
U(x,y) = e i per commutativitat tenim U(y, x) = e. Pero aixo vol dir que N(y) =x,
és a dir, N(N(x)) = x.

* N és estrictament decreixent. Suposem x,x’ €]0, 1] amb x < x" i N(x) < N(x’). Tenim

llavors N(x) =y amb U(x,y) = ei N(x') =y’ amb U(x/,y’) = e. Llavors y < v/,
perd U és estrictament creixent i

€= U(x,y) < U-(X/ly) < U—(X,/U/) =€,
que és una contradiccié.

A més a més, Ll i N satisfan:
U(x,y) = N (U(N(x),N(y)))
per tot (x,y) € [0,112\{(0,1), (1,0)}. Efectivament, només necessitem demostrar
U (U(N(x),N(y)), Ulx,y)) =e

a conseqiiencia de la definici6 de N.
Si0 < x,y <1, emprant que U és commutativa i associativa, facilment tenim

U(U(N(x),N(y)), Ulx,y)) = U(UN(x),x), U(N(y),y)) = Ule,e) = ¢,

perque U(N(x),x) = e per tot x € |0, 1[, per definicié de N.
Elscasosx =0i0 <y < 1l,iquanx =110 <y < 1 segueixen facilment utilitzant el
lema 3.2.7. Ara, utilitzant el teorema 2.2.24, obtenim que U és representable. O

Notem que la negacié N definida a la demostracié de la proposicié anterior és tnica, i

pel teorema 2.2.24, ve donada per N(x) = h™! <ﬁ>, on h és un generador multiplicatiu
de U.

La proposicié segiient demostra que les classes de les uninormes quasi-continues i la
classe de les uninormes representables coincideixen. Igualment, aquest resultat també es
podria derivar de resultats a [58] (veure també el teorema 2.2.28), perd la demostracié
que es presenta aqui segueix directament del teorema de representacié de les uninormes
representables (teorema 2.2.24).

Teorema 3.2.10 Sigui U una uninorma amb element neutre e €10, 1[. Llavors U és quasi-continua
(continua a [0,11\{(0,1),(1,0)}) si i només si és representable.

DEMOSTRACIO: Degut a la proposicié anterior, només necessitem veure que qualsevol
uninorma quasi continua U és estrictament creixent a ]0, 1[2.

Vegem ara que per tot x,y,t €10, 1[, si U(x,t) = U(y, t), llavors x = y. Pel lema 3.2.7,
U(t,0) =01iU(t,1) =1, illavors, com que U és continua a [0, 112\ {(0,1),(1,0)}, existeix
a« €]0,1[ tal que U(t, x) = e. Ara tenim

x = U(x, e) = U(x, U[t, o)) = U(U(x, t), ) = U(U[y, 1), «) = U(y, U(t, «])
=Uly,e) =y
Llavors U és estrictament creixent a ]0, 12 i per tant és representable. O
Es a dir, la continuitat a [0, 1]\ {(0, 1), (1,0)} implica la existencia d"un generador additiu, i
aleshores les classes d"uninormes representables i uninormes quasi-continues coincideixen.

A partir d’ara, per tant, parlarem d’uninormes representables en lloc d"uninormes quasi-
continues.
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Proposicié6 3.2.11 Si una uninorma representable U és condicionalment distributiva sobre una
t-conorma continua S llavors S = Sm o0 S és arquimediana.

DEMOSTRACIO: Suposem que S té un element idempotent no trivial 0 < z < 1. Llavors
U(x, z) = U(x, S(z,2)) = S(U(x, z), U(x, 2))

per tot x € [0,1] i aleshores U(x,z) és un element idempotent de S per tot x € [0, 1].
Com que U és continua a [0, 112\ {(0,1),(1,0)}, emprant el lema 3.2.7 tenim que, variant
x € [0, 1], U(x, z) pren tots els valors de [0, 1] i conseqiientment S(t,t) =t per tot t € [0, 1],
ésadir, S = Sm.

Llavors, S és arquimediana o S = Sw. ]

Teorema 3.2.12 Una uninorma representable U és condicionalment distributiva sobre una t-
conorma continua S si i només si tenim un dels casos segiients:

(i) S=Sm.

(ii) S és estricta i el generador additiu s de S satisfent s(e) =1, és també un generador multipli-
catiu de U.

DEMOSTRACIO: Primer demostrarem la suficiencia. Si, per a una uninorma representable
U i una t-conorma continua S, tenim el cas (7), llavors U és condicionalment distributiva
sobre S per la proposici6 3.1.5. Si tenim el cas (i), llavors dividim la nostra demostracié en
quatre casos:

e Six,y,z € [0,1] satisfan que (x,y), (x,z) i (x,S(y,z)) no estan a {(0, 1), (1,0)}, llavors
hi ha representaci6 per a la uninorma en aquests punts. Si s és el generador additiu
de S satisfent s(e) = 1, llavors també és un generador multiplicatiu de U. Llavors es
compleix:

U(x,S(y,z) = s '(s(x)-s(s7(s(y) +5s(2) =s(s(x)s(y) +s(x)-s(z))
s (s(s7(s(x) - s(y)) +s(s7 " (s(x) - s(2))))
= S(U(x,y), U(x,z)).

e Six=11iS(y,z) =01llavorsy =01z =0, i aleshores
U(1,0) = U(1,5(0,0)) = S(U(1,0),U(1,0)).
Emprant que U(1,0) € {0, 1}, (CD) se satisfa.

e Six =11iS(y,z) >0, els casos quan y = 0 0 z = 0 sén trivials, mentre que quan
Y,z # 0, emprant el lema 3.2.7 tenim

i (CD) se satisfa.

¢ Six =0 aleshores U(0,t) = 0 per tot t < 1, i llavors (CD) se satisfa de manera similar.
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Reciprocament, si U és representable, llavors S = Sy o S és arquimediana, degut a la
proposicié 3.2.11. Per al segon cas, sigui s : [0,1] — [0,4+00] un generador additiu de S.
Llavors, s és continua, estrictament creixent que verifica s(0) =0, s(1) € [0, +-00] i tal que

S(y,z) =s ' (s(y) +s(z)) si S(y,z) < 1.

Ara agafem un generador multiplicatiu 0 : [0, 1] — [0, +-00], de U, 8 és continua, estrictament
creixent verificant 6(0) =0, 8(e) =11 6(1) = 400 tal que

U(x,y) =07"(8(x) - 6(y)) per tot (x,y) ¢ {(0,1),(1,0)}

Definim la funcié continua, estrictament creixent

f:00,s(1)] — [0,+o0]

llavors f(0) =0, f(s(1)) = +oo i f(s(e)) = 1. Posant u = s(x), v = s(y) i w = s(z), tenim per
una banda

'(8(x)0(s ! (s(y) +5(2))))

U(x,S(y,z)) =0~
=071(0(s7 (W) - 8(s~ (v+w))) = 07 (fFu)f(v+w))

i per I’altra

S(U(x,y), U(x,z)) =s"(s(07'(8(x)0(y))) + (671 (8(x)0(2))))
=s (£ (W f(v) + £ (fw)f(w)),

de manera que I'equacié de distributivitat condicional de U sobre S es pot escriure com
segueix

1 (F(w) - fv+w)) = (fw) - F(v) + £ (F(w) - f(w)) (3-3)

per tots u,v,w € [0,s(1)] i v+w < s(1). Fixant u € ]0,s(1)], definim la funcié continua,
estrictament creixent

wi0,s(1)] — [0,s(1)]
X — 1 (f(u) - f(x)).

Ara (3.3) es pot escriure com
gu(Vv+w) = gu(v) + gu(w) per tots u,v,w € [0,s(1)],v+w < s(1),

amb g.,(0) =0, gu(s(1)) =s(1) i guls(e)) = u. Aquesta és I'equacié funcional de Cauchy, i
la seva soluci6 és

gulx) =
per qualque k. Emprant que g, (s(1)) = s(
1

s(1), tenim que k =10 s(1) = +o0. Pero, si k =1,
llavors g, (s(e)) = s(e) # u. Aleshores, s(

1
) =400 1S és estricta. En aquest cas,

U ambe, u(x) —
k= sle)/ itambé, gy (x) = ) X

Com que S és estricta, podem elegir s el generador additiu de S tal que s(e) =1, i llavors

gul(x) =u-x.
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Emprant la definici6é de g,,, tenim
flux) = f(u) - f(x)

per tot u, x € [0, +-00], que és I'equacié funcional multiplicativa de Cauchy. Aixo vol dir que

f(x) = xP
per qualque p € |0, +-o0[ i llavors
0(x) = s(x)P.
Llavors s és també un generador multiplicatiu de U i aixd conclou la demostraci6. O

-U uninorma de Ucog

Ara estudiarem la distributivitat d’una uninorma a la classe U.ys sobre una t-conorma
continua.

Proposici6 3.2.13 Siguin U una uninorma amb Ty continua i S una t-conorma continua. Si U és
condicionalment distributiva sobre S i U té un element idempotent a € 10, e[, llavors S(y,y) =y
per toty € [0, al.

DemosTRACIO: SiS(e,e) = e, llavors S = Sy i llavors el resultat és cert. Altrament, S(e, e) >
e i com que S és continua existeix z < e tal que S(z,z) = e. Suposem a €10, e[ tal que
U(a,a) =a.

Primer, si S(a, a) > e llavors z < a < e i tenim

a=U(a,e) =U(a,S(z,2z)) =S(U(a,z),U(a,z)) = S(min(a,z),min(a,z)) = S(z,z) =,

que és una contradiccio.
Si S(a,a) < e, llavors a < z < e i tenim

a=U(a,e) =U(a,S(zz)) =S(U(a,z),U(a,z)) = S(min(a, z), min(a,z)) = S(a, a)
i llavors a és un element idempotent de S. Ara, per tot t € [0, 1]
U(t, a) = U(t, S(a, a)) = S(U(t, a), U(t, a))

i com que U és continua a [0, el?, U(t, a) pren tots els valors de [0, a i llavors S(y,y) =y
per toty € [0, al. ]

. . ’ " . L, L, ..
Teorema 3.2.14 Siguin U= (T ,x, T ,B,(R,e))cos,min I S una t-conorma continua. U és condici-
onalment distributiva sobre S si i només si tenim un dels casos segiients:

(i) S =Sm.

(ii) Existeix una t-conorma estricta S* tal que el seu generador additiu s amb s (T:ﬁ> =1¢és

=

també un generador multiplicatiu de R, i S = ((,1,5*)).

DEMoOsTRACIO: Si U és condicionalment distributiva sobre S, com que 3 és un element
idempotent de U, tenim S(x, x) = x per tot x < 3, per la proposicié anterior i conseqiient-
ment S = ((B,1,5*)) per qualque t-conorma continua S*. A més a més, com que U és
condicionalment distributiva sobre S, R és també condicionalment distributiva sobre S* i
llavors S = Sm 0 S* és estricta i el seu generador additiu s amb s( f:g) =1 és també un
generador multiplicatiu de R, pel teorema 3.2.12.

Reciprocament, agafem U = <TI, o, T, B,(R,€))cosmin i S = ((B,1,5%)). Veurem que U és
condicionalment distributiva sobre S. Dividim la nostra demostracié en diferents casos,
depenent dels valors de x,y,z a (CD):
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Siy < B llavors S(y,z) = max(y,z) i U(x,y) < min(x,y) < f 0 U(x,y) = 1. Aleshores,
emprant que U és creixent tenim

S(U(x,y), U(x,z)) = max(U(x,y), U(x,z)) = U(x, max(y, z)) = U(x, S(y, z)).

Siz < 3 és similar al cas anterior.

Sipf<vyz<lix <P lavors U(x,y) = min(x,y) = x = min(x,z) = U(x,z) i
B <y < S(y,z). Tenim

S(U(x,y), U(x,z)) = S(x,x) =x =min(x,S(y,z)) = U(x, S(y, z)).

Siy=10z=1I1lavors S(y,z) = 11ino hi ha res que demostrar.

Si B < x,y,zllavors U ve donada per R, S ve donada per S* i llavors (CD) se satisfa
una altra vegada pel teorema 3.2.12.

Llavors U és condicionalment distributiva sobre S. ]

L’estructura d’una uninorma de Ucosmin condicionalment distributiva sobre una t-
conorma es pot observar a la figura 7.

1
L T
|
|
e t-- min --4--- R ---- max estricta
|
|
B 1 B
T” : 1
|
o min ® max max
T 1
l
104 B e B

Figura 7. Uninorma U de Ucosmin (esquerra) condicionalment distributiva sobre una t-conorma
continua S (dreta).

Ara ens dedicarem a uninormes de Ucos,max-

Proposicié 3.2.15 Siguin U una uninorma amb Sy continua i S una t-conorma continua. Si U és
condicionalment distributiva sobre S i U té un element idempotent y € le, 1, llavors S(z,z) = z
per tot z € [y, 1].

DEMOsTRACIO: Sigui v €le, 1] tal que U(y,y) = v. Llavors, per ser S continua, existeix
b <y tal que S(b,b) =y. Aleshores tenim

Ara 7y és un element idempotent de S i per tot t € [0, 1]

U(t,y) = U(t, S(y,v)) = S(U(t,v), U(t,v)).

Agafant t € [e, 1], com que Sy és continua tenim que S(z,z) = z per tot z € [y, 1]. O
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De forma similar al teorema 3.2.14 tenim el resultat segiient per a uninormes a Ucos max-

. . i " . .
Teorema 3.2.16 Sigui U = ((R,e),V,S,05,S )cosmax una uninorma de Ucosmax i S una t-
conorma continua. U és condicionalment distributiva sobre S si i només si tenim un dels casos
segiients:

(i) S =Swm.
(ii) Existeix una t-conorma estricta S* tal que el seu generador additiu s amb s(%) =1 ¢&s també
un generador multiplicatiu de Ri S = ((0,7y,S*)).
DEMOSTRACIO: Es el resultat dual del teorema 3.2.14. O]

L'estructura d’una uninorma de Ucosmax condicionalment distributiva sobre una t-
conorma és pot observar a la figura 8.

|
1 s"
|

O ¢ max max max
! ’

0 | S

Y l Y
|
l

e L-- ——-d4-- max ---1 estricta max
|
l
1 o
e 2% 0 5 Y

Figura 8. Uninorma U de Ucosmax (esquerra) condicionalment distributiva sobre una t-conorma
continua S (dreta).

Nota 3.2.17 Com a conseqiiéncia dels teoremes anteriors, qualsevol uninorma de Ucos només és
condicionalment distributiva sobre dos tipus de t-conormes continues: Sy i una suma ordinal.

A continuacid, tots els resultats d’aquest apartat s’enumeren al teorema segtient.

Teorema 3.2.18 Siguin U una uninorma que és, idempotent, o de Umax, 0 de Upmin, 0 és representa-
ble, 0 de Ucos, i S una t-conorma continua. Les afirmacions segiients sén equivalents:

(i) U és condicionalment distributiva sobre S.

(ii) Tenim un dels casos segiients:
(61) S = SM.

(b) S és estricta i U és representable, i si s és el generador additiu de S satisfent s(e) =1,
llavors s és també un generador multiplicatiu de U.

(c) U = <T', o, T, B, (R, €))cos,min I existeix una t-conorma estricta S* tal que el seu

generador additiu amb s (T:E) = 1 és també un generador multiplicatiu de R i
S=((B,1,5%)).
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d U = <(R,e),y,S/,é,S”)COS,maX i existeix una t-conorma estricta S* tal que el seu
generador additiu amb s (%) = 1 és també un generador multiplicatiu de R i S =
({0,v,5%)).

Després d’haver resolt la distributivitat condicional d’una uninorma U sobre una t-
conorma S, estudiarem la distributivitat d’'una uninorma U sobre una t-conorma S. Sor-
prenentment, en tots els casos estudiats en la seccié anterior, si U és condicionalment
distributiva sobre S, llavors U és distributiva sobre S, com es demostra en el teorema
seguent.

Teorema 3.2.19 Una uninorma U que és idempotent, o és de Umax 0 és de Upmin, 0 és representable,
és distributiva sobre una t-conorma continua S si i només si U és condicionalment distributiva sobre
S.

DeEMosTRACIO: Si una uninorma U és distributiva sobre S llavors és de manera Obvia
condicionalment distributiva sobre S.
Reciprocament, sabem que qualsevol uninorma és distributiva sobre Sy. Llavors, només
necessitem demostrar
U(x, S(y,z)) = S(U(x,y), U(x,z))

per tot x,y,z € [0,1] tal que S(y,z) =1, on S i U sén com als casos (a), (b), (c) o (d) del
teorema 3.2.18. De totes maneres, si S(y,z) = 1, en tots aquests casos tenim que y =10
z =1, i llavors tots els possibles casos es poden verificar facilment. O

Ara donarem uns quants exemples d"uninormes que sén distributives i condicionalment
distributives sobre una t-conorma:

Exemple 3.2.20 Agafem la funcio:
s(x) = —log (1 —x)ambc >1,
és un generador additiu de la t-conorma estricta
Se(x,y) =x+y—xy

i un generador multiplicatiu de la uninorma representable disjuntiva

1 _Clogc(lfx)logcﬂfy) ST X% 7& 1 iy 7& 1
U(x,y) =

1 altrament

amb element neutre de U, e =1 —c~'. Com que s(e) = 1, U és distributiva i condicionalment
distributiva sobre S.

Exemple 3.2.21 Considerem la funcié

és un generador additiu de la t-conorma estricta

x(1—=y) +y(1 —x)
S (x,y) = T—xy
1 six=y =1

si (x,y) # (1,1)
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(que és la t-conorma de Hamacher amb parametre o, veure [62]) i un generador multiplicatiu de la
uninorma representable conjuntiva

" 0 si{x,y}=1{0,1}
UYi(x,y) = YXy

(T—x)(T—y)+vxy

altrament.

L'element neutre de U és e = 1. Una altra vegada, com que s(11=) = 1, U é condicionalment

distributiva i distributiva sobre S.

Exemple 3.2.22 Siguine, 3 €[0,1] tal que 0 < B <e, U = (T/, o, T, B, (R, €))cos,min amb T i
T' t-normes continues qualssevol, R = ulv! amb

_1—e
= 3

i S la t-conorma definida per S = (($,1,5*)), on $* = Sgl definida a l'exemple anterior. Llavors,

com que
e—p 1
S’Y ]_B — 7

U és distributiva i condicionalment distributiva només sobre les t-conormes continues Sy i S.

Y €10, +oo],

3.2.2 Uninorma sobre t-norma continua

Estudiarem aqui el cas dual de distributivitat condicional de U sobre una t-norma continua
T. Donem primer la definicié.

Definicié 3.2.23 Siguin U € U(e) i T una t-norma. Direm que U és condicionalment distribu-
tiva sobre T si

U(x, T(y,z)) = T(U(x,y), U(x,z)) per a tots x,y,z € [0, 1] quan T(y,z) > 0. (3-4)

Lema 3.2.24 Siguin U una uninorma i T una t-norma. Llavors si U és condicionalment distributiva
sobre TiT(e,e) =e, llavors T = Tu.

DEMOSTRACIO: Basta agafary =z = e a (3.4). O]

Proposici6 3.2.25 Siguin U una uninorma i T una t-norma continua. Si U és de Umax 0 de Umin
0 és idempotent, llavors les afirmacions segiients sén equivalents:

(i) U és distributiva sobre T.
(i1)) U és condicionalment distributiva sobre T.
(iii) T = Tym.

DEMOSTRACIO: Les demostracions es poden fer facilment fent els duals de les anteriors per
a la secci6 de t-conormes. O

Teorema 3.2.26 Siguin U una uninorma representable i T una t-norma continua. Les afirmacions
segiients son equivalents:
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(i) U és distributiva sobre T.
(ii) U és condicionalment distributiva sobre T.

(iii) Tenim un dels casos segiients:
(a) T= TM.

(b) T és estricta i si t és el generador additiu de T satisfent t(e) = 1, llavors + és també un
generador multiplicatiu de U.

DEMoOsTRACIO: La implicaci6 (i) = (ii) és trivial. Respecte a (ii) = (iii), es pot demostrar
facilment, com al cas de t-conormes, que si U és condicionalment distributiva sobre T
llavors T ha de ser necessariament el minim o arquimediana. Per al segon cas, agafem
t:[0,1] — [0, +o0] el generador additiu de T tal que t(e) = 1. Agafem també un generador
multiplicatiu 0 : [0, 1] — [0, +-00], de U. Definim la funci6é continua, estrictament decreixent

f:0,t(0)] — [0, +oo]
X = e(t71 (X))/

llavors f(0) = 0(1) = 400, f(t(0)) =0(0) =0if(1) =0(e) = 1. Posant u = t(x), v =t(y) i
w = t(z), 'equacié de distributivitat condicional U sobre T es pot escriure com segueix

1 (F(w) - Fv+w)) = (f(w) - F(v) + £ (F(w) - f(w)) (3.5)

per tot u,v,w € [0,t(0)] i v+w < t(0). Fixant u €]0,t(0)], definim la funci6é continua,
estrictament creixent

gu : [0,t(0)]
X

gu satisfa g (0) =0, g.(t(0)) = t(0) i gu.(1) = u. Ara (3.5) es pot escriure com
gu(v+w) = gu(v) + gulw)

per tot u,v,w € [0,t(0)] i v+w < t(0). Aix0 és I'equacié funcional de Cauchy, i la seva
solucio és

gulx) =k-x

) = t(0), tenim que k =1 0 t(0) = 4o00. Pero,sik =1,

per qualque k. Emprant que g (t(0)
(0) = 400 i T és estricta. En aquest cas, k =u i

llavors gy (1) = 1 # u. Aleshores, t
gulx) =u-x.

Emprant la definicié de g,,, tenim
flux) = f(u) - f(x)

per tot u, x € [0, 400], que és I'equaci6 funcional multiplicativa de Cauchy. Aixo vol dir que
f(x) = X‘—p per qualque p €]0, +oo[ illavors 6(x) = t(17)v Llavors % és també un generador
multiplicatiu de U i aixd conclou la demostracio.

Finalment, demostrem que (iii) = (i). Per fer-ho, només discutirem el cas quan la
uninorma admet la seva representacio, ja que els altres casos es fan facilment. En aquest

cas doncs, tenim:

Ux, T(y,z) =t ( : ] : >=t1(t(x)-t(y)+t(x)-t(z)).

tx) (T (t(y)+t(2))
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mentre que

S(u(x,y),u(x,zn:t‘(t(u(x,yn+t(u(x,z))))=t‘( ——— )
=t (t(x) - t(y) + t(x) - t(z2)). 0

Ara ens centrarem en el cas que U € Ucys. Primer donarem el resultat per U € Ucos min-

. . ’ " . L L ..
Teorema 3.2.27 Siguin U= (T ,o, T ,B, (R, €))cosmin I T una t-norma continua. U és condicio-
nalment distributiva sobre T si i només si tenim un dels casos segiients:

@) T=Tu.

(ii) Existeix una t-norma estricta T* tal que el seu generador additiu t satisfent t (‘f:g) =1,6s
tal que 1 també és un generador multiplicatiu de R, i T = ((B,1,T*)).
De forma analoga al cas de t-conormes, tenim els teoremes segiients.

. . ’ " . " . ..
Teorema 3.2.28 Siguin U = ((R,e),Vv,S,08,S )cosmax i T una t-norma continua. U és condicio-
nalment distributiva sobre T si i només si tenim un dels casos segiients:

(1) T=Tm.

(ii) Existeix una t-norma estricta T* amb el seu generador additiu t satisfent t (%) =16s tal

que % també és un generador multiplicatiu de R, i T = ((0,y, T*)).

A les figures 9 i 10 es poden observar les solucions de la distributivitat d'una uninorma de
Ucos,max 1 Ueos,min SObre una t-norma continua, respectivament.

|
: S//
|
S ¢ max min min
0 : S’
|
Y | Y
|
|
e -- ---4-- max --- estricta min
|
l
! .
e 2% 0 5 2%

Figura 9. Uninorma U de Ucosmax (esquerra) condicionalment distributiva sobre una t-norma
continua T (dreta).

A continuacid, englobem tots els resultats d’aquest apartat al teorema segtient.

Teorema 3.2.29 Siguin U una uninorma que és, idempotent, o de Umax, 0 de Umin, 0 és representa-
ble, 0 de Ucos, i T una t-norma continua. Les afirmacions segiients sén equivalents:

(i) U és condicionalment distributiva sobre T.
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1
& T
|
|
€ r--min --9--- R ---+ min estricta
l
|
B l B
T : 1
|
x min ® max min
T |
l
o B e B

Figura 10. Uninorma U de Ucosmin (esquerra) condicionalment distributiva sobre una t-norma
continua T (dreta).

(ii) U és distributiva sobre T.

(iii) Tenim un dels casos segiients:
(@ T= Tm.

(b) T és estricta i U és representable, i si t és el generador additiu de T satisfent t(e) =1,
llavors % és també un generador multiplicatiu de .

(c) U = <T/,oc,T”, B, (R, €))cosmin i existeix una t-norma estricta T* tal que el seu

generador additiu amb t (f:g) = 1 ¢és també un generador multiplicatiu de R i
T=((B,1,T9).

(d) U={(Re),v, s, s, S”)Cos,max i existeix una t-norma estricta T* tal que el seu genera-
dor additiu amb t (5) =1 és també un generador multiplicatiu de Ri T = ((0,y, T*)).

3.2.3 t-conorma sobre uninorma

A continuaci6 estudiem la distributivitat d’una t-conorma sobre una uninorma. Comencem
amb uns lemes.

Lema 3.2.30 Siguin S una t-conorma i U una uninorma. Si S és distributiva sobre U llavors U és
idempotent i de Umax.

DEMOSTRACIO: Primer vegem que U és idempotent aplicant y =z =0 a (D):
x = S(x,U(0,0)) = U(S(x,0),S(x,0)) = U(x, x).
Ara, suposem que U(0,z) = 0 per qualque 1T > z > e. Llavors obtenim
e = S(e,U(0,2)) = U(S(e,0),S(e, z)) = S(e, z)

Perd com que S és una t-conorma, tenim S(e, z) > z > e, que és una contradiccié. Aleshores
U(0,z) =z per tot z > e i llavors U és de Umax. ]

El lema segiient es pot deduir de I’anterior i resultats a [68]. De tota manera, degut a la
seva simplicitat i per completesa, inclourem aqui la demostracié.



3.2 UNINORMA AMB T-NORMA O T-CONORMA. DISTRIBUTIVITAT CONDICIONAL

Lema 3.2.31 Siguin S una t-conorma i U una uninorma. Si S és distributiva sobre U llavors
S(x,y) = max(x,y) si min(x,y) < e < max(x,y).

DEMOSTRACIO: Agafem x iy satisfent
min(x,y) < e < max(x,y) < S(x,y)

i llavors tenim

max(x,y) = S(max(x,y),0) = S(max(x,y), U(min(x,y),0))
)

= U(S(max(x,y), min(x,y)), S(max(x,y),0)) = U(S(x,y), max(x,y)) = S(x,y),

donat que U és idempotent. Llavors, S(x,y) = max(x,y) per tot (x,y) satisfent min(x,y) <
e < max(x,y). O

Ara tenim el resultat segtient.

Teorema 3.2.32 Sigui S una t-conorma i U una uninorma. S és distributiva sobre U si i només si
S(x,y) = max(x,y) si min(x,y) < e < max(x,y) i U és de Umax 1 idempotent.

DEMOSTRACIO: La necessitat queda demostrada pels lemes 3.2.30 1 3.2.31. La suficiéncia es
demostra a la proposici6 4.2 de [68]. O

Nota 3.2.33 Notem que als lemes anteriors S és de fet una suma ordinal S = ((0,¢,S"), (e, 1,S"))
essent S’ i S" t-conormes qualssevol (continues o no). A la figura 11 es pot veure U'estructura general
de les solucions.

maXx S maXx max

S max min max

Figura 11. t-conorma S (esquerra) distributiva sobre una uninorma U (dreta).

3.2.4 t-norma sobre uninorma

er acabar aquesta seccio, estudiarem la distributivitat d’'una t-norma sobre una uninorma.
P b t , estud la distributivitat d’ t b

En aquest cas les demostracions sén una altra vegada duals de les donades per t-conormes
i obtenim el resultat general segiient sense 1’assumpci6é de continuitat.
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min T min max

Figura 12. t-norma T (esquerra) distributiva sobre una uninorma U (dreta).

Teorema 3.2.34 Siqui T una t-norma i U una uninorma amb element neutre e. Llavors T és
distributiva sobre U si i només si U és idempotent, U és de Umin i T és una suma ordinal de la
forma T = ({0, e, T'), (e, 1,T")).

A la figura 12, es pot observar l'estructura general de les solucions.
A la taula 1 es resumeixen tots els resultats obtinguts en aquesta seccio.

u U t-conorma continua t-norma continua uninorma
1
uninorma teorema 3.2.18 teorema 3.2.29 resolt més endavant
(D) & (CD) (D) & (CD) a la secci6 3.4
t-conorma (D) Uz = Sm (D) Uy =Twm teorema 3.2.32
t-norma (D) Uz = Sm D) Uy =Twm teorema 3.2.34

Taula 1. Resultats de I’equacié de distributivitat de t-normes i t-conormes amb uninormes.

3.3 UNINORMES IDEMPOTENTS

Ja hem comentat que 'equacié de distributivitat ha estat resolta per uninormes de Upi, i de
Umax- El que volem fer en aquest apartat és resoldre-la per uninormes idempotents, i deixar
el cas general (uninormes en qualsevol de les classes conegudes), pel proxim apartat. A la
primera part estudiem 'equacié de distributivitat per a uninormes idempotents en general,
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després per als casos de continuitat lateral, i a la darrera part ens centrem en estudiar la
propietat de modularitat, que en el cas d"uninormes idempotents esta molt relacionada
amb la distributivitat.

3.3.1 Cas general

Dividirem aquest estudi en tres casos, depenent dels elements neutres de les uninormes
U; iUy Esadirelscasose; =ex —=e, e; <ezier<ej.

El primer cas es resol en el segiient teorema on es demostra, en particular, que qualsevol
uninorma idempotent és auto-distributiva.

Teorema 3.3.1 Siguin Uy i U, dues uninormes idempotents amb element neutre e. Aleshores U
és distributiva sobre U, si i només si U = Us.

DEMOSTRACIO: Primer demostrem l'auto-distributivitat. Sigui ara U = U; = U, una
uninorma idempotent, sabem pel teorema 2.2.13 que per a tots x, y € [0, 1]

Ulx,y) € {x,y},
i aleshores:
e SilU(x,y) =x, tenim U(U(x,y),x) = U(x,x) =x = U(x,y).
e SilU(x,y) =y, aleshores U(U(x,y),x) = U(y,x).
Conseqiientment se segueix que
U(U(x,y),x) = Ulx,y).
Aleshores, emprant associativitat, tenim que per a tots x, y iz € [0, 1]:
U(U(x,y), Ulx, z)) = U(U(U(x,y),x),z) = U(U(x,y),z) = U(x, U(y, z)),

per tota uninorma idempotent U.

Reciprocament, vegem que si tenim dues uninormes U; i U, satisfent que U; és distri-
butiva sobre U;, aleshores U; = U,. Per veure-ho, donats ai b ¢ [0, 1], considerem dos
casos:

* Sily(a,b) =D, prenentx =a,y=biz=-ea (D) tenim:
Uq(a,b) = Uj(a,Uz(b,e)) = Uz(Uq(a,b),Uq(a,e)) = Uz(b,a) = Uz(a,b),
i aleshores Uj(a,b) = Uy (a,b).

* Silj(a,b) =a, prenent x =b,y =aiz=-ea (D) tenim, de manera similar al cas
anterior,

Ui (a,b) =U;j(b,a) = U;(b,Uz(a,e)) = Uz (U;s(b,a),Us(b,e)) = Uz(a,b).

Aleshores si e; = e = e, es té que U7 = U,. O

De fet, les uninormes idempotents sén les tiniques uninormes auto-distributives, com es
demostra en el resultat segiient.

Teorema 3.3.2 Una uninorma U € U(e) és auto-distributiva si i només si és idempotent.
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DEMOSTRACIO: Pel resultat anterior, basta veure que si una uninorma és auto-distributiva
aleshores és idempotent. Per aix0 basta aplicar y =z = e en (D)

x = U(x, U(e, e)) = U(U(x, e), U(x, e)) = U(x,x)
i per tant U(x, x) = x per tot x € [0,1] és a dir, U és idempotent. O
Ara anem al cas que e < e;. Comencem amb uns resultats parcials.

Lema 3.3.3 Siguin Uy = (g1, €1)ide | U2 = (92, €2)ide, amb ey < ey. Si Uy és distributiva sobre
U,, gy és constant a U'interval [eq, e>].

DEMOSTRACIO: Suposem que g, no és constant a [eq, e2] i que U és distributiva sobre U,.
Llavors existeixen x i y tals que e; <y < x < ez i g2(x) < g2(y) pel decreixement de g,.
Aleshores considerem z € [0, 1] tal que g2(x) < z < g2(y). Com que g7 i g2 sén decreixents
igi(er) =erigz(ez) = ez, tenim el segiient

g1(x) < g1(y) <er Sy<x<er<g20x) <z<g2(y),
i aleshores pel teorema 2.2.14 tenim

U;(x,y) = max(x,y) =%, Uj(x,z) = max(x,z) =z,
que implica:

Uz (Uy(x,u), Ur(x,2)) = Uz(x,z) = max(x,z) = z.
Per una altra part

Uz(y,z) =min(y,z) =y

Ui (x, Uz(y,2)) = Ui (x,y) = max(x,y) = x.

Aix0 ens duu a una contradiccié amb 1'equacié (D), i conseqiientment, si U; és distributiva
sobre U,, g> ha de ser constant a [e1, e2]. ]

Nota 3.3.4 Que g2 sigui constant a l'interval [eq, ez] vol dir que g2(x) = e per a tot x € [eq, e2].

Proposici6 3.3.5 Siguin Uy = (g1, €1)ide I U2 = (92, €2)ide, amb ey < ez. Si Uy és distributiva
sobre Uy, g1 i g2 satisfan les propietats segiients:

(i) 91(x) < g2(x) per tot x € [0, 11.

(ii) Sig1(x) < g2(x) aleshores x < ez i g2(x) = ey.

DeMosTrRACIO: Dividim la demostracié de (i) en tres casos:

* Quan e; < x < e. En aquest cas el resultat és trivial perque, pel lema anterior,

g1(x) <er <ex=ga(x).
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* Quan x < ej. Suposem que existeix x < e; amb gz(x) < g1(x). Aleshores podem
agafar a i b satisfent g,(x) < a < gj(x) i e1 < b < ez. Com que g7 i g2 sén
decreixents tenim

gi(a)<er <b<er<ga(x)<a<gi(x)

i aleshores

Uj(a,b) =max(a,b) =a, Uj(a,x) =min(a,x) =x

UZ(U] (a,b),U.1 (a/X)) = UZ(GIX) = max(a,x) = a.
Perd també
Us(b,x) = min(b,x) = x,

que implica que U (a, Uz (b,x)) = U (a, x) = x, obtenint una contradiccié6 amb que
U; i U, satisfacin (D).

* Finalment quan x > e;. En aquest cas suposem que existeix x > e; tal que gz(x) <
g1(x) i prenem y i z satisfent g2 (x) <y < g1(x) i e1 < z < e2. Com al cas anterior,
obtenim

Uz (Uq(x,y), Ur(x,2)) = Ua(y,x) =x,
mentre que
U (x, Uz(y,z)) = Ui (x,y) =y,

obtenint de nou una contradiccié.

Llavors (i) queda demostrat.
Per demostrar (ii), suposem x € [0, 1] tal que g1(x) < g2(x) i dividim la demostraci6 en
dos passos:

¢ Primer demostrem que x < e. Suposem contrariament que x > e;, pel lema anterior
sabem que gz(eq) = e2 < x i aleshores

Uz (eq,x) = max(ey,x) = x

d’on deduim que e; > g2(x). Perd ara agafant a € [0, 1] tal que g1(x) < a < g2(x)
tenim la situaci6 segiient:

g1(x) <a<ga(x)<er <ey=grler) <x
que implica:

Uz (Ui (a,er), Uq(a,x)) =Uz(a,x) =a
i també

Uy (a, Uz(er,x)) = Uj(a,x) =x.

Pero aixo és una contradiccié i podem concloure que no existeix cap x > e, amb

g1(x) # g2(x).
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¢ Finalment, demostrem que g2(x) = e;. Pel pas anterior tenim que x < e; i podem
distingir dos casos:

- quan x € [e7, e2], pel lema anterior, ja sabem que g2(x) = e; i aleshores no hi ha
res per demostrar.

— quan x < e1. Suposem que gz(x) > e. Podem agafar y satisfent g, (x) >y >
max(g1(x),e») i aleshores tenim

WUz (Us(x,y), Ur(x,e1)) = Ua(y,x) =x
i també

Ui (x, Uz(y,er)) =Ui(x,y) =y
obtenint contradiccio.

Aleshores necessariament g, (x) = e, per tot x tal que g1(x) < g2(x).

Llavors (ii) queda demostrat. O

Proposici6 3.3.6 Siguin Uy = (g1, €1)ide | U2 = (92, €2)ide, amb ey < ez. Si Uy és distributiva
sobre Uy, g1 1 g2 satisfan la propietat segiient:
Si existeixen x i z satisfent g1(z) = g2(z) =x1ig1(x) = g2(x) = z, llavors U; (x,z) = Uz (x, z).

DeEMosTrACIO: Considerem x 1z € [0, 1] amb:
z=g1(x)=9g20x) i x=g1(z) =g2(2)

i suposem que U (x,z) # Uy(x,z). Clarament, x # z perque U; i U, sén idempotents i
podem suposar x < z, ja que el cas z < x segueix per commutativitat.
Aleshores, suposem x < z i dividim el nostre raonament en tres casos:

* Siz < e;. Aleshores tenim també que x < e; i aleshores g;(x) =z > e; perque g2 és
decreixent. Aixo vol dir que z = e, i llavors x = gz(e2) = ey, que és una contradiccio,
perque x < z.

e Six > eq. Aleshores de manera similar obtenim la contradiccié x = z = ej.

¢ Six < ey < e <z Enaquest cas tenim la situaci6 segiient:
x<er=giler) <ex=g2le1) <z=g1(x)

i distingim entre dos casos:
1. Si Uj(x,z) =z1iU,(x,z) = x obtenim contradiccié perque
Uz (U (x, e1), Uq(x,z)) = Ua(x,z) =x
mentre que
Uq(x, Uz(e1,z)) =Uj(x,z) = z.
2. Si Uy(x,z) = x 1 Uy(x,z) = z. En aquest cas obtenim també una contradiccié
perque
U (z, Ua(x, e1)) = Uq(z,x) =x
pero
Uz (Ug(z,x), Uy (z,e1)) = Uz(x,2) =z

Per tant U, (x,z) = Us(x, z). 0

Les dues proposicions anteriors ens donen condicions necessaries perque U; sigui
distributiva sobre U;, amb U; i U, uninormes idempotents. Demostrem ara que sén
suficients.
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Teorema 3.3.7 Siguin Uy = (g1, €1)ide | U2 = (g2, €2)ide- Si €1 < ey, aleshores Uy és distribu-
tiva sobre U si i només si se satisfan les propietats segiients:

(i) g1(x) < g2(x) peratot x € [0,1].
(ii) Si g1(x) < g2(x) aleshores g2(x) = e2 i x < ey.

(iii) Si existeixen x i z satisfent g1(z) = g2(z) = x i g1(x) = g2(x) = z, aleshores U;(x,z) =
Us(x, z).

En particular, en aquests casos, g, és constantment igual a ey a l'interval [eq, ez].

DEMOsTRACIO: Com ja hem dit, si Uy i U, satisfan 'equaci6 (D), aleshores g7 i g, satisfan
les propietats (i), (ii), (iii), per les proposicions anteriors, de les quals es deriva també que
g2(x) = ey per a tot x € [e1, e2].

Reciprocament, considerem W; = (g71,e1)ige 1 U2 = (g2, €2)ide satisfent (i), (i), (iii).
Demostrarem que U; és distributiva sobre U, distingint quatre casos:

1) Si U (x,y) = Uq(x,z) = x, aleshores:
Uz (Ug(x,y), Ur(x,z)) = Ua(x,x) =x 1 Uj(x,Uz(y,z)) =x

i llavors U i U, satisfan (D).

2) Si U;(x,y) =yilUj(x,2z) =z aleshores tenim:
Uz (Uy(x,y), Us(x,z)) = Ua(y,z) 1ilUj(x,Uz(y,z)) = Uz(y,z),
i en aquest cas també se satisfa (D).
3) SilUj(x,uy) =x1ilUj(x,z) =2z vegem que (D) se satisfa si algun dels valors de x, y, z
coincideixen.
— Si x =y, aleshores
Ug(x, Uz(x,z)) = Uz(x,z)
Uz (Usg(x,x), Us(x,2)) = Uz(x,z),
ja que Uz (x,z) € {x,z}.
— Si x = z, aleshores
U (x,Uz(y,x)) = x
uZ(u] (X/U)/ul (XIX‘)) = uZ(X/X) =X
ja que Uz (y,x) € {x,y}.
- Siy =z, aleshores tenim U (x,z) = U;(x,y) =x =z ise segueix que x =y =z
i es compleix (D) trivialment.

Aleshores, pels casos en que x,y,z soén tots diferents, tindrem les sis possibilitats
segiients, depenent de 'ordre de x, y, z:

@x<y<z (b)x<z<y
Qu<x<z (dy<z<x
e)z<x<y (z<y<x
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(@) Quan x <y < z. Com que U;(x,y) = min(x,y) = x i Uy(x,z) = max(x,z) = z,
tenim

g1(z) <x<y<gilx) <z (3.6)

A més a més, per la propietat (i), g1(z) < g2(z) i tenim les segiients dues
possibilitats:

- g1(2z) < g2(z). En aquest cas, per la propietat (ii), tenim z < ez i g2(z) = e2
i llavors, com que y < z,

U, (XIUZ(yIZ)) =, (le) =X

mentre que
Uz (Ug(x,y), Ui (x,z)) = Uz(x,z) =x
i I'equaci6 (D) és satisfeta.
- g1(z) = g2(z). En aquest cas, tenim a partir de (3.6) que
Uy (x, Uz(y,z) = Ui (x,2) =2
i per una altra part

UZ(U1 (X,y),U] (X/ Z) = uZ(XI Z)'

* Si go(z) < x o0 g2(x) <z, aleshores Uy (x,z) = z.

+ Sig1(z) =9g2(z) =x1g2(x) >z comque g1(x) < z < g2(x), la propietat
(ii) ens assegura que x < ez = g2(x) pero aixo és una contradiccié perque
z<eriga(z)=x<z<es.

* 51 g1(z) = ga2(z) = x1g2(x) =z > g1(x), obtenim una contradiccié
similar.

+ Sig1(z) = g2(z) =x1g2(x) =z = g1(x), aleshores la propietat (iii) ens
diu que Uz (x,z) = U;(x,z) = z.

Conseqiientment la equaci6 (D) també se satisfa.
(b) Quan x < z <y, aquest cas no es pot donar, ja que

Uj(x,y) =x vol dir que y < g1(x)

U (x,z) =z vol dir que z > g1(x)

i per tant, que y < z, que déna una contradiccid.
(c) Enel casen quey < x < z, llavors

U (x,y) =x vol dir que x > g1(y) iy > g1(x)

U;(x,z) =z vol dir que z > g1 (x) ix > g1(2).

- Sig1(z) < g2(z), aleshores g2(z) = ez iz < ey i per tant tenim
y<x<z<e=gz(z)
i llavors obtenim
Uz (Us(x,y), Us(x,2)) = Ua(x,z) = x

i també
Ui (x, Uz(y,z)) = Us(x,y) = x
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- Si g1(z) = g2(z) < g1(x) <y, distingim dos casos:
)

* Sigo(z) <y <x, lavors Us(x,z) =ziUj(x,Uz(y,z)) = U (x,2) =z
+ Si g2(z) =y < x, tindrem que U;(x,z) = z. Ara distingim dos casos
més:

- Sig1(y) = g2(y) aleshores tenim g1 (y) = g2(y) <x < zi
Ui (x, Uz(y,2)) =Ui(x,2) =z

i queda vist aquest cas.

- Sig1(y) < g2(y), aleshores g2(y) = e2 iy < ez. Si suposem z <
e; = g2(y), tenim y = g2(z) > ez, que és una contradiccié. Aixi,
necessariament tenim z > e, i aleshores

U] (X/ UZ (U/ Z)) = U] (X/ Z) =z
(d) Elcas en que y < z < x, tampoc es pot donar, ja que
U;(x,y) = x vol dir que g1(x) <y

Uj(x,z) =z vol dir que z > g1(x)

i per tant, que z <y, que déna una contradiccio.
(e) Siz < x <y, aleshores

Ui (x,y) =x vol dir que x < g1(y) iy < g1(x)
per tant, tenim les desigualtats segiients, emprant la propietat (i):

z<x<01(y) <9g20y)

que implica
U (x, Uz(y,2)) = Ui (x,2) =z

1 també
z<x<y<gilx) <gz(x)

que vol dir
Uz (Uq(x,y), Ui (x,z)) = Uz(x,z) = z.

(f) Siz <y < x, aleshores
U (x,z) =z vol dir que z < g1(x) i x < g1(2),
emprant la condicié (i), tenim
Yy <x < g1(z) < 92(2)

i per tant
U] (X/ uZ (U/ Z)) — u1 (X/ Z) =z

i ara haurem de calcular
Uz (Uy (x,y), Uy (x,2)) = Ua(x, z).

- Si g1(z) < g2(z), aleshores x < g2(z) i per tant U, (x,z) = min(x,z) = z.
- Sigy(x) < ga2(x), Havors z < g2(x) 1 Uz (x,2z) = min(x,z) = z.
- Six < g1(z) = g2(z), aleshores U, (x,z) = min(x,z) = z.
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- Siz < g1(x) = g2(x), aleshores U (x,z) = min(x,z) = z.
- Siz=g1(x) =92(x)ix = g1(z) = g2(z), aleshores emprant la condici6 (iii),
Us(x,z) = U (x,z) =z
Aleshores U;(x,z) = z en tots els casos, i (D) se satisfa.

4) SilUj(x,y) =yilUj(x, z) =x, és el mateix cas que l'anterior, canviant z per y iy per
z.

Per tant podem concloure que U; és distributiva sobre U, si se satisfan les propietats

(1)-(1i)-(iii). O
Exemple 3.3.8 Considerem les funcions g1 i gz definides per:

T1—x six<0250x>0.75
0.25 six € [0.25,0.75]

g1(x) =

T—x six<0.250x>0.75
92x) =405  sixe[0.25,0.5]
0.25 six €]0.5,0.75]

i siguin Uy = (g1, e1)ide | U2 = (g2, €2)ide, generades a partir de g1 i g2 com segueix:

min(x,y) siy<gij(x)o(gi(x)=yix<0.250x>0.75)
U (x,y) =

max(x,y) altrament

min(x,y) siy<ga(x)o(g2(x)=yix>050x<0.75)
Uz (x,y) =
max(x,y) altrament

Tenim que ey = 0.25 i e; = 0.5 1 és facil veure que Uy i U, satisfan les propietats (i) i (ii) del
teorema. Empero, no satisfan la condicié (iii), ja que, per x = 0.125 i z = 0.875 tenim:

91(z) = 92(z) =x=0.125, z=g1(x) = g2(x) = 0.875,
mentre que
U4(0.125,0.875) = min(x,z) = 0.125, U,(0.125,0.875) = max(x, z) = 0.875.

Consegiientment, Uy i U, ens donen un exemple d’uninormes en que Uy no és distributiva sobre de
Uy, de fet tenim

Uy (0.875,U,(0.125,0.25)) = U;(0.875,0.125) = 0.125
i per l'altra banda
U, (U4 (0.875,0.125), U4 (0.875,0.125)) = U,(0.125,0.875) = 0.875.

Les funcions g1 i g2 d’aquest exemple es poden observar a la figura 13.

Notem que només canviant U, (x,y) de manera que Uz (x,y) = min(x,y) quan y = ga(x) 1
x < 0.25 0 x > 0.75, llavors Uy seria distributiva sobre U,, (o canviant Uy (x,y) de manera que
U; (x,y) = max(x,y) en tots aquests punts).
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Figura 13. Funcions g1 (esquerra) i g (dreta) associades a U; i U, de I'exemple 3.3.8.

Per acabar, queda el cas en que e, < e7. Aquest cas es pot derivar de I'anterior per
dualitat, com veurem a continuacio.

Teorema 3.3.9 Siguin Uy = (g1, e1)ide I U2 = (g2, €2)ide- Si €1 > €2, aleshores Uy és distribu-
tiva sobre U si i només si se satisfan les propietats segiients:

(i) g2(x) < g1(x) per atot x € [0,1].
(ii) Siga(x) < g1(x) llavors g2(x) = ez ix > ey.

(iii) Si existeixen x i z satisfent g1(z) = g2(z) = x i g1(x) = g2(x) = z, aleshores U;(x,z) =
U, (%, z).

En particular, en aquests casos, g, és constantment igual a e a l'interval ez, eq].

DEMosTRACIO: Considerem les uninormes duals respecte de N: L~11,N i ﬁle (definici6
2.2.32). Sabem pel teorema 2.2.34 que sén uninormes idempotents amb elements neutres
e1 = N(e)iey = N(ez). Siguin g7 i g2 les corresponents funcions associades a th,N i
ﬂer. Sabem que gi(x) = N(gi(N(x))) perai=1,2. Ara, com que U; és distributiva sobre
Uy, pel lema 3.1.7, fh,N és distributiva sobre ﬁle.

Aleshores, com que € < €,, podem aplicar el teorema anterior i obtenim que U; i U,
satisfan (D) si i només ho fan ﬂ],N i ﬂle, és a dir, si i només si es verifica:

(i) g1(t) < g2(t) peratott € [0,1].

(ii) Sigi(t) < g2(t) llavors g2(t) =ex it < es.

(iii) Si existeixen t i v satisfent g7(v) = g2(v) =tigi(t) = g2(t) =v, llavors ﬂ],N (t,v) =
uZ,N (t,\)).

I emprant les igualtats gi(t) = N(gi(N(t))) i & = N(e;), obtenim que U; és distributiva
sobre U, siinomés si

(1) N(g1(N(t))) < N(g2(N(t))) peratott e [0,1].
(i) SiN(g1(N(t))) < N(g2(N(t))) llavors N(g2(N(t))) = N(ez) it < N(ez).
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(iii) Si existeixen t i v que satisfan N(g1(N(v))) = N(g2(N(v))) =t i a la vegada també
N(g1(N(t))) = N(g2(N(t))) =v, llavors és compleix la igualtat N(U; (N(t), N(v))) =
N(U2(N(t), N(v))).

Tot aix0 és equivalent a
(i) g1(N(t)) > g2(N(t)) peratot t € [0,1],
(i1) Si g1(N(t)) > g2(N(t)) lavors g2(N(t)) = e2 i N(t) > ez

N( Jig1(N(t)) = g2
= Uz2(N(t), N(v)).

Ara, com que el rang de t i de v és [0, 1], fent el canvi x = N(t) i z = N(v), s’obté el
resultat. O

(iii) Si existeixen tiv satisfent g1 (N(v)) = g2(N(v)) =
aleshores es compleix la igualtat U7 (N(t), N(v))

Finalment, acabem aquesta part amb el problema dels parells distributius. Emprant els
teoremes anteriors, tenim el resultat segtient.

Teorema 3.3.10 Siguin Uy = (g1, €1)ide | U2 = (g2, €2)ide, amb ez < ey. Aleshores (Uq,U;)
és un parell distributiu si i només si se satisfan les propietats segiients:

(i) g2 és constant a [ez, e1], és a dir, g2(x) = ez per tot x € [e2, eq].
(ii) g1 és constant a [ez,e1], és a dir, g1(x) = ej per tot x € [ez, e1].
(iii) g1(x) = g2(x) per tot x € [0, 1]\[e2, e1].
(iv) Si existeixen x i z satisfent g1(z) = g2(z) = x 1 g1(x) = g2(x) = z, llavors U;(x,z) =
U, (x,z).
DEMOsTRACIO: Una aplicacié successiva dels teoremes 3.3.7 i 3.3.9 demostra el resultat. En
efecte, si Uy és distributiva sobre U,, aleshores
* g2(x) < gi1(x) peratotx e [0,1].
® Sigo(x) < gi(x) aleshores gr(x) =exix > ey

e Si existeixen x i z satisfent g1(z) = g2(z) = x1i g1(x) = g2(x) = z, aleshores U;(x,z) =
Uz(X, Z).

Igualment, si U, és distributiva sobre U;, en aquest cas e, < eq, i per tant haurem d’aplicar
el teorema 3.3.7, és a dir

* g2(x) < gi1(x) peratotx e [0,1].
® Sigo(x) < gi(x)llavors g1(x) =e1 ix < eg.

e Si existeixen x i z satisfent g1(z) = g2(z) = x1i g1(x) = g2(x) = z, aleshores U;(x,z) =
Us(x,z).

d’aquestes propietats anteriors, tenim trivialment els dos primers punts, ja que gz(ez) =
e; < ey =gi(er) < gi(ez)ialeshores gi(ez) = ey i podem escriure que

g2(er) < gz2(e2) =ex2 < ey =gi(er)

i per tant gx(e1) = ez. Ara, si x € [0,1]\ [e2,e1] i g2(x) < g1(x) tindriem contradicci6,
perque voldria dir que x < e7 i x > e;. Llavors g1(x) = g2(x) per tot x € [0, 1]\ [e2, e1]. La
darrera propietat es desprén directament. O
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Vegem ara un exemple de familia de parells distributius d"uninormes idempotents.

Exemple 3.3.11 Considerem 0 < e, < ey < 1, llavors construim el segiient parell distributiu
d’uninormes idempotents com segueix. Primer donem les funcions associades

e1—1 . er — 1 :
x+1 six<ey x+1 six<ey
e €2
91(x) = e six € [ez,eq] 92(x) = e six € [es, eq]
© (x—1) Si X > eq © (x—1) Si X > eq
er — 1 e; — 1

i les uninormes definides per:

min(x,y) siy < gi(x)

U1 (X/y) =
max(x,y) altrament.
min(x,y) siy < ga(x)
Uz(x,y) = { min(x,y) sig(x)=yi(x<erox>ej)

max(x,y) altrament.

Aleshores (Uy, Uy) és un parell distributiu perque satisfa les propietats del teorema. Les funcions
g1 i g2 d’aquest exemple es poden veure en la figura 14.

Figura 14. Funcions g1 (esquerra) i g, (dreta) associades a les uninormes de 1’exemple 3.3.11 que
formen un parell distributiu.
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t ? (91, €1)ide U, distributiva sobre U, (U, Uy) parell distributiu
Uz = (92, €2)ide
o — e U =U; U =uU;
1= 2 (teorema 3.3.1) (teorema 3.3.1)
e1 <ey teorema 3.3.7 -
e <eq teorema 3.3.9 teorema 3.3.10

Taula 2. Resultats de la distributivitat i parells distributius per a uninormes idempotents.

En la taula 2 es pot observar un resum de les solucions de (D) i dels parells distributius
per a uninormes idempotents.

3.3.2 Casos de continuitat lateral

A continuaci6 estudiem els casos especials d"uninormes idempotents continues per l'es-
querra i continues per la dreta, que tenen uns resultats més simples.

Corollari 3.3.12 Siguin Uy = (g1, e1)ide | U2 = (92, €2)ide, amb €1 < ey. Si U, és continua
per la dreta, aleshores U és distributiva sobre U, si i només si Uy = Ty.

DEMOSTRACIO: Sabem, per la proposicié 3.1.5 que qualsevol uninorma idempotent és
distributiva sobre la uninorma minim.
Reciprocament, com que U; és continua per la dreta, sabem que (vegeu 2.2.19)

92(y) <x & g2(x) <y pertotsx, y € [ga(1),1].

El lema 3.3.3 ens diu que g, és constant a [ey,e2], i que gz(e;) = e,. Aleshores, si
g1(1) = g2(1) tenim:

g2(1) =g1(1) < gi1ler) =er i g2(1) < gz2(e2) = ez,
i emprant la condici6 anterior, com que e, e2 € [g2(1), 1], tenim
g2(e1) <ex2 & ga(ez) =ex2 < e

que és una contradiccid. Conseqiientment g1 (1) < g2(1), pero aleshores tenim g(1) = ey i
1 < e per la proposici6 3.3.5. Llavors e; = 11 aixo implica que U, = Ty. O

Corollari 3.3.13 Siguin Uy = (g1, e1)ide | U2 = (92, €2)ide, amb e1 < e3. Si U, és continua
per l'esquerra i Uy és continua per la dreta, llavors Uy és distributiva sobre Uy si i només si

* g1(x) < ga(x) pertot x € [0,1], i

e; six<ey .
= (és a dir, Uy € Umax)-

0 six>en

* g2(x) =
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DEmMosTRACIO: Si U; i U; satisfan (D) ja sabem que g1(x) < g2(x). Per demostrar 1’altra
condicid, distingim quatre casos:

* Sig1(0) < g2(0), aleshores per la proposici6 3.3.5 tenim que g2(0) = e, i com que U,
és continua per 1'esquerra, el teorema 2.2.16 directament demostra que:

er six<er
g2(x) =
0 six>er

* 5ig1(0) =g2(0) = ey, el teorema 2.2.16 una altra vegada demostra el resultat.

* Sie; < g1(0) = g2(0) < 1, sabem que per tot x € (g2(0),1], g2(x) = 0 perque g2
és continua per 'esquerra. Com que g7(x) < g2(x), també tenim g7(x) = 0 per tot
x € (g1(0),1]. Pero, si g1 és continua per la dreta, g1(g1(0)) = 0icom que g1(0) > ey,
tenim g2(g1(0)) = g1(g1(0)) = 0 per la condici6 (ii) de la proposicié 3.3.5. Aleshores,
agafant x =01z = g1(0) tenim la situaci6 segiient:

Ui (x,z) = U1 (0, 91(0)) = max(0,91(0)) = g1(0)

Uz (x,z) = Uz(0, 91(0)) = min(0, g1(0)) =0.
Es a dir, U7(0,971(0)) = g1(0) > e2 > 0 = U,(0,g7(0)), i aixd és una contradiccié amb
la condici6 (iii) del teorema 3.3.7 i llavors aquesta possibilitat no pot passar.

* Sie; < g1(0) = g2(0) =1 tenim que g2(1) = g1(1) aplicant la condici6 (ii) en el
teorema 3.3.7.

Suposem que g(1) = g1(1) > 0, llavors tenim, emprant que U; és continua per la
dreta, g1(x) = 1 per tot x € [0,g1(1)[, i com que g1(x) < g2(x), g2(x) = g1(x) =1
per tot x € [0, g1(1)[. Com que U, és continua per 1'esquerra, g2(g2(1)) > 11 per tant
92(91(1)) = 92(92(1)) = 1. Si g1(91(1)) < 92(91(1)), tenim per la condici6 (ii) que
92(91(1)) = e2 <1, llavors g1(g1(1)) = g2(g:1(1)) = 1.

Ara agafem x = g1(1)iz =11 tenim que g1(x) = g2(x) =z1ig1(z) = g2(z) = g1 (1),
pero la condici6 (iii) del teorema 3.3.7 no se satisfa perque:

Uz(1,91(1)) =min(1,g1(1)) = g1(1) < e2 <1
mentre que
Ui (1,91(1)) = max(1,g1(1)) = 1.

Per una altra banda, si g1(1) = g2(1) = 0 com que g1(0) = g2(0) = 1, obtenim també
una contradiccié amb la condici6 (iii) del teorema 3.3.7 perque:

U;(1,0) =max(1,0) =1 # Uy(1,0) = min(1,0) =0

Aleshores aquest cas no és possible.

Llavors 1tnica possibilitat és que
er six<er
92(x) =
0 six>ey

o equivalentment, que U, € Upax.
Reciprocament, vegem que les condicions (i), (ii), (iii) del teorema se satisfan:
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(i) g1(x) < gz2(x) per tot x € [0, 1] és una condicié.

(if) Si g1(x) < g2(x), com que gz(x) # O tenim que x < ey i que gz(x) = e, per la
definicié de g5.

(iif) Vegem que en aquest cas no existeixen x i z tals que g1(x) = g2(x) = z1i g1(z) =
g2(z) = x. Com que g2(x) € {0, e2}, I'tnica possibilitat aqui seria x =0 iz = e,. Pero
llavors hauria de ser g1(0) = g2(0) = ez i g1(e2) = g2(e2) = 0 que no és cert, perque
g2(e2) =ex >ey = 0. O

Corollari 3.3.14 Siguin U; = (g1, €1)ide I U2 = (92, €2)ide, amb e1 < e2. Si ambdues Uy i U,
son continues per I’esquerra, aleshores Uy és distributiva sobre U, si i només si

* g1(x) < g2(x) per tot x € [0, 1],

® sigq(x) < ga(x)llavors g2(x) = ez ix < ey

DEMOSTRACIO: Només necessitem provar que quan U; i U, sén continues per 'esquerra,
aleshores la condici6 (iii) del teorema 3.3.7 se satisfa sempre. Suposem que existeixen x i z
satisfent:

x = 91(2z) = 92(2) < g1(0), 92(0)
z=g1(x) = 92(x) < 91(0), 92(0)

Llavors, per definici6 d"uninormes continues per I'esquerra, tenim que:
U (x,z) = Uz(x,z) = min(x, z),

i per tant la condici6 (iii) del teorema 3.3.7 se satisfa per uninormes idempotents U; i U,
continues per 1'esquerra. O

Exemple 3.3.15 Considerem les funcions segiients:

0.75—x six €1[0,0.25]U]0.5,0.75]
0.65—x six €]0.25,0.4]
g1(x) =
0.25 si x €]0.4,0.5]
0 six €10.75,1]
0.75—x six €1[0,0.25]U]0.5,0.75]
0.4 si x €]0.25,0.4]
g2(x) =
0.25 six €]0.4,0.5]
0 six €10.75,1]

Tenim que els punts fixos sén ey = 0.325 i e; = 0.4. Llavors, pel corollari anterior, agafant Uy i
U, les uninormes continues per I’esquerra amb gy i g2 les funcions associades respectives, tenim
que satisfan (D). Les funcions g1 i g2 es poden observar a la figura 15.

Siguin ara U; = (g1, €1)ide 1 U2 = (g2, €2)ide, amb e, < eq. La dualitat canvia continuitat
per I'esquerra en continuitat per la dreta i reciprocament, els corollaris segiients segueixen
trivialment.
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0.4 ‘ 04L& o
0.325|- 0.325|- ;
0.25 0.25
1 1
0.325 0.4 0.325 0.4

Figura 15. Funcions g7 i g, corresponents a uninormes continues per 1’'esquerra que satisfan
I'equacié (D).

Corollari 3.3.16 Siguin Uy = (g1, €1)ide I U2 = (92, €2)ide, amb ez < ey. Si Uy és continua
per 'esquerra, aleshores Uy és distributiva sobre U, si i només si Uy = Sy.

Corollari 3.3.17 Siguin Uy = (g1, e1)ide | U2 = (92, €2)ide, amb €2 < ey. Si U, és continua
per la dreta, i Uy és continua per 'esquerra, aleshores U1 és distributiva sobre U, si i només si

1 [ X <

. go(x) = SIS s adir, Us € Upnin).
e Ssix>=en

* g2(x) < gi1(x) per tot x € [0,1].

Corollari 3.3.18 Siguin Uy = (g1, €1)ide I U2 = (g2, €2)ide, amb ez < ey. Si ambdues Uy i U,
son continues per la dreta, aleshores Uy és distributiva sobre U; si i només si

° QZ(X) < g1(x) per tot x € [0, 1]
* Sigy(x) < g1(x) llavors gz(x) = ez ix > ea.

Exemple 3.3.19 Considerem les funcions segiients:

1 si0<x<0.25

1.25—x 1025 <x<0500.75<x«1
g1(x) =

0.75 si0.b<x<0.6

1.35—x 106 <x<0.75

1 si0<x<0.25

1.25—x si0.25<x<0500.75<x<1
g2(x) =

0.75 si0.5<x<0.6

0.6 si 0.6 <x < 0.75

Tenim que els punts fixos sén e; = 0.675 i e; = 0.6. Llavors, pel corollari anterior, agafant Uy i
U, les uninormes continues per la dreta amb gy i g2 les funcions associades respectives, tenim que
satisfan (D). Les funcions g1 i g2 es poden observar a la figura 15. Les uninormes Uy i U, son les
N-duals de les de I'exemple 3.3.15 per a N(x) =1 —x.
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0.75 0.75 \—@
06 F o 06 F o
05 -\ 05 -\
0.25 0.25
| | | | | | | |
025 0.5 0.6 0.75 025 0.5 0.6 0.75

Figura 16. Funcions g; i g, corresponents a uninormes continues per la dreta que satisfan 1’equacié
(D).

Per acabar, estudiem els casos de parells distributius (U7, U,) quan U; i U, tenen algun
tipus de continuitat lateral.

Corolari 3.3.20 Siguin Uy = (g1,e1)ide I Uz = (g2, €2)ide, continues per 'esquerra amb
ey < ep. Aleshores (Uy,Uy) és un parell distributiu si i només si Uy = Sy i Uz € Umax.

Corollari 3.3.21 Siguin Uy = (g1, e1)ide continua per l'esquerra, i Uy = (g2, €2)ide continua
per la dreta amb ey < ej. Aleshores (Uy,Uy) és un parell distributiu si i només si Uy = Sm i
U; = Tm.

Corollari 3.3.22 Siguin Uy = (g1, e1)ide continua per la dreta, i Uy = (g2, €2)ide cOntinua
per l'esquerra ey < ey. Aleshores (Uy,Uy) és un parell distributiu si i només si Uy € Upin 1
Uy, = mino bé Uy =Sm iUy € Umnax.

Corolari 3.3.23 Siguin Uy = (g1, €1)ide I U2 = (g2, €2)ide, continues per la dreta amb e < e;.
Aleshores (Uy,Uyz) és un parell distributiu si i només si Uy € Upin i Uy = T

Nota 3.3.24 Com es pot desprendre dels corollaris anteriors, un parell distributiu d'uninormes
idempotents amb algun tipus de continuitat implica directament que una d’elles sigui la t-norma
minim o la t-conorma maxim.

A continuaci6 incloem les taules de resum dels resultats de I'equaci6 (D), per a uninormes
idempotents amb algun tipus de continuitat. La taula 3 resumeix les solucions de les
uninormes U i Uy, quan Uy = (g1, e1)ige és distributiva sobre U, = (g2, €2)ide, amb ey <
e2. La taula 4 és per al cas en que U; = (g1, e1)iqe sigui distributiva sobre U, = (g2, €2)ide
quan e; < e7. En la taula 5 posem de les solucions per a parells distributius d"uninormes
idempotents (U7, U;), on es compleix e < e;.

3.3.3 Parells distributius i modularitat

Ara estudiem la modularitat per a uninormes idempotents, esta molt relacionada amb la
distributivitat.

Definici6 3.3.25 Siguin Uy = (g1, €1)ide | U2 = (92, €2)ide- Direm que Uy és modular respecte
de U, si

Ug(x, Uzx(y,z)) = Uz (Uq(x,y),z) peratots z < x. M)
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Uy = (g2, €2)ide
Uq = (g1, e1)ide

continua per l'esquerra

continua per la dreta

continua per 'esquerra

corollari 3.3.14

continua per la dreta

corollari 3.3.13

U =Tm
(corollari 3.3.12)

Taula 3. Resultats de la distributivitat, quan les uninormes tenen algun tipus de continuitat lateral, i

e < ep.

Uz = (g2, €2)ide
U = (g1, e1)ide

continua per la dreta

continua per l'esquerra

continua per la dreta

corollari 3.3.18

continua per l'esquerra

corollari 3.3.17

U, = Sm
(corollari 3.3.16)

Taula 4. Resultats de la distributivitat, quan les uninormes tenen algun tipus de continuitat lateral, i

ey <ey.

Uz = (g2, €2)ide
U = (g1, €1)ide

continua per la dreta

continua per l’esquerra

continua per la dreta

U1 S umm i Uz :TM

U] c uminiUz :TM
ul :SMiUZ S umax

continua per l'esquerra

U =Smily, =Tm

U] = SMiuZ € umax

Taula 5. Resultats dels parells distributius, quan les uninormes tenen algun tipus de continuitat

lateral.
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Ara resoldrem 'equacié funcional (M). Primer vegem la relacié que ha d’existir necessa-
riament entre els elements neutres.

Proposici6 3.3.26 Siguin U; = (g1, e1)ide | U2 = (92, €2)ide tals que Uy és modular respecte de
Uy. Llavors e1 > ey ien el cas en que e = ey, es té que Uy = U,.

DEMOSTRACIO: Suposem que e; < e, aleshores posant e1 =y =z < x = ez a (M),
tindrem:
U (e2, Uz(eq, e1)) = Uz (U (ez,e1),e1)

és a dir, Uj(ez,e1) = Uz(ez,e1) = eq, per ser U, idempotent. Perd també tenim que
Uj(ez, e1) = ez, arribant a e; = ey, que és una contradiccié6 amb el que haviem suposat,
e < ez.

Vegem ara el cas en que e; = e; = e. Posant y = e a (M) tenim:

U, (X/ uZ(e/ Z)) = UZ(U1 (X/ e)/Z)

per a tot z < x, és a dir, Uy (x,z) = Uz(x,z) per a tot x < z. Per commutativitat tenim que
u; = U,. L]

Aquest darrer resultat es pot generalitzar per a qualsevol tipus d"uninormes.

Teorema 3.3.27 Siguin U; i U, dues uninormes amb elements neutres e1 i e. Si e1 = ez = e,
Uy és modular respecte de U si i només si Uy = Uj.

DEMOSTRACIO: Basta reproduir la demostracié anterior, per a uninormes qualssevol. [

Ara estudiem el cas en que e; < ej. Tenim els segiients resultats de necessitat en funcié
de g7 i g2.

Proposici6 3.3.28 Siguin Uy = (g1, €1)ide I U2 = (g2, €2)ide, amb ex < ey. Si Uy és modular
respecte de Uy, llavors
g2(x) < g1(x) per a tot x € [0,1].

DEMOSTRACIO: Suposem que existeix x tal que e; < x i que g1(x) < g2(x). Llavors existeix
z que compleix la condicié segtient:

g1(x) <z<ga2(x) <ex<er <x

ja que g2(x) < e per ser g, decreixent.
També podem dir que z < g2(x) < g2(e71) de nou pel decreixement de g,. Emprant la
caracteritzacié d’uninormes idempotents, podem afirmar que:

Ui (x, Uz (er,z)) = U (x, min(e, z)) = Ui (x,z) = max(x,z) =x,
pero per altra part
Uz (Ui (x, e1),z) = Uz(x,z) = min(x,z) = z,

amb el que arribem a que no es compliria I'equacié (M).
Si suposem ara que existeix x < e tal que g7(x) < g2(x), s’arriba a contradiccié de
forma similar. O

Proposici6 3.3.29 Siguin U = (g1, €1)ide | U2 = (92, €2)ide, amb ez < eq. Si Uy és modular
respecte de U, aleshores
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(i) g2(x) = ez pera tot x € [ez,e1].
(ii) g1(x) = ey peratot x € [ep, e1].

DEMOSTRACIO: Demostrarem només (i) ja que (ii) es fa de forma similar. Suposem, pel
contrari, que existeix y € [e2, e] tal que g2(y) < e;. Llavors existeixen x, z complint que:
g2(y) <z< x < ey, itenim:

Ui (x, Uz(y,z)) = U1 (x,y) = min(x,y) = x,

jaquex <y < ey.
I per altra part tenim que:

U (Ug(x,y),z) = Usz(x,z) =min(x,z) =z

perque z < x < e3.
Pero aixo vol dir que no es compleix I'equacié (M), arribant a contradiccié. O

Proposici6 3.3.30 Siguin Uy = (g1,e1)ide I U2 = (92, €2)ide amb €2 < ey. Si Uy és modular
respecte de U, aleshores

(i) g2(x) = g1(x) per a tot x > ey,
(ii) g2(x) = g1(x) per a tot x < e;.

DEMOSTRACIO: Vegem primer (i). Suposem que existeix x tal que e; < x i g1(x) > g2(x)
(sabem per la proposicié 3.3.28 que g2(x) < g1(x)). Vegem que arribem a contradiccié
distingint els casos segiients:

* Sigq(x) < ey, llavors existeix z amb g>(x) <z < g1(x) < ey < ey < x, i tenim:
Uy (x,Uz(ez,z)) = Uy (x,z) =min(x,z) =z,
i per altra part:
U, (Uq(x,e2),z)) = Uz(x,z) = max(x,z) = x,

ja que per la proposicié anterior gi(e2) = ey, que és menor que x. Aixo significa que
(Uy, Uz) no compleixen 'equacié (M).

* Si g1(x) > ey, llavors existeix z tal que e < z < x, i tenim:
U (x,Us(ez,z)) = Uj(x,z) = max(x,z) =x,
ja que g1(x) < ey < z. En canvi,
Uz (Us(x, e2),2)) = Uz(ez, z) =z,
perque ey < g1(x). Es a dir, (U7, U,) no compleixen 1’'equacié (M).
Respecte I'apartat (ii) dividim la demostracié en alguns passos:

* Vegem primer que g(x) > e per a tot x < e,. Suposem que existeix x < e; tal
que gz(x) < ej, aleshores podem prendre z tal que e; < g2(x) < z < e7. Tenim
que g2(z) = ez per la proposicié anterior, per tant, per per un costat x < g2(z),
és a dir U, (x,z) = min(x,z) = x, pero per l'altre z > g(x), el que vol dir que
Uz (%, z) = max(x,z) = z, amb el que arribem a contradiccié. Es a dir, g2(x) > e; per
a tot x < ej.
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* Vegem ara que g;(x) = g1(x) per a tot x < e,. Suposem que existeix x < e tal que
g2(x) < g1(x). Pel pas anterior, e; < g2(x) i per tant, existeix z tal que:

x<ey<er <g2(x)<z<gi(x),
amb el que tenim:

Ui (z, Uz(ez,x)) = U (z,x) =x
i per altra part:

Uz (Ui (z e2),x)) = Ua(z,x) =z

perque gi(e2) = ey < z. Amb aix0 arribem de nou a contradicci6, ja que U; no seria
modular respecte de U,. O

Proposici6 3.3.31 Siguin Uy = (g1, e1)ide | U2 = (g2, €2)ide amb ez < ey, amb WUy modular
respecte de U;. Aleshores, si existeixen x, z tals que g1(z) = g2(z) =x i g1(x) = g2(x) =z és
necessari que Uy (x, z) = Uz(x,z).

DEMOSTRACIO: Suposem que existeixen x i z tals que satisfan: g1(z) = g2(z) =xig1(x) =
g2(x) = z. Podem suposar a més, sense perdua de generalitat, que z < x, ja que si z =,
tindriem que g1(x) = g2(x) = x i aix0 voldria dir que e; = e, i aix0 és una contradiccid.

Tenim que z < ey, ja que si z > e, tindriem que g2(z) = x < ez < z, que contradiu el
que hem suposat.

També tenim que x > eq, ja que si x < ey aleshores g1(x) =z > e; > x, que contradiu
que z < X.

Tenim aleshores que z < e; < e7 < x i llavors existeix y tal que:

z<ex=02(y) <y<er =gi(y) <x
i per un costat tenim:
Ui (x, Uz(y, z)) = Ui (x,2)
i per l'altre:
Uz (Us(x,y),2)) = Uz(x,z)
i si se satisfa I'equaci6 (M) aleshores necessariament U; (x,z) = U;(x, z). O

Amb els resultats anteriors podem establir ja la caracteritzaci6 dels parells (U, U;)
verificant que U7 és modular respecte de U,.

Teorema 3.3.32 Siguin Uy = (g1, e1)ide I U2 = (g2, €2)ide dues uninormes idempotents amb
ez < ej. Llavors Uy és modular respecte de U, si i només si:

(i) g1(x) = ey peratotx € [ez,eq].
(ii) g2(x) = ey pera tot x € [ez, eq].
(iii) g2(x) = g1(x) per a tot x € [0, 1]\[e2, e1].

(iv) Si existeixen x,z tals que g1(x) = g2(x) = z i g1(z) = g2(z) = x aleshores U;(x,z) =
Us(x, z).
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DEMOSTRACIO: La necessitat queda demostrada a partir dels resultats anteriors.

La suficiencia la demostrarem fent casos. Suposem x,y, z de manera que z < x, demos-
trarem que si U; i U, sén uninormes idempotents que satisfan les propietats anteriors,
aleshores

U (x, Uz(y,z)) = Uz (U (x,y),2).

Primer farem els casos en que x, y, z siguin tots diferents.
e SilUy(y,z) =yilUy(x,y) =y, aleshores
U.] (X/ uZ(yIZ)) = U] (le) =y= UZ(UIZ) = UZ(U1 (XIU)IZ)-

e SilUy(y,z) =yilUj(x,y) = x, llavors
u] (X,UZ(U/Z)) ZU] (XIU) =X

i per I’altra banda tenim
Uz (Uq(x,y),2) = Uz(x, 2)
per tant, hem de calcular U;(x, z). Distingirem casos:

1. Siy <z < x. Com que Uj(x,y) =x = max(x,y), aixo vol dir que g1(x) <y < z,
icom que g2(x) < g1(x) per a tot x, tindrem que g, (x) < ziper tant U (x,z) =x,
com voliem veure.

2. Siz <y < x. A partir de U;(y,z) =y, es pot deduir que g2(z) <y < x, i per
tant Uy (x,z) = x.

3. Siz < x <y. A partir de que U;(y, z) =y, podem deduir que g2(y) <z<x<vy,
i per tant y > e,. Ara distingim dos casos

- Siy < ey, aleshores e <y < ey, ipertant g2(y) = ez, ésadire; <z <
x <y < ey, illavors g2(z) = e < x. Aixo implicara U, (x,z) = x.

- Siy > e; > ey, tenim que g1(y) = g2(y). Perod tenim per una banda, com
que U;(x,y) =x,x < g1(y) i

z<x<0g1(y) =9g2(v),

per l'altra
z > g2(y)

que déna una contradicci, per tant aquest cas no se pot donar.
e SilUy(y,z) =z1iU;(x,y) =y, aleshores
Ui (x, Uz(y, 2)) = Ui (x, 2)

i per una altra banda
Uz (Uq(x,y),2z) = Uz(y,z) =z,
per tant, hem de calcular U (x,z). Tornem a considerar els casos segiients:
1. Siy < z < x. De Uz(y,z) = z, podem deduir que z > y > g2(z) i, per tant,
e < z. De Uj(x,y) =y, es pot deduir igualment que y < x < g1(y) i aleshores
Yy < ej. A continuaci6 distingim casos:
- Siz < eq, aleshores e; < z < ej i per tant, per la propietat que compleix g,
g2(z) = ey i aleshores y > e, i també g;(y) = ej, i tenim la segiient serie
de desigualtats:

e2<y<z<x<e =gy =gi(x)

i per tant U, (x,z) = z.
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- Siz > ey, tindrem que g1(z) = g2(z), i també g;(x) = g2(x), ja que x >z >
e1 i aleshores
Yy <g1(x) =02(x) < e
i per tant y < e,. Si ara y = ey, tindriem que x < gi(e2) = ey, perd
aix0 donaria una contradicci6, aleshores y < e, i per tant g1 (y) = g2(y).
Arribem també a contradiccié, perque z > g>(y) i per l'altra banda z < x <
g1(y) = g2(y), i aleshores aquest cas no es pot donar.
2. Siz <y < x. A partir de que U;(x,y) = y = min(x,y), es pot deduir que
z <y < g1(x) ipertant Uy (x,z) =z.
3. Siz <x <y.Com que U;(y,z) =z =min(y,z), tindrem x <y < g2(z) < g1(2),
i aixo voldra dir que U, (x,z) = z.

e Si Uzx(y,z) = z1i Uj(x,y) = x, tindrem U;(x,Uz(y,z)) = U;(x,z), mentre que
Uz (U (x,v),z) = Uz(x,z) i per tant, haurem de veure si Uj(x,z) = Uz(x,z). Dis-
tingim de nou els casos segiients:

- Siy <z < x. Com que Uz(y,z) = z, es pot concloure que x >y > g2(z) i
U;(x,z) = x. De manera similar, de Uj(x,y) = x, podem dir que g71(x) <y <zi
U (x, z) = x, arribant a veure que U;(x,z) = U (x,z).

- Si z <y < x. Per una part, de U (y, z) = z podem extreure que z < y < g2(z)
i aleshores z < ey, i per les propietats que compleixen U; i U, g2(z) = g1(z).
Per una altra part, U;(x,y) = x vol dir que x >y > g1(x) i per tant x > ey,
i aleshores gi1(x) = g2(x). Ara, si g1(z) = g2(z) # x 0 bé g1(x) = g2(x) # z,
tindrem que U (x,z) = U;(x, z), ja que seran en tots dos casos o el minim o el
maxim. I si per cas contrari g1(z) = g2(z) = x 1 g1(x) = g2(x) = z, la igualtat
Uj(x,z) = Uz(x,z) ens I'assegura una de les propietats que satisfan Uy i U,.

- Siz < x <vy. Aleshores, de U;(y,z) = z podem deduir que x <y < g(z) i per
tant

Us(x,z) =z

De U (x,y) = x, podem treure que z < y < g1(x), i també que
Ui(x,z) =z
amb el que veiem que Uj(x,z) = Ux(x,z).
Vegem ara els casos en que x, y o z coincideixen.
¢ Si x =y, aleshores hem de veure que
Uy (x, Uz(x,z)) = Uz (Uq(x,x),2) = Uz(x,2z)

per tot z < x. Distingim dos casos

- Si Uy (x,z) =x, aleshores queda clar que la igualtat és certa.
- Si Uz (x,z) =z, hem de veure que Uj(x,z) = z. Com que U;(x,z) = min(x,z) =
z, vol dir, emprant les propietats (i), (ii), (iii), que z < g2(x) < g1(x) i que
x < g2(z) < g1(z). Ara distingim dos casos:
+ Siz < ga(x),0x<g2(z),0092(z) <g1(z), 0 g2(x) < g1(x), vol dir que

Us(x,z) = min(x,z) =z,

com voliem veure.
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+ Siz=g2(x)=g1(x)ix =g1(z) = g2(z), per la propietat (iv), tindrem que
Uq (x,z) = Ua(x, z).

® Six =z, volem veure
Uy (x, Uz (y,x)) = Uz (Uq (x,y),x).
- Si Uz (y,x) = x, tindrem, com que U;(x,y) € {x,y}
u] (X/ uZ(y/X)) = U] (X/X) =X
i també
UZ(u] (x,y),x) =X.
- Si Uz(y,x) =y, tindrem per una banda
u] (XI UZ(U;X)) = u1 (X/U)

i per 'altra
Uz (U; (x,y),x) = Ui (x, y).

* Siy =z, aleshores hem de veure que

Ug(x, Uz(y,y)) = Ua(Uq(x,y),Y)

amb y < x, és a dir,
U (x,y) = Uz(Us(x,9),y).
- Si Uq(x,y) =y, aleshores

Ui (x,y) = Uz(Uq(x,y),y) = Uz(y,y) =y = Ui (x,y).

- Si U (x,y) = x, tenim
Uz (U (x,y),y) = Ua(x,y)

i per tant hem de veure que val U;(x,y). Com que y < x, tenim que x > g1(y) >
g1(x), és a dir x > ey. Si x = e es pot veure que en aquest cas U;(x,y) =y, i
tornariem al cas anterior. Per tant x > e1 1 g1(x) = g2(x) < ez. També es dedueix
que y = g1(x). Distingim dos casos
+ Si g1(x) <y, aleshores U, (x,y) = x.
+ Si g1(x) = g2(x) =y < ez, tenim per tant g1(y) = g2(y) i ara, si g1(y) =
g2(y) > x, tindrem U, (x,y) = x isi g1(y) = g2(y) = x, tindrem per la
darrera propietat que U (x,y) = Uz(x,y) i haurem acabat.

Per tant, en tots els casos es pot comprovar que dues uninormes idempotents U; i U;
satisfent les propietats, fan que U; sigui modular respecte de U,. O

En vista del teorema anterior i la caracteritzacié dels parells distributius (teorema 3.3.10),
tenim el corollari segiient.

Corollari 3.3.33 Siguin U; = (g1,€1)ide I U2 = (92,€2)ide, amb ez < ey. Uy és modular
respecte de Uy si i només si (Uy, Uy ) formen un parell distributiu.

Exemple 3.3.34 Considerem les uninormes de l'exemple 3.3.11. Aquestes uninormes compleixen
les condicions imposades pel teorema i, per tant, Uy és modular respecte de U, i (Uy,Uy) formen
un parell distributiu. En la figura 14 es poden observar les funcions g1 i gz.

Com es pot veure, en aquesta familia Uy és sempre continua per 'esquerra pero U, no té cap
continuitat lateral.
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Exemple 3.3.35 A continuacié veurem una altra familia de parells d'uninormes (Uy, U;) en les
que és Uy qui no presenta cap continuitat lateral.

Siguin ara ey i ez dos nombres reals en [0,1] amb 0 < e < ey < 1. Considerem les funcions
segiients g1,92 : [0,1] — [0, 1]:

1 six<ey
1 six<er
g1(x) =qe; sixele el g2(x) =
(%) SiXG[Q],”
ey Six>eq

i les uninormes definides per:

_ Jmin(x,y) siy<gi(x)o(gi(x)=yix<er)
Ui (x,y) =

max(x,y) altrament,

max(x,y) siy=erix>=er
Uz (x,y) =
min(x,y) altrament.

Aquestes uninormes compleixen les condicions imposades pel teorema i, per tant, Uy és modular
respecte de Uy, i a la vegada (U, Uy) formen un parell distributiu. En la figura 17 es poden
observar les funcions g1 i g2. En aquest cas Uy € Umin 1 Uy 1o presenta cap continuitat lateral.

e1 — *—o el —
|
|
|
|
| | | |
€2 €1 €2 €1

Figura 17. Funcions g1 (x) i g2(x) de 'exemple 3.3.35.

3.4 UNINORMES: CAS GENERAL

A continuaci6 estudiarem la distributivitat d’'una uninorma U; amb element neutre e; €
10, 1[ sobre una uninorma U, amb element neutre e; €]0,1[, és a dir, U; i U, no s6n ni
t-normes ni t-conormes, i a més pertanyen a alguna de les classes Uige, Urep, Umin, Umax O
Ucos-

Comencarem amb alguns lemes inicials. El primer es refereix al cas en queé e; = e, =e.

Lema 3.4.1 Siguin Uy i Uy € U(e). Si Uy és distributiva sobre U,, llavors U, és idempotent i
U (x,y) = Ua(x,y) per a tot (x,y) € [0,el x [e,1] U [e, 1] x [0, e].
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DeEMosTRACIO: Agafem y =z = e a (D), i obtenim directament U;(x, x) = x i per tant U,
és idempotent. A més a més, agafant z = e tenim:

Ug(x,y) = Ug(x, Uz(y,e)) = Uz (Uy(x,y), Us(x,e)) = Uz (Uq(x,y),%) (3-8)

per a tot x,y € [0, 1].
Ara, demostrarem que U;(x,y) € {x,y} a [0,e] x [e,1] U [e, 1] x [0, e]. Es trivial quan

x = e 0y = e. Per una altra banda, si x < e < y demostrarem primer que U;(x,y) # e.

Si, pel contrari suposem que U;(x,y) = e obtenim de 1'equacié (3.8) que e = U;(x,y) =
Uz (U(x,y),x) = Uz(e,x) = x, que és una contradiccié. Ara tenim les dues possibilitats
seglients:

* Six < Uj(x,y) <e<y.Com que U, és idempotent, 'equacié (3.8) assegura que

Uy (Xry) = min(u1 (X,U),X) =X.

¢ Six <e<Uj(x,y) <y. Per commutativitat, també tenim de (3.8) que
Ui (x,y) = U (y,x) = Uz (Ui (y,x),y) (3.9)
i per tant Uq(x,y) = max(Uj(y,x),y) =v.

Llavors, hem provat que U;(x,y) € {x,y} a [0,e] x [e, 1] U [e, 1] x [0, e]. Finalment, tenim
una altra vegada dues possibilitats a [0, e] x [e, 1] U [e, 1] x [0, e]:

* Si Ug(x,y) = x. Per l'equacio6 (3.9) tenim U; (x,y) = Uz (U (y,x),y) = Uz(x,y).
¢ Si Uq(x,y) =y. Per I'equaci6 (3.8) tenim U (x,y) = U (U;(x,y),x) = Uz (y, x). 0

Nota 3.4.2 El resultat anterior assegura que Uy ha de ser una uninorma de la classe Umnx amb la
mateixa g associada a U,.

El lema segiient demostra que 1’element neutre de U, és un element idempotent de Uj;.

Lema 3.4.3 Siguin Uy i U, dues uninormes. Si Uy és distributiva sobre Uy, llavors Uy (e, ez) =
€).

DEMOSTRACIO: Basta posar x = e, y = e iz = e al’equaci6 (D)
Ui(ez, Uz(eq,ez)) = Uz(Uj(ez,e1),Ur(ez, e2)), queés, ex = Uj(ez, e2)

Ara podem considerar que e7 # e, i per resoldre I'equacié (D) suposarem que U;
pertany a alguna de les classes presentades als preliminars.

- Uy representable

El lema segiient demostra que no hi ha solucions de 1'equaci6 (D) quan U, és representable.

Lema 3.4.4 Siguin Uy i U, dues uninormes. Si Uy és distributiva sobre U, llavors Uy no pot ser
representable.

DEMOSTRACIO: Ara distingim dos casos:

e Siej; =ey, U, ésidempotent i Uy coincideix amb U, a [0,e] x [e, 1] U [e, 1] x [0, e] pel
lema 3.4.1, i conseqiientment U no pot ser representable.

* Si ey # ey, una altra vegada U no pot ser representable, aquesta vegada perque e;
és un element idempotent de Uy, i sabem que els tnics elements idempotents d"una
uninorma representable sén: o, 1 i el seu element neutre. ]
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- Uy idempotent, de Umax 0 de Upmin

Ara estudiarem el cas en que U; sigui o bé una uninorma idempotent, o bé de Umax, 0 bé de
Upmin- En els tres casos obtindrem que U, ha de ser una uninorma idempotent. Comencem
pel cas en que Uy sigui una uninorma idempotent.

Lema 3.4.5 Siguin Uy = (g1, e1)ige | Uz € Uus. Si Uy és distributiva sobre U, llavors U, és
idempotent.

DEMOSTRACIO: Primer, agafant y = z = ey a (D) obtenim
Uz (x,x) =Uj(x,Uz(er,er1)) peratot xe[0,1]. (3.10)
Aleshores, tenim tres possibilitats:
* SiUjy(eq,er) = eq, llavors U, és idempotent per I'equacié anterior.

* Si Uy(eq,e1) > ej. Ara demostrarem que en aquest cas arribem a contradiccio.
Realment, si U, (e, e1) > e; necessariament tenim g7 (Uz(ey,eq)) < eg.
— Per una banda, per a tot x € [0, 1] tal que g1(Uz(eq,e1)) <x < Uz(eq, er) tenim
per la proposici6 2.2.14

Uj(x, Uz(eq,e1)) =max(x, Uz(e1, er)) = Uz(er, eq)

que es redueix a Uz (x,x) = Uz (eq, e7) per 'equacié (3.10). Aixo implica en parti-
cular que x > e; per a tots aquests valors, i conseqiientment, e, < gq(Uz (e, e1)).

— Per una altra banda, per a tot x < g7(Uz(eq, e7)) tenim també per la proposicié
2.2.14 que
Ui (x, Uz(er, e1)) = min(x, Uz (e, e1)) = x

que implica U, (x,x) = x per a tot x < g1(Uz (e, e1)).

Ara, la continuitat de U, a [e2, 114 déna una contradiccié.

e Sily(eq,er) < ej. Llavors, de manera semblant arribem a contradiccié amb el fet de
que U; és continua a [0, er]?.

Aleshores, tenim demostrat que U, ha de ser idempotent. O

Hem vist aixi que, si U; és idempotent, també ho ha de ser U, i en aquest cas les
solucions de la distributivitat els hem donat a la secci6é anterior.
Ara estudiem el cas en qué U; és una uninorma de Umax.

Lema 3.4.6 Siguin Uy € Umax i Uz € Uus. Si Uy és distributiva sobre Uy, llavors U, és
idempotent.

DEMOSTRACIO: Com que Uy € Umay, per a tot x > ey tenim
U; (x,Uz(er,0)) = Uz (Ui (x,e1), U (x,0)) = Uz (x,x).
Ara distingim dos casos:
® Sieq < ey, llavors tenim U, (x,x) = Ug(x, Uz (e, 0)) = Uy (x,0) = x.

* Si ey > ey llavors Uz (e,0) € [0,e1]. Com que Uq(x,y) = x per a tot (x,y) tal que
y < e7 < x esta clar que Uj(x, Uz (eq,0)) = x i conseqiientment U;(x, x) = x.
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Llavors U;(x,x) = x per a tot x > e i per la continuitat de U; a [ey, 11%1ia [0, ez]?, tenim
que U (eq,e1) = ej. Pero ara, agafant y = z = ej a I'equaci6 de distributivitat, obtenim
Uz (x,x) = x per a tot x € [0,1], és a dir, U, és idempotent. O

Lema 3.4.7 Siguin Uy € Umpax I Uz € Ues. Si Uy és distributiva sobre Uy i ey < ey, llavors
U, € Umax, i per tant ve donada per 'expressié

min(x,y) six,y € [0, ez]?
Uz (x,y) =
max(x,y) altrament.

DEMOSTRACIO: Primer de tot, sabem que U, ha de ser idempotent pel lema anterior.
Aleshores, sigui g, la funcié associada a U,. El cas e; = e; se segueix del lema 3.4.1. Per
una altra banda, si e; < e, llavors gz(e7) > e; i dividim la demostracié en cinc passos:

(i) Primer demostrem que gz(ej) = ez. Suposem al contrari que gz(e) > ey, llavors
existeixen x i z tals que
e <ep<x<z< 92(61)

i per a aquests valors tenim
Ui (x, Uz (er,z)) = Uq(x, min(er, z)) = Us(x,e1) =x
pero, com que e; < x <z < Uj(x,z),
Uz (Ui (x, e1), Ur(x,2)) = Uz (x, Ui (x,z)) = max(x, Ui (x,z)) = Ui (x,z) > x,
que déna una contradiccié amb 1'equacié (D). Llavors gz (eq) = e3.

(ii) Vegem ara que g,(x) < eg per a tot x > e,. Pel decreixement de g; i el pas anterior,
g2(x) = ey per a tot x € [e7,ez]. Aleshores, per a tot x > e; = gz(e7), tenim
Uz (eq,x) = max(x, e1) = x. Per tant, efectivament, g2 (x) < e per a tot x > e;.

(iii) Ara, demostrarem que g>(x) = 0 per a tot x > e,. Suposem que 0 < g(x) per algun
x > e;. Existeix z tal que

0<z<ga(x)<er<ey=grler) <x
i llavors, per una banda
U (z, Uz(er,x)) = Uy (z,x) =x
i per l'altra
Uz (Ug(z,e1), Us(z,x)) = Uz(z,x) =2
que és una contradicci6. Llavors, gz(x) = 0 per a tot x > e.

(iv) A continuacié demostrem que g;(x) = e, per a tot x €10, e2]. El pas anterior demostra
que
Uz (x,y) =max(x,y) peratotsx >e, i y>0.

Aleshores, quan y > 0, tenim per commutativitat que U;(y,x) = max(y, x), demos-
trant que g2 (y) < x, per a tot x > e,. Conseqiientment, g,(y) < e pera toty >0
i també g2(y) = ez per a tot 0 <y < e, emprant el decreixement de g, i el pas (ii)
anterior.
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(v) Finalment, demostrem que g,(0) = e,. Si suposem que g;(0) > e, podem agafar un
element x tal que 0 < e7 < ez < x < g2(0) i per a aquest valor, tenim

U;(0,Uz(eq,x)) =U;p(0,x) =x

mentre que
U (U(0,e1),Up(0,x)) = Uz(0,x) =0,

obtenint una contradiccio.

Agafant tots els passos anteriors, tenim

er six<er
g2(x) =
0 altrament

que vol dir que U, € Umax. Finalment, com que U, també és idempotent, tenim que

mm(x,y) si (X/y) c [O/ eZ]Z
uz (X/ Yy ) = ’
max(x,y) altrament.

amb el que acabem la demostraci6. O

Lema 3.4.8 Siguin Uy € Umax 1 Uz € Ues. Si Uy és distributiva sobre Uy i ey < ey, llavors U,
és "iinica uninorma idempotent possible amb funcié associada g, donada per

e six<ey
g2(x) = ey siex <x<eq (3-11)

0 six>eq

Es a dir, U, ve donada per

min(x,y) si min(x,y) < ey i max(x,y) < eq
Uz(x,y) = (3.12)
max(x,y) altrament.

A més a més, la uninorma Uy verifica Uy (x,y) = min(x,y) si min(x,y) < ez < max(x,y) < ej.

DEMOSTRACIO: Ja sabem que U; ha de ser idempotent, diguem U, = (g2, €2)ide, i demos-
trem que g, ha de venir donada per I’equaci6 (3.11) en diversos passos.

(i) Demostrem primer que g2(x) = e per a tot x € [e2,e7]. Com que e; < e tenim
g2(e1) < ez. Suposem que gz (e7) < ez iagafem x,z tal que g2(e1) <z < x < ez <ej.
Per una banda,

U (x,Uz(er,z)) = Uj(x, max(ey,z)) = Uq(x,e1) =x
i per una altra, com que U;(x,z) < min(x,z) =z <x < ey,
Uz (U (x,e1), Ur(x,z)) = Uz(x, Ui (x,2)) = min(x, Uq(x,2)) = Uj(x,z) <x

obtenint una contradicci6. Aleshores, g>(e1) = ez i per decreixement tenim g (x) = e,
per a tot x € [ez, eq].
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(ii) Demostrem ara que g2(x) = e per a tot x < e;. Pel pas anterior, i emprant la
commutativitat, deu ser g,(x) > e per a tots aquests valors. Suposem llavors que

existeix x < ey tal que g2(x) > ej iagafemztal que x < e; = gz(ey) < ey <z < ga(x).

Obtenim una altra vegada una contradiccié, degut a que U € Upax, tenim
Ug(x, Uz(er,z) = Uq(x,z) =z

i també
uZ(u] (X/ €1 )Iu] (X/ Z’)) = uZ(XI Z’) =X.

(iii) El pas anterior també prova, per commutativitat de U, que g>(x) = 0 per a tot
X > eq.

Aleshores, g, ha de venir donada per 'equaci6 (3.11) i ara és trivial veure que 1'tinica
uninorma idempotent que té associada la funcié g, és la donada a 1’enunciat del lema.

Finalment, només queda demostrar que U;(x,y) = min(x,y) quan min(x,y) < ez <
max(x,y) < ej. Per veure aix0, agafem x < e; < y < ey. Tenim U;(x, Uz(y,e1)) =
Uj(x, e1) = x mentre que, com que Uj(x,y) < x,

Uz (Us (x,y), U (x,e1)) = Uz(Usg (x,y),x) = min(U; (x,y),x) = Ui (x,y)
que és U (x,y) = x el que voliem demostrar. O

Ara ens centrem en el cas de que U; sigui una uninorma de Upin. En aquest cas els
resultats seran duals del cas anterior, i es poden deduir facilment emprant el lema 3.1.7 1 el
teorema 2.2.36, com veurem.

Lema 3.4.9 Siguin Uy € Umin i Uy € Ugs. Si Uy és distributiva sobre U,, llavors U, és
idempotent.

DeMosTrACIO: Com que U; és distributiva sobre Uy, _emprant el lema 3.1.7, sabem que

Lh també és distributiva sobre Uz, representant per U1 i Uz les respectives uninormes
duals de U; i U, respecte de la negaci6 forta N(x) = 1 —x. Com que U; és de Umin, llavors

U és de Umax pel teorema 2.2.34, 1 si Uy és de U, també tlz ho sera, pel teorema 2.2.34.

Aleshores podem aplicar el lema 3.4.6, que ens assegura que U; sera idempotent. I aplicant
de nou el teorema de dualitat, U, ha de ser idempotent. ]

Lema 3.4.10 Siguin Uy € Upin Uy € Ues. Si Uy és distributiva sobre Uy i e; < ey, llavors
uZ € umin-

DEMOSTRACIO: Raonant de la mateixa manera que a la demostraci6 del lema anterior, ﬂ1 és
distributiva sobre flz, on fh € Umax, flz € Ues i €7 < €2. Aleshores podem aplicar el lema
3.4.7, 1 tindrem que que ﬂz € Umax- I aplicant de nou el teorema de dualitat, Uy € Umin,
com voliem veure. O

Lema 3.4.11 Siguin Uy € Umin 1 Uz € Ues. Si Uy és distributiva sobre U, i ey < ey, llavors U,
és "iinica uninorma idempotent possible amb funcié associada g, donada per
e1 six>ey
920x) =q e, sie; <x<e (3.13)

1 SiX<€1
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Es a dir, U, ve donada per

max(x,y) siey < max(x,y)ie; <min(x,y)
Uz (x,y) = (3.14)
min(x,y) altrament.

A més a més, la uninorma U (x,y) = max(x,y) si e; < min(x,y) < ex < max(x,y) < ej.

DEMOSTRACIO: Igual que als lemes anterlors, tenim que si Uy és distributiva sobre U5, U1
és distributiva sobre Uz, on U1 € Umax, Uz € Ugs 1 €2 < €7. Aleshores podem aplicar el
lema 3.4.8, i com que Uz és idempotent, tindrem que U, també ho és, i U, = (g2, €2)ide, ON

N(e7) siN(x)<ez e1 six>e;
92(x) = N(g2(N(x))) = {N(e3) sies <N(x)<ej ¢ =e sie; <x<es
N(1)  siN(x) >er 1 six<e.

També tindrem que U; ha de ser tal que U, (x,y) = min(x,y) si min(x,y) < e, <
max(x,y) < €1, que es tradueix a que U;(x,y) = max(x,y) si e; < min(x,y) < ez <
max(x,y), com voliem veure. ]

En vista dels lemes anteriors, i tenint en compte els teoremes 3.1.16 i 3.1.17 sobre
distributivitat a Umayx, els teoremes 3.1.19 i 3.1.20 sobre distributivitat a Ui, 1 els teoremes
3.3.7 1 3.3.9 sobre distributivitat a uninormes idempotents, podem donar totes les solucions
de I'equaci6 (D) per a aquestes classes.

Teorema 3.4.12 Siguin Uy € Uige U Umin U Umax U Urep i Uz € Uets. Llavors Uy és distributiva
sobre Uy si i només si Uy € Uige, diguem Uy = (g2, €2)ide, 1 Se satisfa un dels casos segiients:

(i) Wy € Uige, diguem Uy = (g1, €1)ide, i
(a) Siei < ey, llavors
1. g1(x) < g2(x) peratot x € [0,1].
2. Sigy(x) < g2(x) lavors ga2(x) = ez ix < ey.
3. Si existeixen x i z satisfent g1(z) = g2(z) = x i g1(x) = g2(x) = z, llavors
U;(x,z) = Us(x, z).
(b) Sieq = ey, llavors Uy = U,.
(c) Sieqy > ey, llavors
1. g2(x) < g1(x) per a tot x € [0, 1].
2. Sigo(x) < g1(x) lavors g2(x) = ez ix = es.
3. Si existeixen x i z satisfent g1(z) = g2(z) = x i g1(x) = g2(x) = z, llavors
Uq(x,z) = Uz(x,z).

(ii) Uy € Umax i

(a) Sieqr < ey, llavors Uy € Umax i Uy ve donada per

elT<e]/e1> si (X/y) € [Ole]]z
e1+(e2—e)S’ (;’fe‘],%) si (x,y) € [e1, e2]?
e2+(1—e)S" (’f:ﬁ;‘{:ﬁj) si (x,y) € [e2, 1)?

max(x,y) altrament.

Ui (x,y) = (3.15)
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(b) Si ey > ey, llavors Uy ve donada per

esT’ (1 i) si (x,y) € [0,e2]?

62' €2

ex+(e1—ex)T" (X’ez y’ez) si (x,y) € [ez,e1]?

ej—ey’ erj—ey

Wiloy) =19 e+ (1—ep)S ("*61 u) si (x,y) € ler,1]?

T—e’ 1T—eq

min(x,y) si min(x,y) < e2 < max(x,y) < e

max(x,y) altrament,
(3.16)

iUy i gy sén com al lema 3.4.8.

(iii) Uy € Upin 1
(a) Sier = ey, llavors Uy € Umin i Uy ve donada per

exT’ (e%;%) si (x,y) € [0, e2]?

e+ (e —e T//<X_ez,y;ez> si(x,y) € [e2,e1]?
Wloy) = ¢ & (e1—e)T (=& e & (x,y) € [ez, e1] (.17)

er+(1—ens (F2,48)  si(xy)elen, 112

min(x,y) altrament.

(b) Siey < ey, llavors Uy ve donada per

erT (e%;%) si (x,y) € 0,e1]?

er + (ex—ey)S ("*e‘ Y~ ) si (x,y) € [e1, e2]?

ey—e1’ ex—eq

U, (XrU) =Jer+(1—ez)S (x—ez yiez) si (x,y) € [62,”2

T—ey’ 1—ey

max(x,y) si e; < min(x,y) < e2 < max(x,y)

min(x,y) altrament,
(3.18)

iUy i gy son com al lema 3.4.11.

DeEMOsTRACIO: D’esquerra a dreta és una conseqiiéncia directa dels lemes anteriors, els
teoremes 3.1.16, 3.1.17, 3.1.19, 3.1.20, 3.3.7 i 3.3.9. Reciprocament, els casos (i)-(a), (i)-(b),
(i)-(c) estan demostrats als teoremes 3.3.7 i 3.3.9, mentre que els casos (ii)-(a), (iii)-(a) estan
demostrats a [68] i [70]. Aleshores, només queda demostrar la distributivitat dels casos
(ii)-(b), (iii)-(b).

Si tenim U i U, uninormes com al cas (ii)-(b), és un simple calcul veure que compleixen
I'equacié (D).

El cas (iii)-(b) surt per dualitat del cas anterior. O

Nota 3.4.13 Les solucions de (ii)-(a), (ii)-(b), (iii)-(a), (iii)-(b) del teorema anterior es poden observar
a les figures 18, 19, 20, 21, respectivament. A la taula 6 es resumeixen els resultats obtinguts a
aquesta part.
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U4

er < ey

€1 =€

ey < e

U1 = <h1/ €1 >rep

No hi ha solucions

Uy = (g1, e1)ide

teorema 3.3.7

U =U;

teorema 3.3.9

U] = <T1/e1rsl>max

U; com a (3.15)
Uz € Umax N uide

uZ € umax N uide

U7 com a (3.16)
U, com a (3.12)

U = (Ty,e1,51)min

U; com a (3.18)
Uz € Umin N Uige

UZ € umax N uide

Uy com a (3.17)
U, com a (3.14)

Taula 6. Resultats de la distributivitat entre uninormes, per als casos en que Uy sigui de Urep, Uide,
Umax 0 Umin-

max s” max max
e> | max €2
S’ max
min max
€1 €1
T max
€1 €2 €1 €2

Figura 18. Estructura general d’una uninorma U de Umax (esquerra), que és distributiva sobre una
uninorma U, (dreta), amb elements neutres ey < e;.



€1

€2

Figura 19. Estructura general d'una uninorma U; de Umax (esquerra), que és distributiva sobre una

max

min

min

max

€2

€1

€1

€2

3.4 UNINORMES: CAS GENERAL

0 max
o

min ;
€2 €1

uninorma U, (dreta), amb elements neutres e; < ej.

€1

€2

Figura 20. Estructura general d’una uninorma U; de Up, (esquerra), distributiva sobre una

min

min

min

min

€2

€1

€1

€2

min max
min min
€2 €1

uninorma U, (dreta), amb elements neutres e; < ey.
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max s” : max
€2 | min e ———o
S’ max ;
min :
€1 €1 O
T min
€1 €2 €1 €2

Figura 21. Estructura general d’una uninorma U; de Upin (esquerra), que és distributiva sobre una
uninorma U, (dreta), amb elements neutres e < e>.

- U] de ucos,max

Ara considerarem el cas en qué Uj € Ucos. En aquest cas no es tindra que necessariament
U, sigui idempotent. Primer resoldrem la distributivitat per al cas en que U; € Ucos,max, 1
el en qué Uy € Ucosmin €s resoldra de manera directa per dualitat. Suposarem que e; > 0,
ja que el cas e, = 0 esta resolt a la secci6 3.2.1.

Lema 3.4.14 Siguin U; = ((R, eq ),y,S;, 6,8;’)Cos,max, U, € Uleyz), tals que Uy és distributiva
sobre U,. Llavors vy < e3.

DEMOSTRACIO: Suposem que e; < 7y, com que Uj és de Ucos max, €ls seus elements idem-
potents menors que v, sén e i 0. Pel lema 3.4.3, e és un element idempotent de Uj;.
Com que e; > 0, haura de ser e; = e, pero llavors pel lema 3.4.1 U; ha de ser idempo-
tenti Uy (x,y) = Uy (x,y) per a tot (x,y) € [0,e1] x [e1,1] U [e1,1] x [0, e1], que déna una
contradiccié amb la definici6é de U;. D’aquesta manera, y < e>. O

Lema 3.4.15 Siguin Uy = ((R, ey ),y,S;,é,S;/%OS,maX, U, € Ues, tals que Uy és distributiva
sobre U,. Llavors Uy (eq,e1) > 0.

DEMOSTRACIO: Sabem pel lema anterior que e; <y < ez i, si Uz(eq,er) =0, llavors tenim
U;(x,Uz(er,er)) = Uq(x,0) per atot x € [0,1]
perd per una altra banda, com que U; és distributiva sobre U5,
U (x, Uz(eq,e1)) = Ua(Us(x, e1), Ui (x,e1)) = Ua(x,x)

i llavors, U (x,x) = Uj(x,0) que contradiu la continuitat de Ty, i Su,. Llavors, podem
concloure que U;(eq,e7) > 0. 0

Lema 3.4.16 Siguin U; = ((R,e1),v, SI], 6,8/{>cos,max, i Uy € U, tals que Uy és distributiva
sobre U;. Llavors U, (x,x) = x per a tot x € [y, 1].
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DEMOSTRACIO: Sabem pel lema anterior, que 0 < Uz (e, e1) < e1 <y < ey. Llavors per a
tot x > vy, tenim, per definicié de U; € Ucos max:
U; (x, Uz(eq,e1)) = max(x, Uz(er, e1)) =x,
perd també, perque Uy és distributiva sobre U;,
U; (x, Uz(er, e1)) = Ua(x,x),
i llavors U, (x,x) = x per a tot x € [y, 1]. O

Corollari 3.4.17 Siguin U; = ((R, ey ),y,S;,é, S;’>C05,max, i Uy € Ues, tals que Uy és distributi-
va sobre U;. Llavors U, no és representable, ni de Ucos.

Lema 3.4.18 Siguin Uy = ((R, eq ),y,S;,é, S;/>Cos,max, iUy € Uley), tals que Uy és distributiva
sobre U;. Llavors, per a tots 0 < y < ez < z, tenim que Uz (y,z) # .

DEMOSTRACIO: Suposem que existeix z > e; tal que per qualque 0 < y < e < z tenim
U;(y,z) =y. Podem agafar x tal que 0 <y < e; < x < z, i llavors, emprant el lema 3.4.3, i
'estructura de Uy, tenim, per un costat:

Ui (x, Uz(y, 2)) = Ui (x,y) = max(x,y) = x,
pero per l'altre, tenim
Uz (U (x,y), Ui (x,2)) = Uz(x, Ui (x,2)) > Uz(x,2) > 2> x
que dona una contradiccid, i llavors el resultat queda demostrat. O

Lema 3.4.19 Siguin Uy = ((R,e1),7v, S;,é, S/]/>c05,max, i Uy € Umnx, tals que Uy és distributiva
sobre Uy, iy < ez < . Llavors, si Uy (x,0) = Uy (x,0) per a tot x € [0,1].

DEMOsTRACIO: Dividim la demostracié en alguns casos:
* Six < ey, per definici6 de Uy, tenim U, (x,0) = U;(x,0) = 0.
* Siep) <x <. Agafem z tal que 0 < z <y < ex < x < d. Llavors tenim,
U (x,0) = Uy (x, Uz(z,0)) = Uz (Uy(x,2), Uy (x,0)) = Uz(max(x, z),0) = U,(x,0).
on a la tercera igualtat hem emprat que U € Ucosmax-
* Si b < x, agafem algun y satisfent e; <y < § < x, i llavors tenim
Uz (x,0) = Uz (Ui (x,0), U (y,0)) = Ui (Uz(x,y),0) = U; (max(x,y),0) = Ui (x,0).

* Queda el cas en que 5 = x, en el que distingirem dos casos:

— Considerem que U;(0,5) = 5. Agafem y satisfent 0 < y < e, < . Pel lema
anterior, U>(d,y) # vy, icom que Uy € Umny, U2(5,y) = 6. Ara podem escriure:

d=U;(0,8) = Uy (0,Uz(5,y)) = Uz(U;y(0,8),Uq(0,y)) = U2(5,0),

és a dir, U7(0,5) = U, (0, ).
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— Considerem, pel contrari que U;(0,8) =0. Ara, prenent 0 <z <y < ey <&

U] (6/0) = u] (61 uZ(Z/O)) = uZ(u] (61 Z)ru1 (610))
= U, (max(6,z),0) = U, (5,0).

Per tant, U;(x,0) = U, (x,0), per a tot x € [0, 1]. 0

Corollari 3.4.20 Siguin Uy = ((R,e1),7v, SI] )90, S;’>C05,max, i Uy € Umnx, tals que Uy és distribu-
tiva sobre Uy, iy < ez < d. Llavors U, ha de venir donada per

YT, %) si(xy) €l0,v)?

max(x,y) si max(x,y) > e i min(x,y) >0
Uz(x,y) = (3.19)
Uj(x,y) six=00y=0
min(x,y) altrament.
DEMoOsTRACIO: El resultat se segueix dels lemes anteriors. O

Lema 3.4.21 Siguin Uy = ((R,e1),7, S;, 5, S;}Cos’max, iUy € Uley), tals que Uy és distributiva
sobre Uy, i & < ez. Llavors Uy (x,0) = x per a tot x > e, que és, Uy ha de ser de Umax.

DEMOSTRACIO: Suposem que existeix x > e, tal que U,(0,x) = 0, llavors podem agafar
d < ez <z <x,1ipodem escriure, per una banda:

Ui (z,U2(0,x)) =U;(2,0) =z
i per l'altra:
Uz (Uq(z,0), Ui (z,x)) = Uz(z, Ui (z,x)) = Uz(z,x) =x >z
que déna una contradiccié. Llavors, U, (0,x) = x per a tot x > e;. O

Corollari 3.4.22 Siguin Uy = ((R, e; ),y,S/], 6,8;’)Cos,max, i siguin Uy € U(ey), tals que Uy és
distributiva sobre Uy, i & < ey. Si Uy és de Uets, lavors Uy € Umax 1 existeix una t-norma T tal
que Uy ha de venir donada per

YT(3, %) si(xy) €0y

Uz(x,y) = { max(x,y) si max(x,y) > e (3-20)

min(x,y) altrament.

DEMOSTRACIO: Pel lema anterior, esta clar que U, ha de ser de Unmay i el resultat segueix
del lema 3.4.16. O

Teorema 3.4.23 Siguin Uy = ((R, eq ),y,S;,é,SDCOS,maX, iUy € Upnx U Uets. Llavors, Uy és
distributiva sobre U, si i només si

* e =,
* Uj(ez,e2) =ez,

e existeix una t-norma T tal que R és distributiva sobre T (que vol dir, T = min o T és estricta
i, si t és el generador additiu de T satisfent t(‘;—‘) = 1 llavors 1 és també un generador
multiplicatiu de R),
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* Se satisfa un dels casos segiients:

(i) ez < & illavors Uy ve donada per I'equacio (3.19), o
(ii) & < ey illavors U, ve donada per I'equacié (3.20).

DEMosTRACIO: La implicacié directa és conseqiiencia dels resultats anteriors, i tenint en
compte les solucions de la distributivitat per uninormes representables del teorema 3.2.26.

Reciprocament, és un calcul comprovar que quan Uy i U, sén com a I'enunciat, U; és
distributiva sobre Us. ]

L’estructura general de U; i U, tal que Uy és distributiva sobre U, es pot observar a la
figura 22 per al cas (i), i la figura 23 per al cas (ii).

max S,
K 3 O ¢ max max
max S7*
€2 €2
S* . .
] max min min
Y Y
max
€1 R max el T min
° .
er v ex O er v es O

Figura 22. Uy € Ucosmax (esquerra) distributiva sobre U; € Umnx (dreta), amb v < ey < 8.

max ST* max max

€2 €2
max S3
o9 b min min
S/] max
Y Y max
€1 R max el T min
er vy o e2 er vy 0 ez

Figura 23. U7 € Ucos max (esquerra) distributiva sobre U € Umax (dreta), amb 8 < e;.

- U1 de ucos,min

Tot seguit considerem el cas que U; € Ucosmin- Per dualitat, emprant el teorema 2.2.34
obtindrem els resultats duals als fets per Uy € Ucos max-
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Lema 3.4.24 Siguin U = <T],, x, T]", B, (R, e1))cos,min, i Uz € Ulez), tals que Uy és distributiva
sobre U,. Llavors e; < f.

DEMOSTRACIO: Emprant el lema 3.1.7, sabem que si U; és distributiva sobre U;, llavors
U1 ho sera sobre U,.

A més, pel teorema 2.2.36, 1~i1 € Ucos,max, amb parametres L~l1 = ((ﬁ,1 —eq ),N(B),f{ﬂ —
x, f]/ )cos,max 1 llavors podrem emprar el lema 3.4.14 i tindrem que 1 — 3 < 1— ey, és a dir,
e>» < B, com voliem veure. ]

Lema 3.4.25 Siguin Uy = (T;, &, Ty, B, (R, €1))cosmin, i Uz € Ues, tals que Uy és distributiva
sobre U,. Llavors Uy (eq1,eq1) < 1.

DemosTRACIO: Raonant igual que a la demostraci6 del lema anterior, U, és distributiva
sobre Uz, U1 és de Ucos,max, 1 Uz és de Uts. Llavors podem emprar el lema 3.4.15, i tindrem
que U2(1 —ej, 1 —ej) >0, iemprant la definici6 de Uz, es té que Uj(ey,e1) <1-0=1,
com voliem demostrar. 0

Lema 3.4.26 Siguin U; = (T{, x, T{’, B, (R, e1))cosmin, I Uz € Ues, tals que Uy és distributiva
sobre Uy. Llavors U (x,x) = x per a tot x € [0, B].

DEMOSTRACIO: Seguint el mateix procediment que a les demostracions dels lemes anteriors,
podem aplicar el lema 3.4.16 per a ﬂ1 i l~iz, i llavors tindrem que ﬂz(x,x) = x per a tot
x € [1—f,1],ifentel canvi de variable y = 1 —x, tenim que U;(y,y) =y peratoty € [0, ],
i el lema queda demostrat. O

Corollari 3.4.27 Sigquin U; = <T1/ , 0 T]", B, (R, e1))cos,min, i Uz € Ues, tals que Uy és distributi-
va sobre U,. Llavors U, no és ni representable, ni de Ucos.

Lema 3.4.28 Siguin Uy = <T],, x, T]", B, (R, e1))cos,min, i Uz € Ulez), tals que Uy és distributiva
sobre U,. Pera tots y < e; < z < 1 tenim que Uy (y, z) # z.

DEMOSTRACIO: Tenim que fh és distributiva sobre flz, i llavors, pel lema 3.4.18, tindrem
que per a tots 0 <y < 1 —e, < z és cert que ﬂz(y,z) #y. Llavors aixo vol dir que per a
tots 1 —z < ey <1—y < 1secompleix que Uy(1—y,1—2z) # 1 —1y, que és equivalent al
que voliem demostrar. O

Lema 3.4.29 Siguin U; = <T]/, x, T{/, B, (R, e1))cos,min, I U2 € Umnx, tals que Uy és distributiva
sobre Uy amb o« < ez < B. Llavors U(x, 1) = Uy (x, 1) per a tot x € [0, 1].

DEMOSTRACIO: Sabem que ﬂ1 és distributiva sobre ﬁz, itambé tindrem 1 —p < ey < 1—«,
i podem aplicar el lema 3.4.19. O]

Corollari 3.4.30 Siguin Uy = (T{, x, T1", B, (R, e1))cos,min, I U2 € Umnx, tals que Uy és distribu-
tiva sobre Uy, i « < ez < (3. Llavors Uy, ha de venir donada per

B+(1-B)S (Y5, 48) si(ey) € B,112

min(x,y) si min(x,y) < ez i max(x,y) <1

Uz (x,y) = (3.21)

Us(x,y) six=10y=1

max(x,y) altrament.
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DEMOSTRACIO: Es tracta de fer el procediment seguit a les demostracions anteriors, fent el
dual del corollari 3.4.20 O

Lema 3.4.31 Siguin U; = (T{, x, T]", B, (R, e1))cos,min, I Uz € Ulea), tals que Uy és distributiva
sobre Uy, i ep < «. Llavors Uy (x, 1) = x per a tot x < ez, que és, Uy ha de ser de Uppin.

DEMOSTRACTIO: Resultat dual de 3.4.21. O
Corollari 3.4.32 Siguin Uy = (T{, x, T]”, B, (R, e1))cos,min, i siguin Uy € U(ez), tals que Uy és

distributiva sobre U;, i e < «. Si Uy és de Uets, llavors Uy € Upmin i existeix una t-conorma S tal
que Uy ha de venir donada per

B+(1-B)S (Y5, ¥=5) si(oy) € (B, 117

W2(%,9) = { min(x,y) si min(x,y) < ez (3.22)
max(x,y) altrament.
DEMOSTRACTO: Resultat dual de 3.4.22. O

Teorema 3.4.33 Siguin Uy = (T{, x, T]", B,(R,e1))cosmin, I U2 € Umnx U Ueos. Llavors, Uy és
distributiva sobre U, si i només si

* ey < B,

* Uj(ez,e2) =e,

e existeix una t-conorma S tal que R és distributiva sobre S (que vol dir, S = max 0 S és estricta

i, si s és el generador additiu de S satisfent s(%) =1, és també un generador multiplicatiu

de R),

* Se satisfa un dels casos segiients:

(1) ez > «illavors Uy ve donada per I’equacio (3.21), 0
(ii) ez < « i llavors Uy ve donada per I'equacio (3.22).

DEeEMOSTRACIO: Dual del teorema 3.4.23. O]

L’estructura general de Uy i U, tal que U; és distributiva sobre U, es pot observar a la
tigura 24 per al cas (i), i la figura 25 per al cas (ii).

83



84

DISTRIBUTIVITAT

* °

€1 min R €1 max S
min
min LE max| max
€2 €2
T min
x o « min min ®
/ .
T min
x e B e x e B e

Figura 24. U1 € Ucpsmin (esquerra) distributiva sobre Uy € Umny (dreta), amb « < ey < f3.

.
e min R €] max S
& B | min

. "

min T
o4 ¢ « max max
w min

€2 €2

1 min min min

() 04 [3 €1 () 04 [3 €1

Figura 25. Uy € Ucog min (esquerra) distributiva sobre U, € Uiy (dreta), amb e; < «.

3.5 CONCLUSIONS

Des del treball de Zimmermann i Zysno ([107]), és ben reconeguda la conveniencia de
que els operadors utilitzats en logica borrosa i d’altres relacionats (com ara les funcions
d’agregacio) verifiquin el maxim de propietats habituals en la logica classica. Una d’aquestes
propietats especialment important és la distributivitat llargament estudiada per molts
autors ([9, 8, 16, 20, 22, 48, 68, 70])

En aquest capitol hem resolt 1’equacié funcional de la distributivitat (D) quan Fi G s6n
uninormes de diverses classes, o bé t-normes o t-conormes. S’han obtingut en alguns casos
solucions desconegudes fins al moment. El cas més important, és el cas de la distributivitat
i la distributivitat condicional d’una uninorma sobre una t-conorma (continua). Per al cas
d’una uninorma representable, obtenim que hi ha solucions quan la t-conorma és estricta.
A més a més, obtenim solucions de la distributivitat amb una t-conorma que és suma
ordinal d"una t-conorma estricta amb altres t-conormes qualssevol, quan la uninorma és
continua a ]0, 1[2.
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També son de destacar les solucions obtingudes quan els operadors F i G sén uninormes
idempotents, ja que les solucions dels parells distributius coincideixen amb les de la
modularitat, i per tant s’obté tota una familia de parelles d'uninormes que satisfan ambdues
propietats: la modularitat d"una sobre l’altra, i la de formar un parell distributiu.

Un altre punt important és el de les solucions obtingudes quan es consideren dues
uninormes en sentit estricte, és a dir, que no siguin ni t-normes ni t-conormes. En una gran
part dels casos, de forma semblant al resultat que s’obté per a t-normes i t-conormes, el
segon operador involucrat ha de ser idempotent, encara que depenent de a quina classe
pertanyi la primera uninorma, s’obtenen condicions més restrictives. L'tinic cas on no
s’obtenen solucions (llevat quan considerem el cas del maxim) és quan el primer operador
és una uninorma representable que, com hem vist, és distributiu sobre una t-conorma
estricta.

L’estudi de totes les possibles solucions de I'equacié de distributivitat, que s’ha fet en
aquest capitol es pot aplicar als camps segiients, com hem esmentat anteriorment:

o Semianells condicionalment distributius (veure [78]). En la teoria del pseudo-analisi
i les mesures pseudo-additives, una possibilitat consisteix en definir un semianell
condicionalment distributiu, de la manera segtient.

Definicié 3.5.1 Siqui U una uninorma i S una t-conorma. Si satisfan (CD), llavors direm
que (S, U, [0, 1]) és un semianell condicionalment distributiu.

A 3.2.18 s’han trobat les solucions de (CD) de semianells condicionalment distributius
(els casos de Ucosmin 1 Ucos,max), 1 que es poden emprar com a tals.

* (S,U)-integral. En el context de la definici6 anterior, es va proposar a [61] la definicié
de (S, U)-integral, que es basa en semianells condicionalment distributius. Per tant,
amb aquestes noves solucions es podrien construir noves (S, U)-integrals, i estudiar
les seves propietats. Notem que aquestes integrals s’han utilitzat ja amb exit en la
resoluci6 de determinades equacions amb derivades parcials, i també en camps com
ara la mesura de la informacio.

e Distributivitat amb implicacions (capitol segiient). Un dels camps on s’ha proposat una
equaci6 de distributivitat ha estat en el de les implicacions borroses. Aquest és un
problema que s’ha resolt per al cas de t-normes i t-conormes, i les implicacions que
es poden construir a partir d’elles, pero l'estudi de la distributivitat fet en aquest
capitol, déna soluci6 al cas de que se considerin uninormes i implicacions definides a
partir d’elles. Es a aquest problema al que es dedica el capitol segiient.
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FUNCIONS D’'IMPLICACIO

4.1 INTRODUCCIO

Uns dels connectius més utilitzats i estudiats en la ldgica borrosa sén les funcions d’implica-
ci6 que modelen els condicionals de la logica classica. Com hem comentat a la introducci6,
la seva importancia es veu reforcada perque s’utilitzen també per realitzar inferéncies a
través del modus ponens i el modus tollens. La majoria d’aquestes funcions d’implicaci6 es
construeixen a partir de t-normes i t-conormes. Principalment, es distingeixen dos tipus
d’implicacions: les implicacions residuals (o R-implicacions) a partir de t-normes, i les
implicacions fortes (o S-implicacions) a partir de t-conormes (veure subsecci6 4.1.1).

Recentment, també s’han estudiat les R i S implicacions derivades d"uninormes, especial-
ment de les de les classes Umin, Umax O representables (veure subsecci6 4.1.2).

En aquest capitol ampliarem aquest estudi a les uninormes idempotents i les continues a
10, 1[2, estudiant les propietats de distributivitat esmentades a la introducci6.

Donem primer la definici6é general de funcié d’implicacio.

Definicié 4.1.1 Un operador binari 1 : [0,1] x [0,1] — [0,1] és una funcié d’implicacié, o
simplement una implicacio, si satisfa:

* [ és decreixent en la primera seccié i creixent en la segona.

o [ satisfa:
1(0,0) =1(1,1) =1 i I(1,0)=0.

Nota 4.1.2 De la definicié es dedueix immediatament que 1(x,1) =1, i que 1(0,x) =1, per a tot
x € [0, 1], en particular es té que 1(0,1) =1, i llavors I | 0,112 coincideix amb la implicacié booleana
classica.

Hi haura dues propietats molt importants que voldrem estudiar d"una funcié d’implica-
cif, i ara citem les definicions.

Definicié 4.1.3 Siquin I una funcié d'implicacié i N una negacio forta. Direm que 1 satisfa la
propietat de contraposici6 respecte de N si

I(N(y),N(x)) =I(x,y) peratotsx,y € [0,1]. (4.1)
Definicié 4.1.4 Sigui I una funcié d’implicacié. Direm que 1 satisfa el principi d’intercanvi si

I(x,1(y,z)) = 1(y,1(x,2)) peratotsx,y,z € [0,1]. (4.2)

4.1.1  Implicacions a partir de t-normes i t-conormes

Una manera de generar funcions d’implicacié a partir de t-conormes és generalitzant la
identitat x — y = —x V' y, de la logica classica.

Definicié 4.1.5 Siquin S una t-conorma i N una negacié forta. La implicacié forta, també
anomenada S-implicaci6, associada a S i N és I'operador donat per

IS,N (XIU) = S(N(X)/y)
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Una altra manera de generar funcions d’implicaci6, en aquest cas a partir de t-normes,
és la residuacid, que definim a continuacio.

Definici6 4.1.6 Sigui T una t-norma. La implicaci6 residual, o R-implicaci6, associada a T és
I'operador donat per
It(x,y) =sup{z € [0, 1] [ T(x,z) < y}.

Nota 4.1.7 Aquesta implicacié prové dels reticles residuats, i habitualment es defineix per a t-normes
continues per l'esquerra, ja que llavors es verifica la propietat de residuacio:

T(x,y) < zsiinoméssilt(x,z) >y peratotsx,y,zel01].

També es pot definir, de manera equivalent, I'operador de residuacié a partir de t-
conormes.

Definici6 4.1.8 Siqui S una t-conorma. Denotarem per Rs I'operador residual associat a la
t-conorma S, és a dir
Rs(x,y) =sup{z € [0, 1] [ S(x, z) <y}

Sobre si els operadors definits anteriorment sén funcions d’implicacid, tenim la proposi-
ci6 segiient.
Proposici6 4.1.9 Donades una t-norma T, una t-conorma S i una negacio forta N, la R-implicacié

It i la S-implicacié 1s N son funcions d'implicacid.

Exemple 4.1.10 A continuacié donem les implicacions generades a partir de les t-normes i t-
conormes introduides a I'exemple 2.1.3, i la negacié forta N(x) =1 —x.

1. A partir de la t-norma minim, Ty, i de la t-conorma maxim, Sw, tenim:

1 six<y
ISM,N (X/y) = maX(] _X/y)/ ITM (X/y) =
y altrament,

anomenades respectivament implicacié de Kleene-Dienes i implicacié de Godel.

2. Si prenem la t-norma producte, Tp, i la seva t-conorma dual per N, la suma probabilistica Sp,
obtenim:
1 six<y

IspN(x,y) =T—x+xy, In(xy) =<y
* altrament,

anomenades respectivament implicacié de Reichenbach i implicacié de Goguen.

3. Siprenem la t-norma i la t-conorma de Lukasiewicz, Ty, i Sy, es tenen:
ISL,N (X/U) = mln(] _X—l_yl])l ITL(X/U) = mln(] —x+Vy, ])
En aquest cas Is, N 1 11, coincideixen i s’anomena implicacié de Lukasiewicz.

Entre les propietats més importants que verifiquen It i Is N podem destacar que Is N
satisfa la propietat de contraposicié i el principi d'intercanvi. Si T és continua per l'esquerra,
IT(x,y) satisfa també el principi d’intercanvi

Per una altra part, en general, agafant S la t-conorma N-dual de T, Is N i IT no coincidei-
xen. Tenim el resultat segiient per al cas de t-normes continues.
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Teorema 4.1.11 ([50], teorema 1) Siguin T una t-norma continua, N una negacio forta, i S la
t-conorma N-dual de T. Llavors, Is N = I si i només si existeix un automorfisme ¢ : [0, 1] — [0, 1]
tal que

T(x,y) = ¢~ (max(b(x) + d(y) —1,0)),

(és a dir, una -transformacio de la t-norma de Lukasiewicz, que son les t-normes continues
arquimedianes nilpotents). En aquest cas la negacio forta N ve donada per:

NG =o' (1= 6(x)
i la implicacio resultant és:
Ir(x,y) = &~ (min(T — d(x) + d(y), 1).

A continuacié citem un resultat important sobre implicacions residuals a partir de
t-normes, que ens servira més endavant.

Proposici6 4.1.12 Siguin T una t-norma continua i It la seva implicacié residual.

(1) ([52], teorema 1.14) I7(x,y) = 1 si i només si x <y (només és necessaria la continuitat per
I'esquerra).

(ii) ([43], teorema 7) Si T és arquimediana amb generador additiu h, It ve donada per

1 six <Y,
IT(X/U) =
h='(h(y) —h(x)) altrament.

(iii) ([43], teorema 8) Si T conté un sumand ordinal arquimedia Tqyv a Uinterval [a,b] C [0,1],
amb generador additiu hqy : [a, b] — [0, +-00] llavors, en aquest interval, It ve donada per

It(x,y) = ] sia<x<y<bh,
X/y
La't])( lab (y) - ll.ab (X)) altrament.

Nota 4.1.13 Notem que, per les expressions anteriors, és facil veure que quan T és arquimediana no
estricta (és a dir, h(0) < oo, It és continua, mentre que per t-normes estrictes, amb h(0) = oo, It
no és continua al punt (0,0). En qualsevol cas, quan T té un sumand ordinal arquimedia Tqy, fixat
c €la,b[C]0,1[, com que hqp(c) < oo, la seccid 11(—, c) és estrictament decreixent a l'interval
[c, bl, prenent tots els valors de

lim It(x,c) = lim hgg(hab(c) —hap(x))=Db fins a It(b,c) =c,

x—c™t x—c™t

pero It no és continua quan b < 1 perque It(c,c) = 1.

4.1.2  Implicacions a partir d'uninormes de Umin, Umax i representables

De manera similar a 1’apartat anterior, a partir d'uninormes es poden definir dos tipus
d’operadors d’implicaci6. El primer tipus sera a partir d"'uninormes disjuntives, i obtindrem
les implicacions fortes.

Definici6 4.1.14 Siguin U una uninorma disjuntiva i N una negacio forta , I'operador donat per
Tun(x,y) = U(N(x),y) per a tots x,y € [0, 1] 4-3)

és una funcié d'implicacid, anomenada la implicaci6 forta de Ui N.
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Per la definici6 de Iy n, i com que U és commutativa, podem assegurar que Iy N satisfa
el principi d’intercanvi i la contraposicié respecte de N, com podem veure a la proposicié
segient.

Proposicié 4.1.15 Siguin U una uninorma disjuntiva, N una negacio forta i Iy N la implicacié
forta de Wi N. Llavors Iy N satisfa la contraposicié respecte de N i satisfa el principi d’intercanvi.

De manera semblant a I'apartat anterior, es pot definir un operador emprant la propietat
de residuaci6 a partir d’'uninormes.

Definicié 4.1.16 Sigui U una uninorma. L'operador residual de U és I"operador donat per
Ru(x,y) =supi{z € [0,1] | U(x, z) < y} per a tots x,y € [0, 1]. (4-4)

Mentre que l'operador definit a (4.3) és sempre una implicaci6, 'operador residual
d’una uninorma no ho és sempre. En aquest sentit, tenim la segiient condici6é necessaria i
suficient.

Proposici6 4.1.17 ([37], proposicié 7) Sigui U € U(e). L'operador binari definit a (4.4) és una
implicacié si i només si, per a tot z € [0,1[, U(0,z) = 0 (o equivalentment, per a tot z €le, 1[,
u(o,z) =0).

Nota 4.1.18 A la condicié de la proposicié anterior, no queda determinat el valor de U(0,1). Es
evident que totes les uninormes conjuntives verifiquen aquesta condicié, pero també la verifiquen
algunes uninormes disjuntives. Per exemple, les uninormes representables, pero també, com veurem
més endavant, algunes uninormes idempotents i algunes uninormes de Ucos.

Ara podem definir la implicaci6 residual d’una uninorma de la manera segtient.

Definicié 4.1.19 Sigui U una uninorma tal que satisfa U(0,x) = O per a tot x < 1. La implicacié
residual (o la R-implicacié) de U és I'operador donat per

Iu(x,y) =sup{z € [0,1] | U(x,z) <y} pera tots x,y € [0, 1]. (4-5)
Tenim les propietats segiients de les implicacions residuals sobre una uninorma U.

Proposicié 4.1.20 ([39]) Sigui U una uninorma conjuntiva i Iy la seva implicacié residual. Per a
tots x,y,z € [0, 1] tenim

(i) La segona seccio de 1y és continua per la dreta,
(i) y < Tulx, U(x,y)),

(iii) Si U és continua per I'esquerra se satisfa:

— La propietat de residuacié: U(x,y) < z si i només siy < Iy(x, z).

La primera seccié de 1y és continua per I'esquerra

Iy satisfa el principi d'intercanvi Iy (x, Iu(y, z)) = Iu(y, lu(x, z)),
U(x, Iu(x,y)) <y,
Tu(U(x,y),z) = Tulx, luly, z)).

En aquesta part ens dedicarem a esmentar els resultats coneguts sobre implicacions
residuals d"uninormes de les classes de Umin, Umax 1 representables (excloent les que siguin
t-normes o t-conormes, ja que les hem tractat a la secci6é anterior), resultats publicats a

[37, 3811 [39]-
Per a les uninormes de Ui, tenim el resultat segiient.
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Teorema 4.1.21 ([37], teorema 4) Sigui U = (T, e, S)min. Aleshores la seva implicacié residual
Iy ve donada per

1 si0<x<eix<y
elt (%,Y4) sio<x<eix>y
Iulx,y) =19y siy<e<x (4.6)
e sie<y<x
e+ (1—e)Rs (F=5,¥==) sie<x<y

L’estructura d’aquestes Iy, es pot veure a la figura 26.

It

Figura 26. Estructura de la implicaci6 residual Iy; d’'una uninorma U de Upi, amb element neutre
O<e< .

Per a uninormes representables, es va caracteritzar la seva implicaci6é residual en el
resultat segtient.

Teorema 4.1.22 ([37], teorema 5) Sigui U = (h, e)rep. Aleshores la seva implicacié residual Ty
ve donada per

h1(h(y) —h(x)) si(xy) € 0,112\ {(0,0),(1,1)}

1 altrament.

IU(X/y) =

La relacié entre les implicacions residuals i les implicacions fortes, es va estudiar per al
cas d"uninormes representables, obtenint aquest resultat.

Proposicié 4.1.23 ([37], proposici6 9) Siguin U = (h, e)rep disjuntiva, i U* = (h, €)rep con-
juntiva. Llavors la igualtat segiient se satisfa
I = Tu = TuNyg,
on Ny és la negacié associada a U, és a dir Ny (x) = h=1(—h(x)), per a tot x € [0, 1].
Quant a la contraposici6 i el principi d'intercanvi, gracies a la proposicié anterior i la
proposicié 4.1.15 tenim el corollari segiient per a uninormes representables.

Corolari 4.1.24 Sigui U = (h, e)rep, i Iu la seva implicacié residual. Llavors Iy satisfa la
contraposicio respecte de Ny i el principi d'intercanvi.
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4.2 IMPLICACIONS FORTES

En aquesta secci6 estudiarem propietats relatives a les implicacions fortes definides a partir
d’uninormes disjuntives. Primer comengarem donant 1’estructura de les implicacions fortes
derivades d’'uninormes de la classe de U.qs, 1 a continuacié estudiarem la distributivitat
d’aquestes implicacions sobre uninormes disjuntives i conjuntives.

4.2.1 A partir d'uninormes de Ucos

Com hem vist a I'apartat anterior, per poder tenir una implicaci6 forta a partir d'una
uninorma U i una negacio forta N, necessitem que la uninorma sigui disjuntiva. Notem
que, per a una uninorma U € Ucys, U és disjuntiva si i només si tenim un dels casos
seguents:

a) U = (0,T,B, (R, €e))cosmin, amb & = 0 (conseqiientment només una t-norma T és
necessaria a la seva expressio), i U(1,0) = 1.

b) u= <(R/ e)/Y/ S// 6/ SN)Cos,max; amb U(],O) =1

En ambdds casos, 1'estructura general de la implicaci6 forta derivada a partir d’aques-
tes uninormes es pot calcular facilment i les donem en les dues proposicions segtients,
respectivament. Les demostracions en ambdues proposicions sén calculs.

Proposici6 4.2.1 Si U = (0, T, 3, (R, €))cos,min €5 una uninorma disjuntiva de Ucos min, [lavors
Iu,N ve donada per

BT (N5 ) six e [N(B),1]iy € [0,p]
(x)— — : :
funixy) — 4 BTO=BR(MEEE AR six €l NBI Ty 1B 11
1 six=00y=1
min(N(x),y) altrament.

Proposici6 4.2.2 Si Ul = ((R,e),, S8, S//>cos,max és una uninorma disjuntiva, llavors Iy N ve
donada per

v (5-v)s (MY 1Y) sixe ING),N(Y)] iy € by, 8
5+ (1-8)s" (M2, 4=8) sixe 0N iy e s, 1]

unloy) = SRS six €IN(y),1[iy €10,¥[
0 six=1,ye€0,v[, oy =0,x €]N(8),1]
00 max(N(x),y) si (x,y) =(1,8) o (x,y) = (N(9),0)
max(N(x),y) altrament.

Es pot observar 'estructura general de Iy n on U € Ucosmin 1 U € Ucos max a les figures
27 1 28, respectivament.
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1
R N(x)
B
y T
0 N(B) 1

Figura 27. Iy Ny amb U € Ucos min, ON els operadors Ri T de la figura sén aplicats al parell (N(x),y).

1
S//
Y
b 'y
S/
Y
N(x) R
@
0 N(8) N(v) 1

Figura 28. Iy N amb U € Ucos,max, on els operadors R, S i S” sén aplicats al parell (N(x),y).

4.2.2  Distributivitat d'implicacions fortes sobre uninormes

La propietat que volem estudiar, com hem comentat al problema 2 de la introduccio, és la
distributivitat de funcions d’implicacié sobre uninormes conjuntives i disjuntives, és a dir,
per al cas d’implicacions fortes:

IU,N (uc (X/y)r Z) = ud(IU,N (X/ Z)/ IU,N (U/ Z)) (47)

per a tots x,y,z € [0,1], on U i Ug sén uninormes, tals que U, és conjuntiva i Ugq és
disjuntiva. Aquesta mateixa equaci6 ha estat resolta per t-normes i t-conormes a [95], tant
per a implicacions fortes com per a residuals. Pero en ambdds casos les tiniques solucions
apareixen quan la t-norma és el minim i la t-conorma és el maxim.

En aquest apartat resoldrem aquesta equaci6, considerant la uninorma U d’una de les
classes descrites als preliminars, i les t-normes i t-conormes associades a U, i Ug sén
continues, i veurem com apareixen noves solucions no trivials fins i tot per a t-normes.

Primer, tenim el resultat segiient, que fara essencials els resultats de la secci6 de distribu-
tivitat.
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Teorema 4.2.3 Siguin U, U i Ug uninormes, amb U i U, disjuntives, U, conjuntiva, N una
negacid forta i Iy,N la implicacié forta de U i N. Tenim que Iy N, U i Uq satisfan I'equacio (4.7)
si i només si U i Ug sén N-duals i U és distributiva sobre Ugq.

DEMOSTRACIO: Suposem primer que Iy N, Ue i Ug satisfan l'equacié (4.7). Basta posar
z = e en aquesta equaci6 i obtenim

IU,N (uc (X/y)r 6) = ud(IU,N (X, e)/ IU,N (U, e))
Es a dir, com que Iy n(x,e) = U(N(x), e) = N(x), tenim
N(Uec(x,y)) = Ua(N(x),N(y)),

Aixo implica que U i Ug sén N-duals. A més a més, d’aquesta dualitat tenim, per una
banda
Tun(Ue(x,y),2) = UN{Uce(x, 1)), 2) = U(Ua(N(x),N(y)), 2)

i, per una altra
ud(IU,N (X/ Z)/ IU,N (y/ Z)) = Ud(U(N(X), Z)/ U(N(y), Z))

Com que l'equaci6 (4.7) és certa, obtenim la distributivitat de U sobre Ug.
Reciprocament, si U i Ug sén N-duals, tornant enrere els raonaments anteriors, podem
veure que la distributivitat de U sobre Uq4 implica 'equaci6 (4.7). O

Llavors, per tenir les solucions de (4.7), hem de resoldre 'equacié de distributivitat (D),
d’una uninorma disjuntiva U sobre una uninorma disjuntiva Ug:

u(xl ud(‘J/ Z’)) = U—d(u(X/U)/U(X; Z’)) (48)

per a tots x,y,z € [0, 1]. A continuaci6 adaptarem els resultats del capitol de distributivitat
per a una uninorma U distributiva sobre U4, ambdues disjuntives. Per fer-ho, distingirem
els casos segiients:

e U és una t-conorma, S.
¢ Ug és una t-conorma (i conseqiientment U, és una t-norma).

¢ Ui Uy sén uninormes amb elements neutres e i eq respectivament, de manera que
e,eq €10, 1[.

Cas U t-conorma

En aquest cas, considerem S una t-conorma, N una negaci6 forta, Is N la implicaci6 forta
generada per Si N, U, una uninorma conjuntiva i U4 una disjuntiva. Per resoldre 1’equacié

IS,N (uc (X/U)/ Z) = ud(IS,N (X/ Z)/ IS,N (U; Z)) (49)

per a tots x,y,z € [0, 1], només necessitem trobar quines t-conormes S sén distributives
sobre la uninorma disjuntiva Ug4. Aquest problema 1’hem resolt al capitol anterior, a la
subseccid 3.2.3, obtenint com a resultat final el teorema 3.2.32, i de les solucions d’aquest
teorema podem deduir el resultat segtient.
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Teorema 4.2.4 Siguin S una t-conorma, N una negacio forta i Is N la implicacié forta de S
i N. Siguin U. una uninorma conjuntiva i Ugq una disjuntiva amb elements neutres e. i eq
respectivament. Llavors, Is N, Uc i Ug satisfan I"equacié (4.9) si i només si Ug és una uninorma
idempotent de Umax, Uc 1 Ug sén N-dualsi S = ({0, eq, S1), (eq, 1,S2)), on Sy i S sén t-conormes
qualssevol.

Nota 4.2.5 A la figura 29 podem observar 'estructura de S, U¢ i Ug, de manera que Is N, Uc 1
Ugq satisfan I'equacié (4.9).

max Sy max max
€d €d
Sq max min max
€4 €q
min max
N(eq)
min min
N(eq)

Figura 29. Estructura general d'una t-conorma S (dalt, esquerra), una uninorma disjuntiva Ug
(dalt, dreta) i una uninorma conjuntiva U, (baix), de manera que Is N, U i Uq4 satisfan
I'equacié (4.9), essent ec = N(egq).

Cas Ug t-conorma

Ara considerarem el cas en que U sigui una uninorma disjuntiva amb element neutre
e €10,1[, N una negaci6 forta, Iy n la implicaci6 forta generada per Ui N, T una t-norma,
i S una t-conorma. De nou, per resoldre 1'equacié

Iun(Tx,y),z) = S(Tun(xz), lunN(y,z)) (4.10)

per a tots x,y,z € [0,1], només haurem de cercar quines uninormes disjuntives U sén
distributives sobre una t-conorma S. En el nostre estudi, hem resolt aquest problema a la
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subsecci6 3.2.1. De les solucions del teorema 3.2.19 i 3.2.18 podem deduir totes les solucions
de I'equaci6 (4.10).

Teorema 4.2.6 Sigui U una uninorma disjuntiva amb element neutre e €10, 1[ que és idempotent,
de Umax, representable, o de Ucos. Siguin N una negacio forta, Iy N la implicacid forta generada per
Wi N, T una t-norma, i S una t-conorma continua. Llavors, Iy N, T i S satisfan I'equacié (4.10) si
inomés si T 1S son N-duals i tenim algun dels casos segiients:

(a) S =max, T = min,

(b) S és estricta, U és representable, i si s és el generador additiu de S satisfent s(e) =1, llavors
s és també un generador multiplicatiu de U,

(c) U = (0,T,B, (R e))cosmin I existeix una t-conorma estricta S* tal que el seu generador

additiu amb s (?:E) =1 és també un generador multiplicatiu de Ri S = ((3,1,5*)).

(d) U={(R,e),y, S5, S">Cos,max i existeix una t-conorma estricta S* tal que el seu generador
additiu amb s (%) =1 és també un generador multiplicatiu de Ri S = ((0,v, S*)).

Nota 4.2.7 Notem que només les solucions quan considerem implicacions derivades de t-conormes
requereixen que T i S siguin el minim i el maxim. Pel contrari, aqui tenim implicacions fortes que
satisfan (4.10) amb T i S estrictes, i, T i S sumes ordinals.

Cas U i Uy uninormes

Ara, U denotara una uninorma disjuntiva amb element neutre e €10, 1[, N una negaci6
forta, i Iy,n la implicaci6 forta generada per U i N. També, U, denotara una uninorma
conjuntiva i Ugq una disjuntiva amb elements neutres e. i eq, respectivament, tals que
0 < ec,eq < 1. Ara, per resoldre 1'equacié

Tun(Uc(x,y),2) = Ua(Tun(x, 2), Tun (Y, 2)) (4.11)

per a tots x,y, z € [0, 1] necessitem trobar quines uninormes disjuntives U sén distributives
sobre uninormes disjuntives Ug4. Es a dir, voldrem estudiar I’equacié de distributivitat

U(x, Ug(y,z)) = Ua(U(x,y), U(x,2)) (4.12)

per a uninormes disjuntives. Aquesta equaci6 (sense la restricci6 de que U i Uy siguin
disjuntives) s’ha resolt a la subsecci6 3.3.1. A continuacié adaptarem els resultats obtinguts
als teoremes 3.4.12, 3.4.23 i 3.4.33 per a uninormes disjuntives.

Teorema 4.2.8 Siguin U = (T,e,S) € Uige U Umax U Urep U Ucos disjuntiva, N una negacio
forta i Iy N la implicacié forta generada per U i N. Siguin U, = (T, ec, Sc) conjuntivai Ug =
(Ta,eq, Sa) disjuntiva de Uys. Llavors Iy N, Ue i Uq satisfan I'equacié (4.7) si i només si U i
Ugq sén N-duals, i tenim algun dels casos segiients:

(1) Wilg € Uige, diguem U = (g, €)ige | Ua = (ga, €d)ide, tespectivament, i
(a) Sie < eq, llavors
1. g(x) < gal(x) per a tot x € 0,1].
2. Sig(x) < ga(x) llavors ga(x) =eq i x < eq.
3. Si existeixen x i z satisfent g(z) = ga(z) = x i g(x) = ga(x) = z, llavors
U(x,z) = Uq(x,2).
(b) Sie=egq, llavors U = Ug.
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(c) Sie> egq, llavors
1. ga(x) < g(x) per a tot x € [0, 1].
2. Sigq(x) < g(x) llavors ga(x) = eqix > eq.
3. Si existeixen x i z satisfent g(z) = ga(z) = x i g(x) = galx) = z, llavors
U(x,z) = Uqa(x, z).

(i) U e umaX/ ud € uicle i
(a) Sie < egq,llavors Ug € Umax i U ve donada per

eT (3. ¥) si (x,y) € [0, ¢]
e+ (eq—e)S ( x—e H_€ ) si (x,y) € e, eql?

eq—e’ eq—e

eqa+(1—eq)S” (X’ed y_ed) si (x,y) € [eq, 1%

17651/ 176(1

LHX/U):

max(x,y) altrament.

(b) Sie > egq, llavors U ve donada per

eal’ (ée%) si (x,y) € 0, eal?
eatle—ea)T' (350,122 si(x,y) € leq el
UDGY) =g et (1-e)s (3¢, 4=¢) si (x,y) € [e, 112
min(x,y) si min(x,y) < eqg < max(x,y) <e
max(x,y) altrament,

ilUq igq son comal lema 3.4.8.

(iii) U= {((R,e),7,S,8,S" Yeosmax, i Ua € Ues i se satisfa:

-€azv,

- Uleq, eq) = eq,

— existeix una t-norma T tal que R és distributiva sobre T (que vol dir, T =min o T és
estricta i, si t és el generador additiu de T satisfent t(3) = 1 llavors % és també un
generador multiplicatiu de R),

— Se satisfa un dels casos segiients:

(i) eq < &1illavors Uq ve donada per I'equacio (3.19), o
(ii) & < eq i llavors Uq ve donada per I'equacio (3.20).

(iv) U= <0/ T, B, (R, e)>cos,min/ Ug € Ues, 1 se Satisfﬁ

- eq<B,

- Uleq, eq) = eq,

— existeix una t-conorma S tal que R és distributiva sobre S (que vol dir, S = max 0 S és
estricta i, si s és el generador additiu de S satisfent s( ?:E ) =1, és també un generador
multiplicatiu de R),

- Ugq ve donada per

B+(1-)S (F=5,4=8) si(ey) €181
Uqa(x,y) = min(x,y) si min(x,y) < eq I max(x,y) <1

max(x,y) altrament.
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u .
u d t-conorma uninorma
U4q = max
t-conorma teorema 4.2.4
Veure [95]
uninorma teorema 4.2.6 teorema 4.2.8

Taula 7. Resultats de la distributivitat d’implicacions fortes sobre uninormes.

Tots els resultats de 1’equacié de distributivitat d’implicacions fortes sobre uninormes
(4.7) es resumeixen a la taula 7.

4.2.3 Altres distributivitats

Per acabar amb aquesta seccid, estudiarem diverses equacions de distributivitat, relaciona-
des amb l'estudiada a I’apartat anterior. Aquestes equacions també es varen estudiar a [13]
per al cas de t-normes i t-conormes. Aquestes equacions son les derivades de les segiients
equivalencies de la logica classica:

PVag) —=r=[p—=1)A(q—r1),
p—(@AT) = =)\ —T1),
p—=@Vr=pP—qVip—r).

En el nostre context, esdevenen, respectivament,

Iun(Ualx,y),z) = Uc(Tun(x, z), Tun(y, 2)), (4.13)
IU,N (XI LlC (U/ Z‘)) = ué (IU,N (X/U)/ IU,N (X/ Z‘))/ (414)
Tun (%, Ualy, z)) = Ug(Tu,n(x,y), Tun(x,2)). (4.15)

per a tots x,y,z € [0, 1]. Notem que l'equaci6 (4.15) és dual de 1’equaci6 resolta a I'apartat
anterior i pot ser facilment resolta a través de dualitat. Efectivament, siguin Iy n una
implicaci6 forta i Ug, U, uninormes disjuntives. Llavors I, U4 i U/ satisfan I'equaci6 (4.15)
si i només si

Tu,N (N(x), Ua(N(y), N(z))) = Ug(Tu,n (N(x), N(y)), Tu,n (N(x), N(z)))

per a tots x,y,z € [0, 1]. Aix0 és equivalent a

Tu,N (N(x), N(Uc(y,2))) = Ug (Iu,n (N(x), N(y)), Tu,n (N(x), N(z2)))

on U, és la uninorma N-dual de Ugy. Com que Iy N és una implicacié forta, satisfa
la contraposicié respecte de N (veure proposicié 4.1.15) i llavors I'equacié anterior és
equivalent a

I[(Uec(y, 2),x) = Ug(I(y,x), I(z,x))

que és exactament (4.7). Llavors, les solucions de I'equaci6 (4.15) deriven directament del
teorema 4.2.8, com segueix.
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Teorema 4.2.9 Siguin U = (T,e,S) € Uige U Umax U Urep U Ucos disjuntiva, N una negacio
forta i Ty,N la implicacid forta generada per U i N. Siguin Uq = (Tq,eq,Sa) i Uy = (Ty, e:i/,S'd>

disjuntives de Us. Llavors Ty N, Ugq i U;i satisfan I'equacié (4.15) si i només si Uqg = Uy ies
verifica un dels quatre casos del teorema 4.2.8.

Respecte a les equacions (4.13) i (4.14), sén duals l'una de l'altra, i per tant només
necessitem resoldre una d’elles, ja que 'altra restara solucionada per dualitat. Ens centrarem
en l'equaci6 (4.13). De manera similar al cas estudiat a la seccié anterior, obtenim la
caracteritzacio segiient.

Teorema 4.2.10 Siguin U = (T, e,S) disjuntiva, N una negacié forta, Iy n la implicacié forta
de Wi N, Ug = (Tqg,eq,Sa) disjuntiva i U, = (T¢, e, Sc) conjuntiva. Llavors, Iyn, Ug 7 U
satisfan I’equacié (4.13) si i només si Uc i Ugq son N-duals i U és distributiva sobre U.

DEMOSTRACIO: Similar a la demostracié del teorema 4.2.3. O]

Ara, per tant, el problema és resoldre la distributivitat d"'una uninorma disjuntiva sobre
una conjuntiva, és a dir,

U(x, Uc(y,z)) = Uc(U(x,y), U(x,z)) peratots x,y,zel0,1]. (4.16)

on U és una uninorma disjuntiva i U és conjuntiva.
Distingirem els casos en qué U o U, siguin t-normes o t-conormes.

Cas U t-conorma

En aquest cas, no tindrem solucions, ja que segons el teorema 3.2.32, no hi ha cap t-conorma
distributiva sobre uninormes conjuntives.

Cas U, t-norma

En aquest cas, pels resultats de la secci6 3.2.2, tenim les solucions segtients.

Teorema 4.2.11 Siguin U = (T,e,S) € Uige U Umax U Urep U Ucos disjuntiva, N una negacio
forta i Ty,N la implicacié forta generada per U i N. Siguin S una t-conorma i T una t-conorma.
Llavors Ty,n, T i Uq satisfan I'equacié (4.13) si i només si S i T sén N-duals, i tenim algun dels
€asos segiients:

(i) T=Twm.

1

(i) W € Urep, T és estricta, i si T és el generador additiu de T satisfent t(e) = 1, llavors | és

també un generador multiplicatiu de L.

(iii)) W = (0, T, B, (R, e))cosmin, I existeix una t-norma estricta T* tal que el seu generador

additiu t satisfent t (f:g) =1, és tal que 1 també és un generador multiplicatiu de R, i
T=((B,1,T%).
(iv) U = ((R, e),y,S',é,S”>Cos,max, i existeix una t-norma estricta T* amb el seu generador

additiu t satisfent t (%) = 1 és tal que | també és un generador multiplicatiu de R, i
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Cas U i U, uninormes

En aquest cas, els elements neutres e i e sén ambdés a 0, 1[. Restringint els resultats de
la secci6 3.4 per al cas en que U; sigui disjuntiva i U, conjuntiva, no s’obté cap solucié.
Distingim els diferents casos a continuacio.

(i) Quan les uninormes U i U, sén com al cas (i) del teorema 3.4.12. Es evident que el
cas (b) no és solucié, ja que implicaria que U = U, que no pot ser ja que una és una
uninorma conjuntiva i l'altra disjuntiva.

Per al cas e < e, com que U, és conjuntiva, tindriem que g.(0) = 1, i com que
U és disjuntiva, g(1) = 0. Ara, com que gc(1) > g(1), pel punt 2., si gc(1) > g(1),
tindriem que 1 < e, que no pot ser, i llavors tenim g.(1) = 0. Raonant també amb
aquest punt, obtenim que si g(0) < 1, llavors g.(0) = e. = 1, que és contradiccié
amb el que suposem des d'un comengament. Llavors tindriem que g.(0) = g(0) =1
igc(1) =g(1) =0, amb la qual cosa obtindriem, pel punt 3. que U(0, 1) = U.(0, 1),
arribant una contradiccié amb el fet de que una uninorma sigui conjuntiva i l’altra
disjuntiva. Per tant el cas (i)-(a) no déna cap solucié.

Per al cas e. < e, raonant de manera semblant al cas (1), com que U, és conjuntiva,
tindriem que g.(0) =1, i com que U és disjuntiva, g(1) = 0. Com que ¢(0) > g.(0) =
1, pel punt 1., tenim que g(0) = 1. També, pel mateix punt g(1) =0 > g.(1), obtenint
també g(1) = gc(1) = 0. Ara, pel punt 3. arribem a U(0,1) = U.(0,1), una altra
vegada contradient el fet de que una uninorma sigui conjuntiva i 'altra disjuntiva.
Per tant el cas (i)-(c) tampoc déna cap solucid.

(ii) Siles uninormes Ui U, sén com al cas (ii), tampoc arribem a tenir solucions, ja que
al cas (ii)-(a) la uninorma U, necessita ser de Umay, i per tant no és conjuntiva, i al cas
(ii)-(b) també es tendria que U.(0,1) =1, que no pot ser a una uninorma conjuntiva.

(iif) Al cas (iii), U ha de ser de Umin, i en aquesta classe no hi ha uninormes disjuntives.

(iv) Si la uninorma disjuntiva U és disjuntiva a Ucosmax, podriem utilitzar el teorema
3.4.23, perd en aquest cas U mai pot ser conjuntiva, pels corollaris 3.4.20 i 3.4.22. Per
tant aqui tampoc apareixen solucions.

(v) Sila uninorma disjuntiva U és disjuntiva a Ucesmin, €s a dir U = (0, T, 3, (R, €))cos,min,
tampoc obtenim solucions. Primer de tot, notem que perque U sigui disjuntiva de
Ucos,min €5 Necessari que « = 0. Ara, si tenim el cas del corollari 3.4.30, arribem a
que U, hauria de ser disjuntiva, cosa que déna una contradiccié. Si tenim el cas del
corollari 3.4.32, tindriem que U, és una t-conorma, que ens déna una contradicci6, ja
que U, I'hem considerat conjuntiva.

Per tant, no hi ha cap uninorma U disjuntiva distributiva sobre U, conjuntiva, per als
casos que considerem, sempre que els elements neutres de U i U, siguin e,e. €10, 1[.

4.3 IMPLICACIONS RESIDUALS
4.3.1 A partir d'uninormes idempotents

A continuaci6 farem l’estudi de les implicacions residuals a partir d"'uninormes idempotents.
A [38] es donen resultats parcials per a implicacions residuals definides a partir d"'uninormes
idempotents continues per I'esquerra o per la dreta. En aquesta secci6 donarem els resultats
generals, sense tenir en compte cap tipus de continuitat lateral.

Comencem restringint el resultat de la proposici6 4.1.17 per a uninormes idempotents.
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Proposici6 4.3.1 Sigui U = (g, e)iqe- Lu és una funcié d'implicacio si i només si g(0) = 1.

DEeMOSTRACIO: Es clar que U(0,z) = 0 per a tot z € [0,1[ si i només si g(0) =1, i basta
aplicar la proposici6 4.1.17. O

Nota 4.3.2 Notem que les uninormes idempotents verificant la condicié anterior poden ser tan
conjuntives com disjuntives.

Ara donem l'estructura general d’una implicaci6 residual definida a partir d’una uninor-
ma idempotent. El resultat inclou el teorema 8 de [38] com un cas particular, ja que en dit
resultat s’estudia per a uninormes idempotents continues per I'esquerra o per la dreta.

Teorema 4.3.3 Sigui U = (g, e)ige amb g(0) = 1. La implicacié residual Iy, ve donada per:

min(g(x),y) siy<x

Iu (XIU) = (417)

max(g(x),y) siy=x.

DEMOsTRACIO: Dividim la demostracié en quatre casos.

* Quany < xiy < g(x). En aquest cas, tenim U(x,y) = min(x,y) = y. Si agafem z
satisfent y < z, tindrem U(x, z) € {x,z} > vy, i llavors

Iu(x,y) =sup{z € [0,1]| U(x,z) <y} =vy.

e Siy <xiy > g(x). Si agafem z tal que z < g(x) < y < x, tindrem U(x,z) =
min(x,z) = z < y; pero si z satisfa g(x) < z, llavors U(x,z) = max(x,z) > x >y, i
podem concloure que

Iu(x,y) =sup{z € [0,1] | U(x,z) <y} =g(x).

e Siy > xivy > g(x). Ara, U(x,y) = max(x,y) = y. Pero si agafem z satisfent
g(x) <y < z, llavors U(x,z) = max(x,z) = z >y, i aleshores

Iu(x,y) =sup{z € [0,1]| U(x,z) <y} =vy.

* Quany > xiy < g(x). En aquest cas, si agafem z satisfent z < g(x) llavors U(x,z) =
min(x,z) = x <y, pero si z satisfa y < g(x) < z, llavors U(x,z) = max(x,z) =z >y,
i podem dir
Tu(x,y) =supi{z € [0,1] | U(x,z) <y} = g(x).

Ara, dels passos anteriors, ’expressio (4.17) segueix facilment. O

Com a conseqiiencia del teorema anterior obtenim el corollari segiient.

Corollari 4.3.4 Totes les uninormes idempotents amb el mateix element neutre e i la mateixa funcié
associada g, amb g(0) = 1, tenen la mateixa implicacié residual, donada per I'expressié (4.17).

Nota 4.3.5 Notem que el corollari anterior no déna contradiccié amb el teorema 8 de [38], ja que
alla I'expressio del cas (ii) és realment la mateixa que els casos (i) i (iii), que també coincideix amb
I'expressio (4.17).
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Exemple 4.3.6 Ara podem donar I'expressié de Iy quan U és una uninorma idempotent i membre
de Umin. En aquest cas, la funcié associada a U és

1 six<e
g(x) =
e six>e
iIuéS.’
y siy<xiy<e
e siy<xiy>e
IU(X/y):

Yy siy=xix>e

siy=>xix<e

que es pot observar a la figura 30.

e

Figura 30. Iy quan U és una uninorma idempotent de Upn.

La proposici6 segiient es pot derivar per resultats de [38] i també es pot deduir trivialment
del teorema 4.3.3.

Proposici6 4.3.7 Siguin U = (g, e)iqe amb g(0) =1, i Iy la seva implicacio residual. Llavors
(i) Tu(e,y) =y per tot y € [0,1].
(it) Tu(x,y) =2 esix <y

(iii) (Modus Ponens) U(x, Iy (x,y)) <y per tot (x,y) € [0, 112 si i només si U és continua per
I'esquerra, i en aquest cas, U és conjuntiva.

Proposici6 4.3.8 Siguin U = (g, e)iqe amb g(0) =1, i Iy la seva implicacio residual. Llavors

(1) Tul(x,.) és continua per la dreta, mentre que 1y (.,y) és continua per I'esquerra si i només si
ho és g.

(i) Ty(x,x) = max(x, g(x)).
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(iii) Tu(x,y) > ysiinoméssiy>xo(y<xiy<gx))
(iv) Tu(x, g(x)) = g(x).
(v) Tulx, e) = g(x).
DemMosTRACIO: Tots els resultats es desprenen del teorema 4.3.3 O

Un cas especial, que caracteritzem d’algunes maneres en les proposicions segiients, és
quan la funci6 associada g és una negaci6 forta N. Es especialment interessant, ja que en
aquest cas tenim un munt de bones propietats.

Proposici6 4.3.9 Siguin U = (g, e)iqe amb g(0) = 1, Iy la seva implicacio residual i N : [0,1] —
[0, 1] una negacié forta. Llavors

Iu(x,e) =N(x) pertot xel0,1]
si i només si g = N. A més a més, en aquest cas tenim

Iu(x,N(x)) = N(x) pertot xe€l[0,1]. (4.18)
DEMOSTRACIO: Se segueix dels punts (iv) i (v) de la proposicié anterior. O

Nota 4.3.10 La propietat descrita a l'expressio (4.18) ha estat estudiada recentment a [19] per
implicacions residuals de t-normes, degut a la seva aplicabilitat al camp d’estudi d’indicadors de
grau d’inclusié construits a partir d’implicacions.

Una altra propietat també satisfeta quan g = N és una negaci6 forta, és la contraposicié
respecte de N.

Aquesta propietat ha estat estudiada a [38] pels casos d'uninormes idempotents continues
per 'esquerra i per la dreta. Pel cas general tenim la proposicié segiient.

Proposici6 4.3.11 Siguin U = (g, e)ige amb g(0) = 1, Iy la seva implicacié residual i N una
negacio forta. Llavors Iy té contraposicio respecte de N si i només si g = N.

DEMOSTRACIO: Quan g = N, per una banda tenim:

min(N(x),y) siy<x
IU(XIU) =
max(N(x),y) siy=>x

i per l'altra

min(N(N(y)), N(x)) si N(x) < N(y)
max(N(N(y)),N(x)) siN(x) > N(y)

min(y,N(x)) siy<x

max(y,N(x)) siy=>x

i aix0 demostra que Iy té contraposicié respecte de N.
Reciprocament, demostrem primer que N(e) = e. Tenim, emprant que Iy té contraposicié
respecte de N,
e =Tu(e e) = Tu(N(e),N(e)) = max{g(N(e)), N(e)}.
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Ara, si N(e) > g(N(e)), la igualtat anterior ens diu que e = N(e). Si N(e) < g(N(e)), llavors
g(N(e)) = ei N(e) < e. Conseqiientment, per tot x € (N(e), e) tenim g(x) = e i també
N(x) € (N(e), e) i podem escriure que

x = Iu(e,x) = Tu(N(x),N(e)) = min(g(N(x)), N(e)) = N(e)

que déna una contradicci6.
Llavors, emprant que N(e) = e, tenim per tot x € [0, 1]

g(x) =Tu(x,e) = Tu(N(e),N(x)) = Tu(e, N(x)) = N(x). O

Exemple 4.3.12 Considerem la negacio forta N(x) = 1 —x i la uninorma continua per la dreta
u=(N, %>id€. En aquest cas tenim

min(x,y) siy<1l—x
u(xly) =

max(x,y) siy>1—x

i la seva implicaci6 residual

min(1—x,y) siy<x
IU(X/U) =
max(1 —x,y) siy=>=x

satisfa la contraposicié respecte de N per la proposicio anterior. Aquesta implicacié residual es pot
observar a la figura 31.

1
Y
1 _ _
5 1—x 1—x
Yy
0 1 1

Figura 31. Iy amb U= (N, 1), iN(x) =1-x.

ide

En la proposici6 segiient es relaciona la implicaci6 residual de certes uninormes continues
per la dreta o per l'esquerra amb una implicaci6 forta concreta.

Proposici6 4.3.13 [38] Siguin N una negacié forta i U, (Uy) la uninorma continua per la dreta
(esquerra) amb N com a funcié associada. Llavors les igualtats segiients son certes:

Iur,N = Iur = Iul.
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Pel corollari 4.3.4 queda clar que el resultat anterior es pot generalitzar per qualsevol
uninorma idempotent U = (g, e);qe com segueix.

Proposici6 4.3.14 Siguin N una negacio forta, i U = (N, e);z. Llavors la igualtat segiient se
satisfa:
IUT,N = Iu.

A més a més, es pot demostrar una versié més general d’aquest resultat.

Proposici6 4.3.15 Siguin N una negacio forta i U = (g, e)iqe. Llavors Iy,n = Iy si i només si
g = N i U és continua per la dreta.

DEMoOsSTRACIO: Sig = N iU és continua per la dreta, tenim U = U, i la proposicié anterior
demostra que Iy n = Iy. Reciprocament, si Iy, n = Iy tenim per un costat

Tun(x, ) = U(N(x), e) = N(x)
i per 'altre, emprant la propietat (v) de la proposici6 4.3.8,
Tu(x e) = g(x).

Llavors g(x) = N(x) per tot x € [0, 1]. A més a més aplicant Iy,n(x,x) = Iy(x, x) per tot x
obtenim, emprant ara la proposici6 4.3.8 (ii),

U(N(x),x) = max(N(x), x)
seguint d’aqui la continuitat per la dreta de U. O

Per acabar aquesta seccid, estudiarem el principi d’intercanvi (definici6 4.1.4).

Proposici6 4.3.16 Sigui U = (N, e);z, amb N una negacio forta. Llavors Iy verifica el principi
d’intercanvi.

DEMoOsTRACIO: Com es diu al corollari 4.3.4, si agafem dues uninormes amb la mateixa
funci6 associada, tenen la mateixa implicaci6 residual. Llavors, si agafem U, = (e, N):

min(x,y) siy < N(x)
ur(xry) =
max(x,y) siy > N(x).
Ara sabem que Iy = Iy, i, per la proposicié anterior, que Iy, N = Iu,. Llavors

Tu(x,y) = Tu, ~n(xy) = Ur(N(x),y).
Ara, emprant que U, és associativa i commutativa, tenim
Tu(x, Tu(y,z)) = Uy (N(x), U (N(y), 2)) = Ur (Ur(N(x),N(y)), z))
= Uy (Ur(N(y),N(x)),2z)) = U+ (N(y), Ur(N(x), z))
= Iu(y/ IU (X/ Z))/

per tot x,y,z de [0, 1]. 0

Totes les uninormes idempotents tals que les seves implicacions residuals satisfan aquesta
important propietat, incloent conseqiientment aquelles donades en la proposici6é anterior,
son caracteritzades en el teorema segiient.
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Teorema 4.3.17 Sigui U = (g, e)iqe amb g(0) = 1. Llavors Iy satisfa el principi d’intercanvi si i
només si la segiient propietat se satisfa:

si g(g(x)) < x peralgun x € [0,1], llavors x > e i g(x) =e. (4.19)

DEMOSTRACIO: Primer, suposem que Iy satisfa el principi d’intercanvi, i a € [0, 1] tal que
g(g(a)) < a. Ara dividim la demostracié en alguns casos.

¢ Primer notem que a # e perque g(g(e)) =e.

* Sia < g(a), llavors tenim g(g(a)) < a < g(a) i per un costat

Iu(a, g(g(a)))
(a)),

Iu(a,Tu(g(a),a)) = Iu(a, min(g(g(a)),a)) =
= min(g(g(a)), g(a)) = g(g

i per una altra banda
Iu(g(a),Tu(a, a)) = lu(g(a), max(g(a), a)) = lu(g(a), g(a))
=max(g(g(a)),g(a)) = g(a).
I llavors g(a) = g(g(a)), pero aixd ens duu a una contradiccid.

* Sia> g(a),llavors g(a) < g(g(a)) < a, i tenim per un costat

Iu(a, Tu(gla), glg(a)))) =Iula, g(gla))) = min(g(g(a)), g(a)) = g(a),
i per un altre,
Iu(g(a), Tula,g(g(a)))) = Tulg(a), min(g(a),g(g(a)))) = Tu(g(a), g(a))
= max(g(g(a)), g(a)) = g(g(a)).

I llavors g(a) = g(g(a)), que vol dir que g(a) =ei a > e, perque e és 1'tnic punt fix
de g.

En qualsevol cas, si Iy satisfa el principi d'intercanvi, satisfa (4.19).
Reciprocament, suposem que g satisfa (4.19). Com que Iy(x,y) € {g(x),y}, dividim la
demostraci6 en alguns casos depenent dels valors de Iy (x,z) i Iy (y, z).

1) Sily(y,z) =zilyly,z) =z Tenim:
Iu(x, Tuly,z)) = lulx, z) =z = Tu(y, z) = Tuly, lu(x, z))
i llavors el principi d’intercanvi se satisfa.
2) Iuly,z) =zilulx, z) = g(x). Llavors, per una banda tenim
Tu(x, Tuly,z)) = Tu(x,z) = g(x)

i per una altra
IU (U; IU(X/ Z)) = IU(U/ g(x))
Ara estudiem el valor de Iy (y, g(x)).

- Siz <y llavors Iy (y,z) = min(g(y),z) = z i conseqiientment z < g(u).
+ Si z < x llavors Iy (x, z) = min(g(x),z) = g(x) i aleshores z > g(x). Emprant
que g(x) <z<yig(x) <z<g(y) podem calcular el valor de Iy (y, g(x)):

Iu(y,g(x)) =min(g(y), g(x)) = g(x).
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+ Si z > x llavors tenim que x < z < ¢g(y) i x < z < y que vol dir que

g9(y) < g(x).
- Six # g(y) llavors x < g(y). Per definicié6 d'uninorma idempotent, aixd
vol dir que y < g(x) i llavors

Iu(y, g(x)) = max(g(y), g(x)) = g(x).

- Six = g(y) llavors g(y) < g(x) = g(g(y)) i tenim

min(g(y), g(g(y))) siglgly)) <y
max(g(y),g(g(y))) siglgly)) >y

_ {g(y) siglgly)) <y
g(gly)) siglgly)) >y

Tuly,g(x)) = Tuly, g(g(y))) =

Ara, emprant que g satisfa (4.19), si g(g(y)) < y, tindremy > e i
g(y) =e, d'on

Conseqiientment,

Iuly,g(x)) = glgly)) = g(x).

— Si z > y la demostracié és similar al cas anterior.

I en qualsevol cas Iy (y, g(x)) = g(x) i el principi d’intercanvi se satisfa.

3) Silu(y,z) =gly)ilu(x,z) =z Aquest cas és similar a I'anterior perque x i y juguen
un paper simetric a 'equacio (4.2).

4) Siluly,z) =gly)ilulx, z) = g(x). Tenim per una banda

Tu(x, Iu (U/ z)) = Tul(x, Q(U)),
i per una altra
Tu(y, Tu(x, 2)) = Tuly, g(x)).

- Six # g(y) iy # g(x), per definicid, si x > g(y) llavors y > g(x) pero y # g(x), i
aleshores si x > g(y) llavors y > g(x). De manera similar, tenim que siy > g(x),
llavors x < g(y). Es a dir, y > g(x) si i només si x > g(y). Llavors,

_ Jmin(g(x),g(y)) six>g(y)

Tu(x, g(y)) =
max(g(x),g(y)) six <g(y)
_ Jmin(g(x),g(y)) siy > g(x)

Tu(y, g(x)) =
max(g(x),g(y)) siy<g(x)

son iguals, i el principi d’intercanvi se satisfa.
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- Siy = g(x) tenim que:

Iu(y, 9(x)) =Tulg(x), g(x)) = max(g(g(x)), g(x))

Lu(x, o(y)) = Tu(x, o(g(x))) = max(g(x),g(g(x))) siglglx)) = x

min(g(x),g(g(x))) siglg(x)) <x
= max(g(x), g(g(x)))
perque el cas g(g(x)) < x implicaria que x > e i g(x) = e = g(g(x)), ja que g
satisfa (4.19). Aleshores Iy (x, g(y)) = Iu(y, g(x)).
— Six = g(y), el cas és similar a I’anterior.

Conseqiientment si g satisfa (4.19) llavors Iy satisfa el principi d’intercanvi. O

Nota 4.3.18 Com ja hem comentat anteriorment (proposicié 4.1.20), per a tota uninorma continua
per Uesquerra U, la seva implicacié residual 1y verifica el principi d’intercanvi ([39]). En el nostre
cas, les uninormes idempotents continues per I'esquerra satisfan g(g(x)) > x per a tot x, i per tant,
també satisfan la condicid (4.19) del teorema. Notem que al teorema anterior hem trobat uninormes
no continues per l'esquerra tals que la seva implicacié residual Iy satisfa el principi d'intercanvi. En
particular, les uninormes idempotents de Umin (que sén continues per la dreta) satisfan la condicié
del teorema anterior i per tant, les seves implicacions residuals satisfan el principi d'intercanvi.

Funcions de co-implicacid i dualitat

En aquesta part estudiarem els operadors anomenats co-implicacions residuals definits a
partir d’'uninormes idempotents, i les seves propietats. Com veurem, la dualitat jugara un
paper molt important en aquest cas.

Definici6 4.3.19 Un operador binari ] : [0,1] x [0,1] — [0,1] s’anomena una funcié de co-
implicacid o simplement una co-implicacid si satisfa:

* | és decreixent en la primera seccié i creixent en la segona.
* J(0,0) =J(1,1) =017 J(0,1) = 1.

Mentre que les implicacions residuals es poden veure com a generalitzacions borroses
de les implicacions classiques (p — q), les co-implicacions residuals generalitzen la co-
implicaci6 classica (p /4 q).

Definicié 4.3.20 Sigui U una uninorma. Denotarem per Jy I'operacié binaria donada per:
Julx,y) =inf{z € [0, 1] | U(x,z) > y}.
Direm que Jy és la co-implicacié residual de U si Jy és una funcié de co-implicacié.

De manera similar al cas de funcions d’implicaci6, es poden demostrar els resultats
seguents.

Proposici6 4.3.21 Sigui U = (g, €)ige. Ju és una funcio de co-implicacié si i només si g(1) = 0.

Teorema 4.3.22 Sigui U = (g, e)iqe amb g(1) = 0. La co-implicacio residual Jy, ve donada per:

Tulxoy) = min(g(x),y) siy <x (4.20)

max(g(x),y) siy>x
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Nota 4.3.23 Comparant (4.17) i (4.20) podem observar que, donada una uninorma amb g com a
funcié associada satisfent g(0) =11 g(1) = 0, ambdues 1y i Ju coincideixen llevat al conjunt de
punts (x,x).

Ara, sigui ] una co-implicacid, aleshores 1’operador dual

J(x,y) =N{(N(x),N(y)))

és una implicacié. A més a més, donada una uninorma idempotent U = (g, e);ge amb
g(1) =0, tenim que les segiient igualtats es mantenen, per a qualsevol negaci6 forta N:

]U:Iﬂ i ﬂ]:]ﬁ

Es a dir, per a qualsevol uninorma U = (g, e);qe amb g(1) = 0, I'operador dual d'una
co-implicacié residual Jy de U, és la implicacié residual de U (notem que si g(1) = 0
aleshores g(0) = 1).

Nota 4.3.24 Notem que el cas especial de g = N, U i U tenen la mateixa funcid associada, N, i
consegiientment Jy = Iy.

D’aquesta dualitat es pot veure que cada resultat per implicacions demostrat en la seccié
anterior té el seu resultat corresponent per co-implicacions. Aqui demostrem el resultat
corresponent al principi d’intercanvi.

Teorema 4.3.25 Sigui U = (g, €)ige una uninorma idempotent amb g(1) = 0. Els segiients punts
son equivalents:

i) Ju satisfa el principi d’intercanvi.
it) 1 satisfa el principi d'intercanvi.
iif) Six < g(g(x)) per algun x € [0, 1], aleshores x < e i g(x) =e.
DEMOSTRACIO: Per a tots x, y, z € [0, 1] tenim que si Jy satisfa el principi d’intercanvi

I (% Ig(y,2))=Tu(x July, 2)) = N(Ju(N(x),N(Ju(y,2))))

= N{Uu(N(x), N(N(Ju(N(y),N(z)))))) =

= N{Ju(N(x),Ju(N(y),N(z)))) =

=NUu(N(y), Ju(N(x),N(z)))) =

= NUu(N(y), N(NJu(N(x),N(z)))))) =

=TJuly, Julx2) = Ig(y, I (%, 2)),
llavors Ij; satisfa el principi d’intercanvi. Reciprocament, una demostraci6 similar demostra
que si [ satisfa el principi d'intercanvi, Jy tambég, i tenim equivalencia entre i) i ii).

Ara, aplicant el teorema 4.3.17, sabem que Ij; satisfa el principi d’intercanvi si i només si
les afirmacions segiients son certes:
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Six > g(g(x)) per algun x € [0,1], llavors x > eig(x) =¢€

i
Six > N(g(N(N(g(N(x)))))) per algun x € [0,1], llavors x > N(e) i N(g(N(x))) = N(e),

0

Six > N(g(g(N(x)))) per algun x € [0, 1], llavors x > N(e) i g(N(x)) =,

v

Si N(x) < g(g(N(x))) per algun x € [0, 1], llavors N(x) < ei g(N(x)) =e,

i
Si N(x) < g(g(N(x))) per algun N(x) € [0, 1], llavors N(x) < eig(N(x)) =e,
i

Six < g(g(x)) per algun x € [0,1], llavors x < ei g(x) =,

i conseqiientment, ii) és equivalent a iii). O

Nota 4.3.26 Ara tenim que donada una uninorma idempotent de Umax (uninorma continua per
U'esquerra i disjuntiva), la seva co-implicacié residual Jy satisfa el principi d’intercanvi.

Exemple 4.3.27 Considerem la negaci6 forta N(x) = v/1—x2, i U la uninorma continua per la
dreta U = <N, §>d , donada per I’expressio:
ae

min(x,y) siy<v1—x?2
U(x,y) =
max(x,y) siy > V1 —x2

la seva implicacié residual
min(v1—x%,y) siy<x
Tulx,y) =
max(v1—x2,y) siy=>x
i la seva co-implicacio residual
min(v1—x2,y) siy <x
Ju (le) =
max(V1—x%,y) siy<x

que es pot observar a la figura 32. Notem que I"vinica diferéncia entre Iy i Jy és al conjunt de punts
{(x,x)/x € [0,1]}. En aquest cas, Iy i Ju satisfan el principi d'intercanvi i totes dues satisfan la
propietat de contraposicio respecte de N.
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Y

? — V1—x2 v 1—x2
Y
\

0 2 1

Figura 32. Jyy amb U = <N, §>d iN(x) =+v1—x2.
1de

4.3.2 A partir d'uninormes de Ucos

Ara estudiarem les implicacions residuals definides a partir d’'uninormes en U.,s. Com
hem fet amb el cas d"uninormes idempotents, restringirem els resultats de la proposicié
4.1.17 per a uninormes de Ucos.

Proposici6 4.3.28 Sigui U € Ucos. Iu és una funcio d’implicacio si i només si:
(Z) u= <T// X, T//I B/ (R/ e)>cos,min/ 0 bé/

(ii) U= ((R,e),V,S, 1)cos,max, és a dir, quan & = 1.

Ara donarem la forma explicita d’aquestes implicacions residuals, per a cada un dels
casos de la proposici6 anterior.

Teorema 4.3.29 Si U = (T', «,T',B, (R, e))cos,min, lavors Iy ve donada per

Bir (3 %) sixel0,Bliy<x
1 sixel0,Bliy=x
si (x,y) €1B,1[ %[0, B]
lulbou) =4 B+ (1= )ik (5, 48) si () €1B, 112 (4-21)
1 siy=1
six=1liy<«
o six=1iy > «.

L’estructura d’aquestes implicacions es pot observar a la figura 33. Ara estudiem el segon
cas, en que U € Ucos max-
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e 1 Ir
x
B
1
(o8 1Y) ®
It, y
0 x B e 1

Figura 33. Estructura de Iy, amb U € Ucos min-

Teorema 4.3.30 Si U = ((R,e),7v,S, 1)cos,max, llavors Iy ve donada per

Ve (3 %) si (x,y) €10,v12
v+ (1 =vIRs (F2,4%) siloy) el 1Biy>x
Tu(x,y) = 0 sixely, 1liy<x (4.22)
y si (x,y) €10,v] x [y, 1[
1 siy=10x=0
0 siy=0ix=#0

L’estructura d’aquestes implicacions es pot observar a la figura 34.

1

Figura 34. Estructura de Iy;, amb U € Ucos max-

Podem estudiar ara les dues propietats d'implicacions que hem esmentat anteriorment:
el principi d’intercanvi i la contraposici6, per aquestes implicacions que hem presentat
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en els dos teoremes anteriors. Quant al principi d’intercanvi, sabem que les uninormes
continues per l'esquerra seran tals que la seva implicacié residual satisfara el principi
d’intercanvi, i en el cas de les uninormes de U s transforma en el resultat segtient.

Teorema 4.3.31 Sigui U una uninorma de Ucos tal que U(0,x) = O per a tot x < 1. Si tenim un
dels casos segiients,

(i) U= <T,/ &, TN/ B, (R/ e)>cos,min/ amb o = Bi U(OC, 1) = U.(], OC) = X
(i) U= ((R,e),V,S,1)cos,max, conjuntiva, és a dir U(0,1) = U(1,0) = 0.
llavors U és continua per I'esquerra i llavors 1y satisfa el principi d’intercanvi.

Sobre la propietat de contraposicid, obtenim el teorema segiient.

Teorema 4.3.32 Sigui U una uninorma de Ucos tal que U(0,x) = O per a tot x < 1. Llavors Iy
satisfa la contraposicio respecte d’una negacié N si i només si U és representable i N = Ny.

DEMOSTRACIO: Primer de tot, sabem pel corollari 4.1.24, que si U és representable, llavors
satisfa la contraposici6 respecte de Ny. Per demostrar el reciproc, distingirem dos casos.

(i) SsiUu = <T/, o, T, B, (R, €))cos,min, SUpOSEM que existeix una negacié forta N per la
qual Iy satisfa la contraposicié. Llavors, aplicant x =y a 1'equacié de contraposicié
(4.1) tindrem

Tu(x,x) = Tu(N(x), N(x)). (4.23)

Ara calculem, emprant 1’'equaci6 (4.21), el valor de Iy (x, x), sabent que la uninorma

R té element neutre {— 5

1T six<p
Iubx,x)=<e sip<x<T
1 six=1.

Com que N és una negaci6 forta, existeix un punt fix de N, que anomenem z, és a
dir N(z) = z. Ara vegem que si 3 # 0, existeix sempre x tal que x < f < N(x) tot
distingint tres casos:

- Siz =3, llavors podem agafar 0 < x < 1 tal que x < 3 = N(f) < N(x).

- Siz < $3, llavors podem agafar 0 < x < 1 tal que x < N(f) <z < 3 < N(x).

- Si B < z, llavors podem agafar 0 < x < 1 tal que x < 3 <z < N(f) < N(x).
Llavors en qualsevol cas, existeix x de manera que x < 3 < N(x]J, i si es compleix
la contraposici6 respecte de N, per I'equacio (4.23) s’hauria de tenir que 1 = e, pero

aixo ens duria a contradicci6, perqué llavors U seria una t-norma, i no de Ucos min-
D’aquesta manera 3 = 0 i llavors U és representable.

(i) Si U = ((R,e),y,S’,é,S”>Cos,max, seguint un raonament semblant al cas anterior,
sabem, ara per l'equaci6 (4.22) i tenint en compte que 'element neutre de R és 7,
e six <y

six =
Iu(x,x) = Y

Y+ =YRs(3=2, 7)) siy<x<]

1 six=1.
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I de forma semblant al cas anterior, siy # 1 existeix xo de manera que xo <y < N(xp),

i si es compleix (4.23), tindriem que e =y + (1 —y)Rs (=Y, 53=F), perd aixd déna

L Y/ 1=y
contradicci6, ja que e < .

Per tant, y = 1 i llavors U és representable, com voliem veure. ]

4.3.3 Distributivitat d'implicacions residuals sobre uninormes

Com hem comentat, a [95] aquesta equacié es va resoldre quan la conjuncié és una t-
norma continua, la disjuncié una t-conorma continua i la implicacié és una implicaci6
forta derivada a partir d’una altra t-conorma continua o una implicacié residual derivada a
partir d'una t-norma continua.

Ara, de manera semblant al que hem fet a 1’apartat 4.2.2, resoldrem l'equaci6

IU(UC(X/y)rZ) = ud(IU(XI Z)/ IU(y/ Z))/ (424)

per a tots x,y,z € [0,1], on U és una uninorma que satisfaci la proposici6 4.1.17, U, és
una uninorma conjuntiva, i Ug4 és una disjuntiva. Totes les uninormes estaran a una de les
classes que s’han citat als preliminars.

Per resoldre 'equaci6 distingirem diferents casos

(i) Quan U és representable (conjuntiva o disjuntiva),
(ii) quan U és una t-norma,
(iif) quan U és de Umin,
(iv) quan U = (g, e)ige és idempotent amb g(0) =1,
(v) quan U és de Ucos min 1
(vi) quan U és de Ucosmax, amb & = 1.

Per tant dividirem el nostres raonaments en sis parts, dedicades a cada un d’aquests casos.

(i) Quan U és representable

Aquest cas es pot reduir al mateix problema d’implicacions fortes. Efectivament, suposem
que U és una uninorma representable amb element neutre e €]0, 1[ i generador additiu h.
Si denotem per U* la uninorma representable disjuntiva amb el mateix generador additiu
h, sabem, pel teorema 4.1.23 que

Tu(x,y) = Tus Ny (6, y) = U (Ny(x),y) peratotsx,y € [0,1]

on Ny és la negacié forta donada per Ny (x) = h~'(—h(x)). Es a dir, Iy és de fet una
implicaci6 forta, i per a aquest tipus d’implicacions la distributivitat ha estat resolta als
teoremes 4.2.6 i 4.2.8, i per tant obtenim el resultat segiient.

Teorema 4.3.33 Sigui U € Uyep amb element neutre e €10, 1[, i Iy la seva implicacié residual.
Siguin U, una uninorma conjuntiva i Ug una disjuntiva. Llavors, Iy, U i Ug satisfan I'equacié
(4.24) si i només si U i Uq sén una t-norma i una t-conorma, diguem T i S, respectivament, son
Nu-duals i tenim un dels dos casos segiients

(a) S =max, T = min,

(b) S és estricta tal que, si s és el generador additiu de S amb s(e) = 1, llavors s és també un
generador multiplicatiu de U.
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(ii) Quan U és una t-norma

Per als casos (ii), (iii), (iv), el procés seguit és molt similar, primer comencem amb uns
lemes per establir condicions necessaries per obtenir solucions. Encara que els primers
passos consisteixen en demostrar que U, i U4 han de ser idempotents, la demostraci6 a
cada cas és diferent, i per aix0 fem les demostracions separadament.

Per tant, en aquest cas considerarem que U és una t-norma T. El primer lema es pot
demostrar facilment en general, assumint només continuitat per ’esquerra.

Lema 4.3.34 Siguin T una t-norma continua per l'esquerra, U, una uninorma conjuntiva i Ug
una disjuntiva. Si I, U i Ug satisfan (4.24), llavors Uy és idempotent i U, = min.

DEMOSTRACIO: Siposem x =y = 1 a I'equacio (4.24) obtenim
z= IT(UC(]/1)/Z) = Ud(IT(],Z), IT(1/Z‘)) = Ud(Z,Z)

per a tot z € [0, 1], és a dir, U4 és idempotent.
Demostrem ara que U, ha de ser una t-norma. Suposem pel contrari que e, < 1, llavors
existeixen x i z tals que e. < x < z < 11 per aquests valors tenim:

z= IT(1/Z’) = IT(UC(XI])rZ) = Ud(IT(X,Z), IT(],Z)) = Ud(1,Z) =1,

que és una contradiccié.

Per acabar la demostracio, és suficient veure que U, és idempotent. Suposem que
existeix t €10, 1[ tal que U(t,t) < tiagafem a tal que U.(t,t) < a < t. Llavors tenim
IT(Uc(t,t),a) = 1 mentre que I7(t,a) < 1 (per proposicié 4.1.12, (i) i sabent que T és
continua per l'esquerra) pero, per una altra banda, com que U4 és idempotent

1= IT(U-C (t/ t)/ Cl) - ud(IT(tr Cl), IT (t/ a)) - IT(t/ a)
que ens duu a una contradiccié. Llavors U, és idempotent i U, = min. O

Lema 4.3.35 Siguin T una t-norma continua, U, una uninorma conjuntiva i Uq una disjuntioa.
Si It, Ue i Uq satisfan (4.24), llavors T(x,x) = x per a tots x < eq.

DemMosTrACIO: Si I, U i Ug satisfan (4.24), sabem pel lema anterior que U, = mini Ug
és idempotent. Llavors, suposem ara que existeix algun o« < eq amb T(«, ) < a. Aix0
implica que T té un sumand ordinal arquimedia continu T, al subinterval [a, b] contenint
o amb a < eq. Llavors, agafant zj tal que a < zp < min(eq,b), sabem per la nota 4.1.13
que I7(x,z0) és estrictament decreixent en la primera secci6 a l'interval ]z, b], agafant tots
els valors de b a zp. Llavors podem elegir x¢ tal que zp < It(xp,z0) < min(eq,b) i per
aquest valor tenim

IT(x0,20) = IT(Uc(x0,1),2z0) = Uqa(IT(x0,20), IT(1,20)) = Uqa(It(x0,20), z0)
= min(It(xo,20),20) = 2o,

obtenint contradiccié. Llavors, T(x,x) = x per a tots x < eq i el lema queda demostrat. [

Ara, el resultat per a t-normes és com segueix.

Teorema 4.3.36 Siguin T una t-norma continua, It la seva implicacio residual, U, una uninorma
conjuntiva i Uq una disjuntiva. Llavors, I, U¢ i Uq satisfan (4.24) si i només si U, = min, Ugq
és idempotent i T(x,x) = x per a tots x < eq.
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DemosTrACIO: Si It, Ue i Ug satisfan (4.24) el resultat queda clar pels lemes anteriors.
Reciprocament, suposem que U, = min, Uy és idempotent i T(x,x) = x per a tots x < eq.
En aquest cas, I'equaci6 (4.24), emprant el decreixement de It a la primera secci6, es
redueix a

Ud(IT(X, Z)/ IT(y/Z)) =Ir (min(x,y),z) = maX(IT (X/ Z)/ IT(y, Z))

Tanmateix, si z < eq, llavors ambdues I7(x,z) i It(y, z) estan a {1,z}, mentre que, quan
z > eq, ambdés valors, I7(x, z) i IT(y, z), sébn més grans o iguals a eq. En tots dos casos Ugq
ve donada pel maxim i el teorema queda demostrat. O

Exemple 4.3.37 La condicid de continuitat sobre T és essencial al lema 4.3.35 i el teorema 4.3.36.
Sense aquesta assumpcid, hi ha altres solucions de I’equacid (4.24). Per exemple, és suficient agafar
T la t-norma drastica, U qualsevol t-norma i Ug qualsevol uninorma idempotent. Llavors It ve
donada per

1T six<]1

IT (X/ Y ) =
y altrament,

i és facil veure que 17, Uc i Ugq satisfan I'equacié (4.24).

Notem que la condici6 sobre T en el teorema anterior és equivalent a dir que T ha de
ser una suma ordinal de la forma ({(eq,1,T;)), on T; és una t-norma continua qualsevol.
Aquesta familia de t-normes, juntament a les seves implicacions residuals es pot observar a
la figura 35. Notem també que el cas extrem eq4 = 0 déna U, = min, U4 = max i llavors
qualsevol uninorma funciona, obtenint les solucions de [95].

min T

€4 €4

min min Y

€d €d

Figura 35. Una t-norma T (esquerra) i la seva implicaci6 residual It (dreta) tals que I, mini Ug
satisfan (4.24), on Ug4 és una uninorma idempotent qualsevol amb element neutre eq.

(i11) Quan U és de Umnin

En tota aquesta secci6, U = (T, e, S)min és una uninorma de Unmin, Iy és la seva implicacié
residual (amb expressié donada a 1’equaci6 (4.6)). Igual que a 'apartat anterior, arribarem
a que U, i Ug4 seran uninormes idempotents.

Lema 4.3.38 Siguin U, una uninorma conjuntiva i Uq una disjuntiva. Si Iy, U¢ i Uq satisfan
(4.24) llavors Ugq és idempotent, Ug(e,e) =eie < ec.
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DEMOSTRACIO: Primer de tot, posem x =y = e a (4.24), i obtenim, per a tot z € [0, 1],
Iu(Uc(e e),z) = Ua(lule z), lule z)) = Ual(z, 2). (4-25)
Ara, fent x =y =1 a (4.24), tenim
Iu(1,z) = Ua(Tu(1,2), Iu(1,2)),

mentre que per la férmula (4.6),

z siz<e
lu(l,z) =qe sil>z>e
1 siz=1.

Llavors és cert que Uq(z,z) = z per a tots z < e. Tindrem per tant, que per a tots z < e,
I'equaci6 (4.25) es pot escriure com Iy (Uc(e, e),z) = z i, en particular, per z = e obtenim

IU(uC(e/ 6),6) =€ (426)

De tota manera, una altra vegada per la férmula (4.6) tenim

1 six<
Iu(x,e) = stxse (4.27)
e six>e.

i’equaci6 (4.26) assegura que Uc (e, e) > e.
Per una altra banda, agafant x = e. iy =z = e a (4.24) se dedueix que

€= IU(UC(eC/ e)/ e) = ud(IU(eC/ e)/ Iu(e/ e)) = ud(IU(eC/ e)/ e)

i llavors Iy (ec, e) = e (altrament, tindriem Iy (ec, e) = 1 per (4.27) i per tant que U4(1,e) =
e, obtenint contradiccié). Una altra vegada l’equaci6 (4.27) implica ara que e. > e, i
Uc(e,e) <e.

Per les dues desigualtats podem escriure que U (e, e) = e. Ara, aplicant aix0 a (4.25),
podem dir que Uq4(z,z) = z per a tot z, i llavors Uy és idempotent. O

Lema 4.3.39 Suposem que Sy és continua i sigui U, una uninorma conjuntiva i Ug una disjuntiva.
Si Iy, Uc i Ug satisfan (4.24), llavors U, és idempotent.

DEMOSTRACIO: Primer, emprant que Uy és idempotent i (4.24), obtenim
Iu(x,z) = Ua(Tu(x, 2), lulx, 2)) = Tu(Ue(x, x), 2) (4-28)

per a tots x,z € [0, 1].
Ara, suposem que existeix x € [0, 1] tal que Uc(x,x) # x. Per el lema anterior, tenim
x # e. Ara dividim la demostracié en alguns casos:

(i) Si Uc(x,x) < x < e < e, llavors hi ha algun z que satisfa Uc(x,x) <z < x < ei
aleshores tenim
lu(x,z) = supfylU(x,y) <z} <e

perd Iy (Uce(x,x),z) =1, contradient (4.28).
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(ii) Sie < Ue(x,x) < x < e, existeix zamb e < U¢(x,x) < z < x. Per continuitat de Sy
deu existir una yo > e tal que U(U.(x,x),yp) = z illavors,

Tu(Uc(x,x),z) = sup{y[U(Uc(x,x),y) <z} Z yo > e,
perd Iy (x, z) = e per (4.6), i obtenim de nou una contradiccié amb (4.28).

(iif) Si Uc(x,x) < e < x < e, llavors agafant z = e obtenim Iy (Uc(x,x),e) = 1 mentre
que Iy (x, e) = e, i aixo contradiu (4.28).

(iv) Sie <ec <x < Uc(x,x), llavors hi ha un z tal que x < z < U¢(x, x). Per continuitat
de Sy tenim, similarment al pas (ii),

Iu(x,z) = sup{ylU(x,y) <z} > e
i Iuy(Ue(x,x),z) = e, que és una contradiccid.

Llavors, per a tot x € [0, 1] tenim U (x,x) = x i U, és idempotent. O

Ara distingim dos casos: quan U, és una t-norma, que equival aec = 1,i quan e. < 1.
Primer resolem el cas en que U, és una t-norma.

Lema 4.3.40 Suposem que Ty és continua i sigui U. = min i Ugq una uninorma idempotent
disjuntiva. Si Iy, U i Ug satisfan (4.24) llavors eq < e i U(x,x) = x per a tots x < eq.

DEMOSTRACIO: Suposem que e < eq i agafem x,z tals que e < z < x < eq. Llavors, com
que U. = min, tenim emprant (4.6), que

Tu(Ue (XI e),z) = IU(min(Xl e),z) = IU(el z) =1z

mentre que
Uq(Tu(x, z),Iule, z)) = Ug(e, z) = min(e,z) = e

obtenint contradiccié. Llavors tenim demostrat que eq < e. Per una altra banda notem
que per a tots x < eq, U(x,x) ve donada per la seva t-norma associada Ty i llavors, un
raonament similar al del lema 4.3.35 demostra que U(x, x) = x per a tots aquests valors. ]

Notem de nou que la condicié sobre U donada al lema anterior és equivalent a dir que
U(x,y) = min(x,y) per a tots x,y tals que min(x,y) < eq i max(x,y) < e. Aix0 és, U ha de
venir donada per

e—l_(]_e)su (T::r?:ee) SiX,U € [6,]]
U y) =< eat(e—ea)Ty (’;:Ej,ﬁ) six,y € [eq, €] (4-29)

min(x,y) altrament.

per una t-norma continua T;. S’entén que en el cas especial que e4 = e, la segona expressié
a l'equacié (4.29) desapareix i llavors la uninorma U es converteix en una uninorma de
Umin amb t-norma associada Ty; = min.

Teorema 4.3.41 Siguin U = (T, e,S)min amb e < 1, Ty i Sy continues, i Iy la seva implicacié
residual. Siguin U, una t-norma i Ugq = (Tq, eq, Sa) una uninorma disjuntiva. Llavors, Iy, U,
i Ugq satisfan (4.24) si i només si U, = min, Uq és idempotent amb eq < e i U ve donada per
I'equacié (4.29).
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DEMOSTRACIO: Els lemes anteriors demostren la implicacié de esquerra a dreta. Per de-
mostrar el reciproc notem que

* Quan z < eq, ambdés I7(x,z),IT(y,z) sén z 0 1 i conseqiientment (4.24) és satisfa
trivialment perque Uq és disjuntiva.

* Quan z > egq, llavors It (x,z),IT(y,z) > z > eq i conseqiientment
Ua(It(x, 2), It (y, z)) = max(Ir(x,z), It (y,2)) = It (min(x,y), z)
i (4.24) també se satisfa en aquest cas. O

La familia d’uninormes U del teorema anterior, juntament amb les seves implicacions
residuals es poden observar a la figura 36.

Rs,,
min Su
1

e e

min | T

. I,

€d min €d

min | min Yy

(] e (| e

Figura 36. Una uninorma U (esquerra) de Upin i la seva implicaci6 residual Iy, (dreta) tals que Iy,
min i Uq satisfan (4.24), on U4 és una uninorma idempotent amb element neutre eq.

Ara, estudiem el cas quan U, no és una t-norma, que vol dir, quan 0 < e. < 1.

Lema 4.3.42 Suposem que Sy és continua i siguin U = (Tc, ec, S¢)min Una uninorma conjuntioa
amb 0 < e < 1iUgq = (Tqg,eq,Sa) una disjuntiva. Si Iy, U i Uqg satisfan (4.24), llavors
e=¢e; < eq.

DEMOSTRACIO: Pels lemes 4.3.38 i 4.3.39, sabem que Uq i U, sén idempotents, i que e < ec.

Suposem que eq < e. Podem agafar x, y, z satisfent
eg<e<e.<y<z<x<l

Llavors Uc(x,y) = x perque U, és idempotent, I (x,z) = e de (4.6), i per continuitat de
Su, deu existir un yo > e tal que U(y,yo) = z i llavors,

Tu(y, z) =sup{x/U(y,x) <z} > yo >e.
Llavors, com que U4 és idempotent, tenim
Iu(Ue(x,y),z) = Tulx,z) =e mentre que Ugq(lul(x,z),Tuly,z)) =luly,z) > e

i aix0 és una contradiccié. Llavors e < eg.
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Ara, suposem que eq < e, llavors e < eq < ec,iposantx =e.,y =eiz =-eq a (4.24),
obtenim una contradiccié6 emprant (4.6) com que

Iu(Ue(ec,e),eq) =Tule,eq) =eq

Ug(Tulec,ea) Tule eq)) = Uqgle,eq) =e,

i conseqiientment, e. < eq.
Ajuntant tot aix0, tenim
e < eC < ed/

isie < ec, podem agafar x,z tals que e < z < x < e < eq illavors
Z= IU(e/Z) = IU(uC(X/ e)/Z’) = Ud(Iu(X,Z), IU(eI Z)) = U.d(e,z) =e€
que és de nou una contradiccié, i podem concloure que e = e.. ]

Lema 4.3.43 Suposem que Sy és continua i sigui U. = (T¢, ec, Sc) una uninorma conjuntiva amb
0<ec<1ilg=(Tq,eq,Sa) unadisjuntiva. Si Iy, Uc i Uq satisfan (4.24), llavors Ty = min
i U(x,x) =x peratot x > eq.

DEMOSTRACIO: Per demostrar que Ty és el minim, agafem z < x < e = e. < eq, i emprant
Yy = e a (4.24) tenim

IU.(Xz Z) = IU(uC(X/ e),z) = ud(IU(X/ Z)/IU(e/Z)) = ud(IU(XI Z)/Z)-

Ara, com z < Iy(x,z) < e < eq, tenim que Ugq(Iy(x,2z),z) = z, i llavors Iy(x,z) = z, que
vol dir que Tyy = min.

Per una altra banda, si hi ha algun x > eq tal que U(x,x) > x llavors, per continuitat de
Su, deu existir un interval [a, b] amb b > eq4 en el qual Sy és arquimediana. Pero llavors,
agafant max(eq, a) < z < b, tenim que Iy (x,z) és estrictament decreixent en la primera
secci6, agafant tots els valors de Iy (a, z) = z fins a Iy (z, z) = a, aplicant el resultat dual per
a t-conormes de la proposici6 4.1.12 (iii). Llavors, podem elegir x tal que eq < Iy(x,z) <z
i llavors, per (4.24), obtenim per aquests valors

Tu(x, z) = Iu(Uc(x, e),z) = Ua(lulx, z), Iule, z)) = max(Iu(x,z),z) =z
que és una contradicci6, demostrant que U(x,x) = x per a tot x > egq. OJ

Una altra vegada, les condicions del lema anterior asseguren que U ha de venir donada
per

min(x,y) si min(x,y) < e

U y) = Cet(ea—e)St (255,222 ) sixy e le,edl (4.30)

eq—e’ eq—e

max(x,y) altrament.

per a una t-conorma continua Sj.

Lema 4.3.44 Suposem que Sy és continua i sigui U, = (T, ec, S¢) una uninorma conjuntiva
amb 0 < ec <1iUg = (Tg,eq,Sa) una disjuntiva. Si Iy, U i Ugq satisfan (4.24), llavors U, ha
de ser de Umin i Ug = (gq, €a)ide €5 tal que gq(e) = 1.
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DEMOSTRACIO: Sabem que U, i U4 sén idempotents, diguem U. = (gc, ec)ige 1 Ug =
(da,ed)ide, amb e = e. < eq < 1. Ara, agafant y, z tals que eq < z < y, tenim

Iu(Uecle,y),z) =Tuly,z) =e mentre que Ugq(lule, z),Iuly,z)) = Ualz e).

Aixo és, Ug(e, z) = e per a tot z > e4 que necessariament implica gq(e) = 1.
Finalment, suposem que per algun x < e = e, <y se satisfa U¢(x,y) = y. Llavors, tenim

IU(UC(XIU)/e) :Iu(y/e) =e i ud(IU(X/e)/IU(y/e)) :ud(1/e) =1
obtenint contradiccié. Llavors, U, és de Upin- O
Teorema 4.3.45 Siguin U = (T, e,S)min amb e < 11 S continua, i Iy la seva implicacié residual.
Siguin U, = (T¢, ec, Sc) una uninorma conjuntiva amb 0 < e, < 11i Ug = (Tq,eq,Sa)
disjuntiva. Llavors, Iy, U i Ug satisfan (4.24), si i només si U, és idempotent de Upmin, Uqg és

idempotent amb funcié associada g4 tal que gq(e) =1, e = e. < eq, i U ve donada per I'equacio
(4.30).

DeMosTRACIO: La implicaci6 directa es desprén dels lemes anteriors. El reciproc és facil
de veure distingint alguns casos. O

La familia d’uninormes U del teorema anterior, juntament amb les seves implicacions
residuals es poden observar a la figura 37.

max | max Yy
€q min €q R
Sq e
Sq max
1
e e
min min Y
e €q e €q

Figura 37. Una uninorma U (esquerra) de Upin i la seva implicaci6 residual Iy (dreta) tals que Iy,
Uc i Ugq satisfan (4.24), on U, és idempotent de Upin amb ec = eilUg = (gq, eq)ide amb
eq>eigqgle)=1.

(iv) Quan U és idempotent
En aquest apartat, considerarem U = (g, e)iqe amb 0 < e < 11 Iy la seva implicaci6 residual.

Recordem que, per a una uninorma U = (g, e);qe, Iu ve donada per (veure teorema 4.3.3):

max(g(x),y) six <y
Iulx,y) =
min(g(x),y) six>vy.

Primer de tot obtenim el lema segiient.
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Lema 4.3.46 Siguin U, una uninorma conjuntiva i Uy una disjuntiva amb Tq i Sq continues. Si
Iy, U i Ugq satisfan (4.24) llavors U, i Uq son idempotents i son g-duals, és a dir,

9(Uc(x,y)) = Ualg(x), g(y)),
per a tots x,y € [0, 1].
DEMOSTRACIO: Agafant x =y = e a (4.24) obtenim
Iu(Uc(e,e),z) =Uq(z,z) peratots zel0,1]. (4.31)

Demostrarem de I'equacié anterior que U (e, e) = e. Suposem al contrari que U (e, e) # e,
tenim dues possibilitats:

e Uc(e,e) <e<g(Uc(e e)). Notem que de les equacions (4.17) i (4.31) podem deduir
facilment:
- Uq4(z,z) =z peratotz < Uc(ee),
- Uq4(z,z) =z peratotz > g(Uc(e e)), i
- Uq(z,z) = g(Uc(e, e)) per a tot z tals que Uc(e, e) <z < g(Uc(e, e))

que és una contradiccié perque Tq i Sq sén continues.
* g(Uc(e,e)) <e<Uc(e e). Aquest cas es pot demostrar similarment.

Llavors, U.(e, e) = e i llavors es dedueix de 'equaci6 (4.31) que Uq4 ha de ser idempotent.
Per una altra banda, agafant x =y a (4.24) i com que Uq és idempotent, tenim

Iu(Ue(x,x),z) =Iulx,z) peratots x,z€][0,1]. (4.32)

Suposem que hi ha x < e. tal que U.(x,x) < x. Per a tot z tal que U¢(x,x) < z < x < e obte-
nim de (4.17) que Iy (x,z) = min(g(x), z) mentre que Iy (Uc(x,x), z) = max(g(Uc(x,x)), z).
Com que g(x) < g(Uc(x,x)), aixd déna una contradiccié amb 1’equacié (4.32). Una contra-
dicci6 similar s’obté si suposem que hi ha x > e. tal que U¢(x,x) > x i conseqiientment,
U. ha de ser també idempotent.

Finalment, agafant z = e a (4.24) tenim Iy (Uc(x,y),e) = Ua(Iu(x, e), Iu(y,e)), d'on
podem deduir g(Uc(x,y)) = Uqa(g(x), g(y)) per a tots x,y € [0, 1], utilitzant la proposicié
4.3.8 (V). O

En els segtients dos lemes distingim els casos quan e, < eq i quan eq < e, separadament.

Lema 4.3.47 Sigui Uc = (gc,ec)ide I Ua = (da,€a)ide amb Uc conjuntiva i Ug disjuntiva.
Suposem que e. < eq. Si Iy, U i Ug satisfan (4.24) llavors se satisfa:

(i) ec < gleq) <e<glec) <eq iobéglec) =eqobégleq) =ec.
(ii) Per a tot x < e se satisfa g(x) > eq i Ugq(x, g(x)) = g(x).
(iii) Per a tot eq < x <y se satisfa Uq4(x, g(y)) = g(y).
DEMOsTRACIO: Dividim la demostracié en alguns passos.

* Agafem x =e., Yy = e iz = eq a (4.24), se segueix que Iy(ec,eq) = eq. Com que
ec < eq deduim de l'equaci6 (4.17) que g(ec) < eq. Suposem ara que e < e.. Llavors
podem agafar x,y, z tals que g(e.) < e <x <z <y < ec < eqipera aquests valors:

z=1Iulx,z) = Iu(Uc(x,v),z) = Ua(Tulx, z), luly, z)) = Ualz g(y)) = g(y)

que és una contradicci, i conseqiientment queda demostrat que e. < e < g(ec) < eq.
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* Suposem ara que hi ha x < e tals que g(x) < eq. Podem elegir y, z tals que
x<z<y<ecsex<gle <gly) <glx)<eq
d’on obtenim
g(x) = lulx, z) = lu(Uc(x,y),2) = Uallulx, 2), Tuly,z)) = Ualg(x),z)
que és de nou una contradiccié. Llavors, g(x) > eq per a tots x < ec, que és,
U(x,eq) =min(x,eq) =x peratots x<e.

i, per commutativitat aixo implica g(eq) > x per a tots x < e, o equivalentment
gleq) = ec.

* Per acabar la demostraci6 de (i), si suposem g(e.) < eq llavors
U(ec, eq) = max(ec, eq) = eq

i, per commutativitat, tenim també e. > g(eq) que juntament amb el pas previ
demostra que g(eq) = ec. Llavors tenim o bé g(e.) = eq o bé g(eq) = ec.

* Ara, per a tot x < e, tenim per una banda que
Iu(Ue(x, ec), x) = Tu(x,x) = max(g(x),x) = g(x)
i per una altra banda, emprant que e < e < g(ec),

ud(IU(X/X)l IU(eC/X)) = Ud(g(x),min(g(ec),x)) = Ud(g(X),X).

Z

Llavors, per l'equaci6 (4.24) obtenim Ug4(g(x),x) = g(x) per a tots x < e i (ii) és
demostrat.

* Per demostrar (iii), notem que agafant eq < x <y tenim

Iu(Ue(e,y),x) = Tuly, x) = min(g(y),x) = g(y)

Ud(Iu(e,X), IU(y/X)) = Ud(X, g(y))
obtenint Ug4(x, g(y)) = g(y). O

Lema 4.3.48 Siguin U = (gc, €c)ide | Ua = (94, €a)ide amb U conjuntiva i Uy disjuntiva.
Suposem que eq < ec. Si Iy, Uc 1 Ugq satisfan (4.24) llavors
(i) ea < glec) <e<glea) <ec,iobéglec) =eqoglea) =ec.
(ii) Per atoty < x < eq se satisfa Uq(x,g(y)) = g(y).
(iii) Per a tot e. < x se satisfa g(x) < eq i Ug(x, g(x)) = g(x).
DEMOSTRACTO: Similar al lema anterior. O

Fins ara només hem donat condicions necessaries per tal que Iy, U. i U4 satisfacin
I'equaci6 (4.24), quan U és idempotent. Ara discutirem les condicions suficients. Primer de
tot, notem que ja sabem algunes solucions quan U és idempotent, que poden ser derivades
a partir dels casos anteriors. Efectivament,
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* Quan g és una negaci6 forta N, sabem que la implicacié residual Iy; coincideix amb
la implicaci6 forta derivada a partir de la uninorma idempotent continua per la dreta
U, = (N, e)ige (Vveure proposicié 4.3.15) i, del teorema 4.2.8, obtenim que Iy, U i Ugqg
satisfan I'equacio (4.24) quan Ugq = U, i U, és la N-dual de U, (que necessariament
és la uninorma idempotent continua per 1’'esquerra U; = (N, e);qe)-

* Quan U és idempotent de Upin i Uc = min tenim del teorema 4.3.41 que Iy, min i
Uq satisfan 1’equaci6 (4.24) quan Ug és idempotent amb eq < e.

* Quan U és idempotent de Umin i Uc és idempotent de Upmin amb e, < 1, tenim,
del teorema 4.3.45, que Iy, U i Uq satisfan 1'equacié (4.24) quan Ugq = (eq,ga) és
idempotent amb e =e. < egigq(e) =1.

A més a més, en el cas en que U és idempotent, hi ha moltes més solucions de 1’equaci6
(4.24) que les que hem posat anteriorment, com demostra la proposici6 segiient (notem que
les solucions presentades en aquesta proposici6 satisfan les condicions necessaries donades
en els lemes 4.3.46 i 4.3.47).

Proposici6 4.3.49 Siguin U = (g, e)ige, Ue = (gc, €c)ide I Ua = (gd, €a)ide aMmb ec < e < eq
tals que

® g(x) =1peratotx <ecig(x)=ecperatotx=>eq,
o U, és de Umin,
* g4 ve donada per
1 six < eq
gal(x) = eq Sieg <x<1

0 six=1.
Llavors Iy, U i Ug satisfan (4.24).
DemosTRACIO: Es una simple comprovaci6, considerant tots els casos possibles. O

Nota 4.3.50 De la proposicié anterior, U, i Ugq queden determinades completament perque satisfacin
I'equacio (4.24), pero en el cas de U, no és aixi. Notem que, a l'interval [ec, eql, g pot ser qualsevol
funcié decreixent sense cap condicié addicional apart de les donades al teorema 2.2.14. Un exemple
senzill es pot donar considerant, per exemple, g(x) = eq + ec —x per a tot x € [ec, eql. Aquest
exemple es pot veure a la figura 38.

Notem que una caracteritzacié completa de I'equaci6 (4.24) quan U és idempotent queda
encara oberta, encara que moltes solucions, aixi com algunes condicions necessaries han
estat donades en aquesta secci6.

(v) Quan U és de Ucos min
Ara estudiarem el cas en que la uninorma U de 1’'equaci6 (4.24) sigui de Ucosmin-

Lema 4.3.51 Siguin U, € U(e.), Uq una uninorma disjuntiva, U = (T', o, T",B, (R, €))cos,min 1
Iy la seva implicacid residual. Si satisfan (4.24), llavors U, és una t-norma.

DEMOsTRACIO: Dividim la demostracié en dues passes:
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A\ A\
y
eq max ed
1 * * ! ec
€c min €c
Yy
ec eq €c €d
Q@
i max
eq &——(
min
)
€d

Figura 38. Una uninorma idempotent U (dalt-esquerra), la seva implicacié residual Iy (dalt-dreta) i
la uninorma idempotent U4 (baix) de I’exemple donades a la nota 4.3.50, tals que Iy, Uc
i Ugq satisfan (4.24), on U, és idempotent de Upin. Aqui * equival a eq +ec — x.

* Primer de tot, suposem que e. < 3, llavors tindriem, agafantx =eciy=z=-ea
(4.24),
Ua(Tulec,e), Tule e)) = Tu(Uc(ec, €),e),

que vol dir
ud(]/e) = Iu(e/ e)/

perqué e. < B < e. Aquesta darrera igualtat implica e = 1, que és una contradicci6.

Llavors B < ec.

* Ara, suposem que e. < 1. Llavors podem agafar yo tal que e < yo < 1 amb
Iu(ec,z) > Tulyo, z) per a tot z > 3, perque B < ec. < Yo, pel raonament anterior.

Com que Iy és continua a [, 112, existeix zq tal que Iu(ec,z0) > Iulyo,zo) > eq, i
aleshores tenim, posant x = e., Y =Yo, 1z =20 a (4.24):

Ua(Tulec,zo), Iulyo, z0)) = Tu(Uc(ec, o), z0) = Iu(yo, zo)
perod també tenim:

Uqa(Tulec, zo), Iu(yo,zo)) = max(Iy(ec, zo), Iu(vo,zo0)) > Tu(vo, zo),

que és una contradiccié. Llavors podem dir que e = 1, que és, U, és una t-norma.[’]
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A partir d’ara considerarem que U, és una t-norma continua.

Lema 4.3.52 Siguin U, una t-norma, Ug una uninorma disjuntiva amb element neutre egq.
Considerem a més U = <T/, o, T, B, (R, €))cosmin i Iu la seva implicacid residual. Si satisfan
(4.24), llavors eq < oci Ug(z,z) =z per a tots z < «.

DEMOSTRACIO: Agafant x =1,y = e a (4.24) tenim:
z= IU(eIZ) = IU(T(]Ie)IZ) = Ud(Iu(],Z), IU(eIZ)) =

Ara, si « < eq tindriem Ug(o, eq) = eq = &, que és una contradiccié. Llavors, Uq4(z,z) =z
peratotsz< o, ieq < a. OJ

Lema 4.3.53 Siguin U una t-norma, Ug € Uleq) disjuntiva, U = (T', T, B, (R, €))cos,min &
Iy la seva implicacio residual. Si satisfan I'equacié (4.24), llavors U(x,x) = x per a tots x < eq.

DEMOSTRACIO: Suposem que hi ha x < eq tal que U(x,x) < x, que és, T(%, %) < % i per
continuitat existira un interval [a, b] tal que a < x < b i la restriccié de T a l'interval
interval [, g] és arquimediana. Ara, fixat zo tal que a < zp < x i tenint en compte la
nota 4.1.13, Iy(—,zp) pren tots els valors des de zy fins a b. Llavors, sigui xo tal que

a < zo < Iu(xo,z0) < min(eq, b), tenim per una banda

Tu(Ue(xo, 1), 2z0) = Lu(xo, zo)

mentre que, per una altra banda,

Ua(Tu(xo,20), Iu(1,20)) = Ua(Iu(xo,20),20) = min(Iy(xo,20),20) = 2o

obtenint contradiccio. ]

Lema 4.3.54 Siguin U, una t-norma, Ug = (Tq, eq, Sa) disjuntiva. A més a més, siguin U =
(T', o, T',B, (R, €))cos,min I Lu la seva implicacié residual. Si satisfan (4.24), llavors U (e, e) > 3
i Ug(x,x) = Uc(x,x) = x per a tots x < . Es a dir, U, ha de ser una suma ordinal U, =
((B,1,To)) per alguna t-norma continua Ty, Tq = min i Sq ha de ser també una suma ordinal
Sa = ((§=54,1,50)).

d

DEMOSTRACIO: Donarem la demostracié en alguns passos.

¢ Primer demostrem que U (e, e) > (3. Suposem pel contrari que U (e, e) < 3, llavors

1= Iu(U.c(e,e), B) :ud(IU(el B)rIU(e/ [3)) = ud(ﬁ/ B)

Llavors, com que e > f3 tenim Ugq(e,e) = 1. Com que U, és continua, podem agafar x
talque 1 >x > amb 1 > U¢(x,x) > 3, pero llavors:

IU(uC(X/X)/X) = Ud(Iu(X,X), IU(X/X)) = Ud(e, e) =1

obtenint una contradiccié perque Iy, és estrictament creixen a [, 112 (en aquesta regi6,
U ve donada per la uninorma representable R i llavors podem aplicar la proposicié
4.1.22).
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* Tot seguit demostrarem que Uq(x,x) = x per a tot x < 3. Agafant x =y =e a (4.24)
obtenim
Iu(Uc(e e),z) = Ua(lule z), Iule z)) = Ual(z, z).

Ara, per a tots z < 3, Iy (Uc(e, e), z) = z pel pas anterior i conseqiientment Uy (z,z) =
z per a tot z < 3. Aix0 implica directament que Tq = min i que S4q és una suma
ordinal de la forma Sq = ((B=24,1,S,)).

l—ed’

* Finalment, demostrem que U.(x,x) = x per a tots x < 3. Suposem pel contrari que
hi ha algun x < 3 tal que Uc(x,x) < x i agafem z tal que U.(x,x) <z <x < 3. Per a
aquests valors tenim Iy (x,z) < f i llavors, emprant el pas anterior,

1= IU(uC (XI X‘)IZ) = ud(IU (X/ Z)I IU(XI Z)) = IU(XI Z)

obtenint de nou una contradiccié. Llavors, U¢(x,x) = x per a tot x < 3 i conseqiient-
ment U, és una suma ordinal de la forma U, = ((3,1, Tp)). O

Teorema 4.3.55 Siguin U, = (T, ec,Sc) i Uqg = (Tq, eq, Sa) conjuntiva i disjuntiva respectiva-
ment. Siguin U = (T', o, T',B, (R, e))cos,min I Lu 1a seva implicacié residual. Llavors, U, Uq i Iy
satisfan (4.24) si i només existeix una t-norma continua Ty i una t-conorma continua Sy tals que:

(i) U és la t-norma donada per la suma ordinal U, = ((B,1,To)),

(ii) eq < & Ta =miniSq = ((§=54,1,5,)),

(iii)) U(x,x) =xperatot x < eqi

(iv) To, So i Ir satisfan I'equacié (4.24), és a dir, To i S— sén Nr-duals i:

— To =mini Sy = max o,

— So és estricta i si s és el seu generador additiu amb s( ?:B ) = 1 llavors s és també un
generador multiplicatiu de R.

>®

DEMOSTRACIO: Suposem primer que U, Uq i Iy satisfan (4.24). Llavors, (i) — (iii) seguei-
xen directament dels lemes anteriors. Per una altra banda, com que U, Uq i Iy satisfan
I'equaci6 (4.24) en particular per a tots x,y,z > 3, derivem que Ty, Sp i R han de satisfer
també 1’equaci6 (4.24) i els punts segiients segueixen dels resultats d’aquesta equacié per
uninormes representables donats al teorema 4.3.33.

Reciprocament, degut a la seva simetria, només necessitem demostrar 1’equacio (4.24)
per valors x < y i podem fer-ho distingint alguns casos:

e Six < B, llavors U¢(x,y) = min(x,y) = x. Per una altra banda,

— Quan z > x llavors Iy (x,z) = 11i1’equacio (4.24) segueix trivialment perque Uq4
és disjuntiva.

- Quan z < x, eq tenim Iy (x,z) = Iy (y, z) = zi (4.24) segueix perque Uq4(z,z) = z.

- Quan eq < z < x tenim Iy (x,2), Iu(y,z) €leq, B]. Perdo Uy ve donada pel maxim
per aquests valors i de nou (4.24) se satisfa.

¢ Si B < x, 'equaci6 (4.24) se satisfa perque Tp Sp i Ir també la satisfan. O

L’estructura de les solucions del teorema anterior es pot observar a la figura 39.
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e min So.Ng e max So
(04 x max max
min min
€d €d
min
ed B e | eq e
e 1 Ir
104
x 1 ®
Ity Y
€4 — Yy
Yy

Figura 39. Estructura de U, (dalt-esquerra), Uq (dalt-dreta) i Iy (baix), amb U € Ucos min, que
satisfan 1’equaci6 (4.24).

(vi) Quan U és de Ueosmax

Recordem que en aquest cas, hem de tenir una uninorma U amb & = 1, és a dir, els
parametres de la uninorma seran U = ((R,e),7V, S, 1)cos,max- Obtenim noves solucions amb
raonaments similars a la seccié anterior.

Lema 4.3.56 Siguin U, € U(e.) i Ug € Uleq) uninormes conjuntiva i disjuntiva respectivament.
Siguin U = ((R,e),V, S, 1)cos,max I Lu 1a seva implicacié residual. Si satisfan (4.24), llavors eq = 0,
que vol dir que Ugq ha de ser una t-conorma, i Ug(x,x) = x per a tot x > y.

DEMOsTRACIO: Demostrem primer que eq = 0. Suposem pel contrari que eq > 0, llavors:
* Siec >y tenim Iy (Uc(ec, e),z) = Iu(e,z) = z mentre que per a tots z < e,
Uq(Tulec,z),Tule z)) = Ual(0,2).
Per tant, obtenim U4(0,z) = z per a tot z < e, que és una contradiccio.

* Sie. <y podem agafar un yp tal que 0 < yp < ec < y. Pero llavors existira zp <y
tal que Iy(ec, z0) < Iu(yo,zo) < eq illavors

Iu(Uec(ec, o), z0) = Iu(yo, zo)
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mentre que

Uqa(Tulec, zo), Tu(yo,zo)) < min(Iy(ec,zo0), Iu(yo, zo0)) = Lulec,z0) < Iulvo, zo),

obtenint de nou contradiccié.

Llavors, eq = 0 i finalment, per a tots z > y tenim

z= IU(O/ Z) = IU(UC(O/O)/Z) = Ud(Iu(O, Z)/ IU(OI Z)) = Ud(l, Z)' L]

Lema 4.3.57 Siguin U. € U(e.) conjuntiva, Ugq una t-conorma, U = ((R,e),V,S, 1)cos,max
conjuntiva i Iy la seva implicacio residual. Si satisfan (4.24), llavors ec >y i U és de Upin amb
Uc(x,x) =x per a tot x > y.

DEMOSTRACIO: Donem la demostracié en alguns passos

Primer demostrem que e. > y. Suposem que e. < 7y i agafem z tal que v <
z < 1. Llavors per una banda Iy(Uc(ec,1),z) = Iu(l,z) = 0, i per una altra
Ugq(Iulee, z), Tu(l,2)) = Ual(z,0) =z, que déna una contradiccio.

Ara demostrem que U(1,x) = x per a tots x > y. Suposem que existeix x >y tal que
Uc(1,x) > x > v, podem agafar z tal que x < z < U¢(1,x) i per a aquest z tenim

0= IU(UC(]/X)IZ) = U.d(Iu“,Z), IU(XI Z)) = U.d(o, IU(X/Z)) = IU(X/Z’) >0
obtenint contradicci6.
Pel pas anterior tenim pel creixement que U, és de Upin.

Finalment demostrem que U, (x,x) = x per a tot x > y. Ho demostrem distingint dos
casos:

— Suposem existeix x > y tals que U.(x,x) < x i agafem z¢ tals que U¢(x,x) <
zg < x. Llavors

Tu(Uc(x,x),2z0) = Ua(Tu(x, zo0), lu(x,z0)) = Uq(0,0) =0

que és una contradiccié amb que U (x, x) < zg.

- Suposem ara que existeix x > v tal que U¢(x,x) > x. Similarment, agafant z, tal
que x < zg < U¢(x,x) tenim

0= Iu(Uc(x,x),2z0) = Ua(lu(x, z0), Tu(x,z0)) = Lu(x, zo)

que de nou és una contradicci6 perqueé x < zy i conseqiientment Iy (x, zo) > y.[J

Lema 4.3.58 Siguin U, € U(ec) conjuntiva, Ugq una t-conorma, U = ((R,e),v,S, 1)cosmax i Iu
la seva implicacié residual. Si satisfan (4.24), llavors U(x,x) = x per a tots x > ec.

DEMoOsTRACIO: Suposem U(x,x) > x per algun x > e.. Existeix un interval [a, b] contenint
x i U(x,x) en el que Iy és estrictament monotona. Pero llavors, agafant z tals que e. < x <
z < U(x,x), tenim

Tu(Ue(x, U(x,x)),z) = Tu(U(x,x),z) =0

i també

ud(IU(XI Z)r IU(U(X/ X),Z)) = ud(IU (X/ Z),O) = IU (X/ Z)

obtenint una contradiccio. ]
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Teorema 4.3.59 Sigui U, = (T¢,ec,Sc) i Ug conjuntiva i disjuntiva respectivament. Sigui
U = ((Re),v,S,1)cosmax I Iu la seva implicacié residual. Llavors, U, Uq i Iy satisfan (4.24) si
i només existeix una t-norma continua Ty i una t-conorma continua Sy tals que:

(i) Ugq és la t-conorma donada per la suma ordinal Ugq = ((0,7, So)),
(ii) U és de Upin amb ec >y, Sc =maxi T, = ((0, elc,To)>,
(iii) U(x,x) = x per a tot x > e i
(iv) To, So i Ir satisfan 'equacio (4.24), és a dir, To i So sén Nr-duals i:
- To =mini Sy = maxo,

— So és estricta i si s és el seu generador additiu amb s(
generador multiplicatiu de R.

o

<) = 1 llavors s és també un

=

DEMOSTRACIO: Es similar a la demostracié del teorema 4.3.55 O]

L’estructura de les solucions del teorema anterior es pot observar a la figura 4o.

min max
ec ec max max
min min
Y Y
min
e To min e So max
e 2% ec e 2% ec
1
Y
ec Yy
Rs
0
Y
e Ir 0
e Y €c

Figura go. Estructura de U, (dalt-esquerra), Uy (dalt-dreta) i Iy (baix), amb U € Ucos,max, que
satisfan 1’'equaci6 (4.24).

Tots els resultats de 1’equacié de distributivitat d’implicacions sobre uninormes (4.24) es
resumeixen en el quadre 8.
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u Soluci6 de (4.24)
U = (h, e)rep teorema 4.3.33
u=T teorema 4.3.36

teorema 4.3.41

U= (T e S)min teorema 4.3.45

ec <1
o No resolt totalment
U= (9, €)ide solucions ial ici6
parcials, proposici6 4.3.49
U= <T// X, T/// B/ (R/ e))cos,min teorema 4.3.55
U = ((R,e),v,S,1)cos,max teorema 4.3.59

Taula 8. Resultats de les solucions de la distributivitat d’implicacions residuals sobre uninormes.
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4.4 CONCLUSIONS

Les funcions d'implicacié sén una eina fonamental en la logica borrosa i el raonament apro-
ximat, basicament per dues raons principals. Per una banda, aquestes funcions s’utilitzen
per representar els condicionals. Concretament, cada regla de la forma “Si ... aleshores ...”
en sistemes borrosos és interpretada a través d’una funcié d’implicacié. Aixi, depenent del
context i de la propia regla, diferents implicacions poden ser adequades en cada cas. Per
una altra banda, les implicacions s"utilitzen també per realitzar inferencies en el raonament
aproximat, normalment a través de les regles d’inferencia del modus ponens i del modus
tollens. és evident doncs que 1’eleccié de la implicacié no es pot fer independentment de la
regla d’inferencia que s’ha d’utilitzar.

Tot aix0 fa que siguin necessaris diferents models o tipus d’implicacions (un estudi
recent sobre el tema és [73]). No només els ja esmentats R, S, QL i D-implicacions (veure
[63, 73, 5, 71],...) sin6 també d’altres com les de Mamdani-Larsen ([73]), les de Yager ([105]),
etc. Una argumentacié contundent sobre la necessitat de tots aquests models, i fins i tot de
nous models d’implicacions, es pot trobar a [99] on es veu com diverses lleis, valides en
algebres de Boole i en alguns reticles ortomodulars, quan les estudiem en logica borrosa
no tenen solucions per cap d’aquests tipus d’implicacions.

Una altra via per introduir noves funcions d’implicaci6 ve donada per les implicacions de-
finides a partir de funcions d’agregaci6 en general i uninormes en particular, principalment
del tipus residual (R) i fortes (S).! Seguint aquesta via, en aquest capitol, hem introduit les
R i S-implicacions derivades d’uninormes idempotents i d’uninormes continues en ]0, 1[ i
hem estudiat les seves propietats.

Entre aquestes propietats cal destacar I'equacié de distributivitat (1.3) que ha estat
proposada a [28] com una eina eficag per evitar I'explosi6 combinatoria en diversos
sistemes basats en regles borroses. Amb les implicacions usuals s’ha vist a [95] que les
uniques solucions requereixen T = Ty i S = Sy. En canvi, s’ha vist també en aquest capitol
que amb R i S-implicacions derivades d'uninormes es poden trobar moltes més solucions
utilitzant, com a conjuncions i disjuncions, tot tipus de t-normes i t-conormes i també
uninormes.

Cal recordar a més a més, que les implicacions sén molt ttils, no només en els camps
de la logica borrosa i el raonament aproximat, siné també en molts altres com ara, les
equacions relacionals borroses, el control borrés, la computacié amb paraules, la morfologia
matematica borrosa i el tractament d’imatges, etc. és precisament en aquest darrer camp en
el que veurem, en el proxim capitol, com les uninormes i les seves implicacions derivades
(residuals i fortes) son una eina potent per aplicar especialment en la deteccié de contorns.
Les propietats d’aquestes implicacions estudiades en aquest capitol seran fonamentals en
els resultats del segiient.

1 Tot i que també es pot trobar un primer treball dedicat a QL i D-implicacions derivades d’uninormes a [72].
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5.1 INTRODUCCIO

La identificacié d’objectes, I’extraccié de trets en objectes i deteccié d’anomalies en processos
industrials automatics estan molt connectats amb el reconeixement de formes i llavors
amb els sistemes de reconeixement o de visi6. En aquest context la morfologia matematica
és una eina util per a 'extraccié de les components d’una imatge que sén ttils en la
representacio i descripci6 de les regions de les formes, com ara limits, esquelets, o tancats
CONveXxos.

Les eines basiques de la morfologia sén les operacions morfologiques. Una operacié
morfologica P transforma l'estructura que volem analitzar, A (una imatge) a través d'un
objecte petit B, anomenat “element estructurant”, amb el que volem trobar l'estructura
de A, en un nou objecte P(A, B) (una nova imatge). La mida i la forma de B es pot elegir
pel morfologista per analitzar 1’estructura de A. Les operacions morfologiques basiques
son la dilataci6 i I'erosi6. Aquestes operacions es basen en la teoria de conjunts i varen ser
desenvolupades originalment per imatges binaries (blanc i negre) i després esteses amb
exit a imatges en escala de grisos ([92]).

De tota manera, les formes en una imatge mai sén definides d’'una manera nitida, i la
incertesa pot apareixer en cada nivell de I’analisi de la imatge i el reconeixement de patrons.
Pot passar en un nivell molt baix en la sortida del sensor, i es pot estendre en tot el procés
en els nivells mitjans i superiors. Un sistema de reconeixement o de visi6 per computador
ha de tenir la suficient flexibilitat per poder processar la incertesa en cada un d’aquests
nivells, d’aquesta manera el sistema pot retenir tanta informacié de les dades com li sigui
possible, a cada nivell. Com que el primer pas essencial del sistema de reconeixement o del
sistema de visi6 és la extracci6 de trets, el metode emprat hauria de tenir una previsi6 per
representar i manipular les incerteses. La teoria dels conjunts borrosos déna un mecanisme
per representar i manipular la incertesa i I’ambigiiitat. Les operacions borroses i les seves
propietats, aixi com les regles d’inferéncia borroses han trobat considerables aplicacions en
analisi d’imatges i reconeixement de patrons (per exemple, es pot veure a [59], [27] i [76]).

Per poder fer aixo, la morfologia matematica borrosa és una extensio6 alternativa de la
morfologia binaria i la morfologia en escala de grisos ([92]) emprant conceptes i tecniques de
la teoria de conjunts borrosos. Alguns investigadors han introduit operacions morfologiques
alternatives (veure per exemple [17], [32], [40] i [41]). Bloch i Maitre ([17]) segueixen
un enfocament emprant t-normes i les implicacions fortes associades, amb una negacié
involutiva. La inclusié de conjunts borrosos va ser emprada per Zadeh, Sinha i Dougherty,
Kitainik i Bandler i Kohout per poder definir les operacions morfoldgiques borroses .
“L’'addicié de Minkowsky” va ser emprada inicialment per De Baets i altres a [40], [41]. Es
poden trobar més detalls a [59], [27] i les referéncies mencionades alla.

En aquest capitol ens fixem en el marc general de la morfologia matematica borrosa
construida per De Baets a [32] on s’utilitzen “conjuncions” i “implicacions” per poder
definir la “erosié borrosa” i la “dilatacié borrosa”, sense forgar relacions de dualitat entre
aquestes operacions, i obtenint bones propietats pels corresponents operadors de clausura
borrosa i obertura borrosa.

El nostre principal objectiu és estudiar aquest marc general quan emprem uninormes
conjuntives. Un primer intent va apareixer a [42] on De Baets i altres empren uninormes
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conjuntives i les seves implicacions residuals per construir les operacions morfologiques
borroses. Tenint en compte que la dualitat i la idempoténcia sén indispensables pel
desenvolupament posterior de la morfologia matematica, es demostra a [42] que les
uninormes representables conjuntives, que sén continues per 1’'esquerra, sén convenients per
ser emprades en aquest marc. Pero hi ha una altra classe coneguda d’uninormes conjuntives
que també s6n adequades en aquest sentit, com provem aqui: les uninormes idempotents.
Llavors, 1’objectiu principal d’aquest capitol sera la de construir una morfologia basada en
uninormes conjuntives (incloent per tant les representables com les idempotents), tenint en
compte les propietats morfologiques i algebraiques dels operadors morfologics borrosos i
anant més enlla de l'estudiat per De Baets a [42].

El capitol s’organitza com segueix. Primer, a la secci6 5.2, presentem el marc general
iniciat per De Baets a [32]. Més endavant, a la secci6 5.3, s’estudien les propietats morfologi-
ques i algebraiques satisfetes pels operadors morfologics basats en uninormes conjuntives
per 'esquerra, seguint una estructura similar a I'emprada a [77]. Investiguem en aquesta
seccid (veure [56]) quines “uninormes conjuntives” (com a cas particular de conjuncions)
es necessiten elegir per poder preservar les propietats algebraiques i morfologiques neces-
saries per obtenir una morfologia matematica “bona”. A la secci6 segiient, 5.4, I’objectiu
és estudiar, seguint el marc presentat a la seccié anterior, la caracteritzaci6 i les propietats
algebraiques de la “clausura borrosa” i la “obertura borrosa”, objectes borrosos tancats i
oberts, quan emprem uninormes conjuntives. S’'obtenen propietats similars a les descrites
per De Baets a [30] per conjuncions particulars i, en un context més general per Bodenhofer
a [18]. A la secci6 5.5, demostrem que quan prenem una uninorma representable conjuntiva
obtenim l'anomenada “llei d’idempotéencia generalitzada” per a la clausura i I'obertura
borroses (veure [35] i [57]). En un context més general, demostrem després que quan
agafem una uninorma continua per l’'esquerra també obtenim aquesta “llei d’idempoténcia
generalitzada”. D’aquesta manera, generalitzem tant els resultats de la seccié anterior
com els obtinguts per De Baets a [35], emprant t-normes continues. Tot aix0 es demostra
inicialment en el cas en que els rangs de les imatges siguin conjunts finits, perd veurem
que pel cas de t-normes continues el resultat també és cert sense aquesta restriccio.

La part més important d’aquest capitol esta a la seccié 5.6, on incloem els resultats
experimentals. Hem implementat els operadors morfologics derivats de certes uninormes
conjuntives (representables i idempotents) que verifiquen totes les propietats esmentades
en les seccions anteriors. En aquesta seccid es fa un estudi comparatiu, i es veu que els
resultats obtinguts a la detecci6é de contorns en els nostres casos sén millors que en els
casos classics derivats de t-normes de la familia de Lukasiewicz (que sén les tiniques que
també satisfan les propietats).

5.2 OPERADORS MORFOLOGICS BASATS EN UNINORMES

De les definicions d’erosi6 i dilatacié classiques ([59]), esta clar que la intersecci6 i la inclusié
juguen un paper molt important. La idea de De Baets ([32]) va ser la de fer borrosos els
operadors logics que hi prenien part, és a dir, la conjuncié booleana i la implicacié booleana,
obtenint un procés de borrositat correcte.

Per aix0, una imatge en escala de grisos n-dimensional es pot modelar com una funcié
de R™ — [0, 1]. Es requereix que els valors grisos de la imatge pertanyin a l'interval unitat,
per poder considerar la imatge com un objecte borrés. Agafant, per tant dues imatges
n-dimensionals A i B, una conjuncié C, que en aquest capitol sera un operador binari sobre
[0, 1], creixent, que generalitza la conjuncié booleana classica, i una implicaci6 I, (definicié
4.1.1), tenim les definicions segtients.
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Definici6 5.2.1 La dilatacié borrosa D¢ (A, B) i I’erosi6 borrosa E;(A, B) de A per B son les
imatges en escala de grisos definides per

Dc(A,B)(y) =sup{C(B(x —y), A(x])lx € R"} = sup C(B(x —y), A(x))

Er(A, B)(y) = inflI(B(x —y), Alx))lx € R™} =infI{B(x —y), A(x]).

Definicié 5.2.2 La clausura borrosa Cc 1(A,B) i I'obertura borrosa Oc (A, B) de A per B
son les imatges en escala de grisos definides per

Cc1(A,B)(y) =E1(Dc(A,B), —B)(y)
Oc1(A,B)(y) = Dc(Er(A, B), —B)(y).

De la mateixa manera que a la definicié anterior, les definicions anteriors es poden escriure en termes
de suprems i infims:

Cc1(A,B)(y) = infI(B(y —x),sup C(B(z —x), A(z)))

Oc1(A,B)(y) = sup C(B(y —x), inf [(B(z —x), A(z))).

Notem que la reflexié —B d’un conjunt borrés n-dimensional B esta definit com —B(x) =
B(—x), per a tot x € R™,

Nota 5.2.3 A partir d’una conjuncié C i una negacié N, s’obté una implicacié mitjancant
Ie,Nn(x,y) =N(C(x,N(y))), pera tots x,y € [0,1],

i viceversa, a partir d'una implicacié 1 i una negacié N, obtenim un conjuncié C mitjangant
I'expressio
Cin(xy) = N(I(x,N(y))), pera tots x,y € [0,1].

Obviament, com que tota uninorma conjuntiva és una conjuncié, podem emprar uni-
normes conjuntives i les seves implicacions associades per definir operadors morfologics
borrosos seguint les definicions anteriors.

Nota 5.2.4 Notem que si U és una uninorma conjuntiva, llavors la implicacié Iy N és la implicacié
forta obtinguda a partir de N, i de la uninorma (disjuntiva) U*, N-dual de U, que també denotem
per Ty N (veure definicié 4.1.14).

A continuaci6, investiguem (veure [56]) quines uninormes conjuntives han de ser ele-
gides per poder preservar les propietats algebraiques i morfologiques, tals com dualitat,
monotonia, interaccié amb la unié i la intersecci6, invariancia sobre translacions i escalatges,
extensié i idempotencia, propietats d’inclusié, commutativitat i associativitat de la dilatacié
borrosa, combinacions de dilataci6 i erosi6, propietat del coneixement local i la propietat
d’adjuncié. A més a més, anant més enlla del que va fer De Baets a [42], a la secci6 segiient
es donen condicions suficients i/0 necessaries sobre les uninormes conjuntives per poder
garantir totes aquestes propietats.

5.3 PROPIETATS ALGEBRAIQUES DELS OPERADORS MORFOLOGICS

En aquesta secci6 donarem condicions suficients i/0 necessaries sobre les uninormes
conjuntives per poder garantir propietats similars a les que es tenen a la morfologia
matematica binaria i en escala de grisos.
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Donada una negaci6 forta N, definim (conA)(x) = N(A(x)) el N-complement conA
d’un conjunt borrés A. Dues operacions morfologiques P i Q es diuen N-duals si per
qualssevol dos objectes en escala de grisos A i B se satisfa que P(A,B) = conQ(conA, B).

Tots els resultats d’aquesta part sén valids per uninormes conjuntives continues per
I'esquerra i les seves implicacions residuals Iy;. De tota manera, és conegut que la dilatacié
borrosa i l'erosié borrosa sén N-duals si i només si I = Ic N (0 equivalentment C = Cy n),
a més a més, si la dilatacié borrosa i I’erosié borrosa son N-duals, llavors també ho seran la
clausura borrosa i I'obertura borrosa ([32]). Per tant, per tenir dualitat entre els operadors
morfologics borrosos, necessitem emprar uninormes satisfent

Iu = Iy,N.

Sabem que aquesta propietat és satisfeta per a dos tipus d’uninormes (veure el teorema
4.1.23 i la proposici6 4.3.14), que recordem a la proposicié segiient (veure [39] 0 [83]).

Proposici6 5.3.1 La identitat

Iu = IU,N (51)
se satisfa en cada un dels casos segiients
(i) SiU = (h,e)rep és conjuntiva i N és la negacio obtinguda del generador additiu h de U per
N(x) =h™ ' (~h(x)).
(ii) Si N és una negacié forta i U és la uninorma idempotent continua per l'esquerra U =
<N/ e>ide-

Nota 5.3.2 Cal tenir en compte que en el cas (ii), Iy,N coincideix amb la implicacié forta Iy« N,

segons la nota 5.2.4. En aquest cas, clarament U* és la uninorma idempotent continua per la dreta
u* = <N, e>ide.

Nota 5.3.3 Dins la familia de les uninormes continues a 10, 1 [2, n’hi ha de continues per l'esquerra
que també poden ser utilitzades en aquest context, obtenint una “bona” morfologia matematica. Pero
dissortadament, no n’hi ha cap (llevat de les representables) que verifiquin la condicié (5.1) (veure
teorema 4.3.32), perdent aixi la propietat de dualitat (com en el cas de les t-normes no nilpotents).

Per tant, aquests els dos tipus d’uninormes conjuntives constatats en la proposicié
anterior son les que compleixen les condicions imposades, i seran les més adequades per
al nostre estudi. En aquest sentit, volem notar que es verifica la proposicié segiient, que
utilitzarem al llarg d’aquesta seccio.

Proposici6 5.3.4 Sigui U € U(e). Les afirmacions segiients sén equivalents
(i) U és continua per I'esquerra;
(ii) per tot (a,b) € [0,1]%, U(a, Iu(a, b)) < b;

(iii) per tot (a,b,c) € [0,11%, U(Iu(a,b), Iu(b,c)) < Iula,c).

DEMOSTRACIO: ¢ L'equivalencia (1)< (ii) és similar a un resultat conegut per a t-normes,
veure per exemple [44].

* Per demostrar (iii)= (ii), basta posar (e, a,b) en (iii).
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* Per demostrar (ii)= (iii), per definicié de Iy;, només necessitem demostrar que per
tot a,b,c € [0,1]
u(a/u(lu(a/b)/ Iu(blc))) <ec

Ara, emprant 1’associativitat i la monotonia de U amb (ii), tenim:

U(a,U.(Iu(a,b), IU(bIC))) = u(u(al IU(arb))/ IU(bIC))) < U(b, IU(b/C)) <c 0

Notem que les proposicions segiients (de 5.3.5 a 5.3.11) s6n realment casos particulars
dels inclosos, per exemple, a [77]. Per tant, no inclourem la demostracié aqui, 0 només
notarem que les uninormes emprades satisfan les propietats requerides sobre la conjuncié.

Proposici6 5.3.5 Sigui U una uninorma conjuntiva i Iy la seva implicacié residual. Les afirmaci-
ons segiients son certes:

(i) La dilatacié borrosa Dy és creixent en totes dues variables.
(ii) L’erosié borrosa Ey és creixent en la primera variable i decreixent en la segona.

(iii) La clausura borrosa Cy,1,, i I'obertura borrosa Oy, 1,, son ambdues creixents en la primera
variable.

Les dues proposicions segiients son relatives a les propietats d’interaccié amb la unié i
la intersecci6 de Zadeh. Per una familia arbitraria (Ai)ie1 de conjunts borrosos, la unié i la
interseccié de Zadeh es defineixen per:

JAix) =supAilx) i [)Ailx) = infAi(x).

. icl
icl i€l iel €

Proposici6 5.3.6 Sigui U una uninorma conjuntiva, continua per l'esquerra i Iy la seva implicacié
residual. Sigqui A una imatge en escala de grisos i sigui B un element estructurant en escala de
Qrisos. A més, sigui (Ai)ie1 un conjunt arbitrari d’imatges en escala de grisos i sigui (Bi)ic1 una
familia arbitraria d’elements estructurants en escala de grisos. Llavors se satisfa

Du(|JA:,B) = JDu(A,B), Er ([ JAuLB) 2 | JEw (AL B),
i€l i€l iel i€l

Du(A, | JBi) = JDul(A,By), Er (A, [ JBi) =) Ew(A,By),
i€l i€l iel i€l

Du([]Ai,B) € [)DulAs,B) Er,([)AuB) =) Eru (AL B).
i€l iel iel iel

DeMosTRACIO: Com que U és continua per 1'esquerra, la segona seccié de Iy és continua
per la dreta i la primera és continua per 'esquerra per la proposicié 4.1.20. Llavors, els
resultats es demostren facilment a partir de les definicions. O

Proposici6 5.3.7 Sigui U una uninorma conjuntiva i Iy la seva implicacio residual. Sigui A una
imatge en escala de grisos i sigui B un element estructurant en escala de grisos. A més a més, sigui
(A1)X_; una familia finita d’imatges en escala de grisos. Llavors és cert

" K " K
Cu,IU(U Ai,B) 2 U Cu,1, (A4, B), OU,IU(U Ai,B) 2 U Ou,1, (A4, B),

i1 i=1 i1 i=1
K K K K
Cuty([)AuB) € () Cuy(AiB), Ourt,([JAuB) € [) Oy (A, B).

i=1 i=1 i=1 i=1
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La translaci6 T, (A) de un conjunt borrés A per v € R™ es defineix per T, (A)(x) = A(x —

v), 'escalatge Hx(A) de un conjunt borrés A per A > 0 es defineix per Hx(A)(x) = A(%(x)).

Es cert, per [77] (veure també [32]) que les quatre operacions morfoldgiques basiques son
invariants sobre translacions i escalatges, com es pot veure en la proposicié segiient.

Proposici6 5.3.8 Sigui U una uninorma conjuntiva i Iy la seva implicacié residual. Siguin A
una imatge en escala de grisos, B un element estructurant en escala de grisos i v € R™. Llavors se
satisfa:
DU(TV(A)I B) = TV(DU(AI B))/ DU(AI TV(B)) = T—V(DU(AI B))I
Du(Tv(A), Ty(B)) = Du(A, B).

L’erosi6 borrosa By (A, B) satisfa les mateixes relacions. La clausura borrosa Cyy,1,, satisfa

Cu,1,(Tv(A),B)
Cu,1,(TW(A), T, (B))

T, (Cu,1, (A, B)), Cu,1y (A, Tu(B)) = Cu,1, (A, B),
T, (Cu,1, (A, B)),

I'obertura borrosa Oy, 1,, satisfa les mateixes relacions que les anteriors operacions.

Proposici6 5.3.9 Sigui U una uninorma conjuntiva i Iy la seva implicacié residual. Siguin A una
imatge en escala de grisos, B un element estructurant en escala de grisos i A > 0. Llavors es satisfa:

Du(HA(A), HA(B)) = HA(Du(A,B)), Cu1y(HA(A), HA(B)) = Ha(Cy,1, (A, B)),
Er(HA(A), HA(B)) = HA(E1(A,B)),  Ouy,1, (HA(A),HA(B)) = HA(Ou 1, (A, B)).

Com en cas binari i en el cas d’escala de grisos, aquesta propietat també es manté per
A < 0. Per A = —1, obtenim el cas especial segiient.

Proposici6 5.3.10 Sigui U una uninorma conjuntiva i Iy la seva implicacié residual. Sigui A una
imatge en escala de grisos i B un element estructurant en escala de grisos, llavors es manté

_DU(A/B) = DU(_A/_B)/ _EI(AIB) :EI(_A/_B)/
—Cu1y (A, B) = Cy,1y (—A, —B), —Ou,1y (A, B) = Oy, 1y (—A, —B).

Ara estudiem la propietat de coneixement local. Molt sovint, no coneixem tota la in-
formacié duna imatge donada A (és a dir, no veiem tota la imatge) siné que tan sols
veiem una part d’ella, un petit quadrat Z (square frame). Ens interessa veure si es poden
aplicar els operadors morfologics a aquesta part concreta. Aquest principi per a la dilatacié
il'erosi6 borroses s’expressa a la proposici6 segiient i esta adaptada de [32], rebent el nom
de principi de coneixement local. Notem dg = sup B ={x € R™ | B(x) > 0}

Proposici6 5.3.11 Siguin U una uninorma conjuntiva i Iy la seva implicacié residual. Siguin
A una imatge en escala de grisos, B un element estructurant en escala de grisos i Z una mascara
binaria. Llavors se satisfa que

Dc(ANZ,B)NEg,(Z,dg) =Dc(A,B)NEr,(Z,ds),
Er (ANZ,B)NEy,(Z,dg) =Er (A, B)NE, (Z dp).

Aquesta propietat és important des d'un punt de vista computacional, ja que ens
permet implementar els algorismes per computar la dilatacié i 1’erosi6 borroses definides
anteriorment.

Els resultats segiients sén una altra vegada similars als que apareixen a [77], pero en
aquest cas es requereix una demostraci6é adaptada i conseqiientment esta inclosa. L'extensi-
vitat de la dilataci6 borrosa i 1’anti-extensivitat de ’erosié borrosa queden assegurades en
la proposici6 segtient.
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Proposici6 5.3.12 Siguin U una uninorma conjuntiva amb element neutre e €10, 1[, Iy la seva
implicacio residual i B un element estructurant en escala de grisos tal que B(0) = e. Llavors les
inclusions segiients es satisfan:

Er (A, B) € A C Dy(A,B).

DemMosTrACIO: Com que Iy és la implicacié residual de U, satisfa que Iy (e, x) = x per a
tot x. Llavors

Ery (A, B)(y) = influ (B(x —y), Alx)) < Tu(B(0), Aly)) = Tule, Aly))
=A(y) = Ule, Ay)) = U(B(0), Aly)) < sup U(B(x —y), A(x))

=Dul(A,B)(y). [

Proposici6 5.3.13 Siguin U una uninorma conjuntiva continua per 'esquerra, Iy la seva impli-
cacid residual, A una imatge en escala de grisos i B un element estructurant en escala de grisos,
llavors es satisfa

(i) La clausura borrosa Cy 1, és extensiva: A C Cy,1,, (A, B).
(ii) L'obertura borrosa Oy, 1,, és anti-extensiva: Oy, 1, (A, B) C A.
(iii) La clausura borrosa i I'obertura borrosa son idempotents, és a dir:

Cu,1y (Cuiy (A, B),B) = Cu,iy (A, B), Ouiy (Ouiy (A, B), B) = Oy 1y (A, B).
DEMOSTRACIO: La primera propietat se segueix de la definici6 i tenint en compte que, per
la proposici6 4.1.20, Iy satisfa

y < Iu(x, U(x,y)) pertot (x,y) € [0, 1]2.
Similarment, (ii) es pot derivar pel fet que, per continuitat per I'esquerra, emprant una
altra vegada la proposici6 4.1.20 U satisfa

Ux, Tu(x,y)) <v.
Per poder demostrar (iii), tenim una inclusié immediatament emprant (i):

Cu,1,(Cu,1y (A, B),B) 2 Cy 1 (A, B).

L’altra inclusi6 és conseqiiencia de 1’anti-extensivitat de I'obertura borrosa, les definicions
dels operadors borrosos i la monotonia de 1’erosi6é borrosa, que és

Cu,1,(Cu,1, (A, B),B) = Er (Du(Cy,1,(A,B),B),—B)
DU(EIu(DU(AIB)/_B)/B)/_B)
=E1,(Oy,1,(Du(A,B),—B), —B)

C E1 (Du(A,B),—B) = Cy,1y (A, B).

u

(
ul
(
(

De manera similar es pot demostrar la idempotencia de ’obertura borrosa. O

Proposici6 5.3.14 Siguin U una uninorma conjuntiva, amb element neutre e €10, 1[ i Iy la seva
implicaci6 residual. Sigui A una imatge en escala de grisos i B un element estructurant en escala de
grisos tal que existeix z € R™ tal que B(z) = e, llavors és cert

EIu (A/B) - DU(A/B)
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DEMOSTRACIO: Semblant a la demostracié de la proposici6 5.3.12. O

Proposici6 5.3.15 Siguin U una uninorma conjuntiva, amb element neutre e €10,1[ i Iy la seva
implicacié residual. Siguin A una imatge en escala de grisos i B un element estructurant en escala
de grisos tal que B(0) = e, llavors se satisfa

DU(A/B) 2 CU,Iu(AIB)/ DU(A/B) 2 OU,IU(A/B)/ DU(A/B) ) OU,IU (A/ _B)/
Er, (A, B) C Oy, (A,B), Ep,(A,B)C Cui,(A,B), Er,(A,B)C Cyr,(A, —B).

u(

DeMOsTRACIO: Només demostrem la primera inclusio, ja que les altres es demostren de
manera similar. Per a tot y € R™ tenim:

Cu1y (A, B)(y) = infIu(B(y —x),sup U(B(z —x), A(z)))

< Iu(B(0),sup U(B(z—y),A(z))) =sup U(B(z—y),A(z)) = Du(A,B)(y). O

Proposici6 5.3.16 Siguin U una uninorma conjuntiva, amb element neutre e €10, 1[ i sigui Iy la
seva implicacio residual. Sigquin A una imatge en escala de grisos i B un element estructurant en
escala de grisos tal que B(0) = e, llavors se satisfa que

Er,(A,B) € Ou1y(A,B) C A C Cu,ry (A, B) C DulA,B).
DEMOSTRACIO: S’obté d’ajuntar alguns dels resultats de les proposicions anteriors. O

Proposici6 5.3.17 Sigui U una uninorma conjuntiva continua per l'esquerra, i siguin A, Bi C
imatges en escala de grisos. Llavors se satisfa que

Du(A,Dy(B,C)) = Du(Du(A,B),-C)

Du(A,B) =—Dul(B,A).

DeMosTRACIO: Emprant la continuitat per ’esquerra, se segueix facilment de I'associativitat
i la commutativitat de la uninorma U. O

Les combinacions de dilatacions i erosions s’estudien en les proposicions segiients.

Proposici6 5.3.18 Siguin U una uninorma conjuntiva continua per l'esquerra, Iy la seva implica-
cid residual i A, B i C imatges en escala de grisos. Llavors es satisfa:

Du(Du(A,B), C) = Du(Du(A, C),B), Er,(Er, (A, B), C) = By (Ery (A, C), B).
DeMOsTRACIO: Emprant la proposici6 5.3.10 i I'anterior, obtenim la primera igualtat:

DU(DU(A/B)/ C) = DU(A/DU(B/_C)) = DU(A/ _DU(_C/B))
= Du(A,Du(C,—B)) = Du(Dul(A, C), B).

Per demostrar la segona part, notem que com que U és continua per 'esquerra, la implicacié
residual Iy satisfa el principi d’intercanvi (proposici6 4.1.20) i també, la segona secci6 és
continua per la dreta. Llavors, aplicant les definicions i emprant aquests fets el resultat es
dedueix facilment. O
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Proposici6 5.3.19 Siguin U una uninorma conjuntiva continua per l'esquerra i Iy la seva impli-
cacid residual. Llavors es satisfa:

Er, (A, Du(B,—C)) = Eqy (Er, (A, B), C).
DEMOSTRACIO: Emprant la proposicié 4.1.20 i les propietats de la implicacié Iy tenim:
Ery (A, Du(B, —C))(y) = inf Tu(Du (B, =C)(x —y), A(x))
= il;(lf Iu(sup U(C(—z+x—1y),B(z)), A(x))
= i{(lfirz}f I:(C(—z +x—vy),Iu(B(z),A(x)))
= i?/figf Iu(C(z' —y), Iu(B(x —z'), A(x)))
= i?/f Iu(C(z' — y),il;lf Iu(B(x —z"),A(x)))
= i?,flu(C(Z' —y), Ery (A, B)(2))
= Ery (Ery (A, B), C)(y). O

Encara que la dilataci6 i erosi6 borroses, per una eleccié convenient de la conjunci6 i
la implicacid, sén duals, aixd no significa que es pugui utilitzar lliurement la cancellacié
en les igualtats morfologiques borroses. En particular, la igualtat A = E;(B, C) no implica
necessariament D¢ (A, —C) = B. De tota manera, la proposicié segiient indica que una
relacié d’inclusié es manté.

Proposici6 5.3.20 Siguin U una uninorma conjuntiva continua per l'esquerra i Iy la seva impli-
cacid residual. Llavors és cert que

A C Ey,(B,C) siinoméssi Dy(A,—C) C B.

DeMosTRACIO: Com que U és continua per 1'esquerra, sabem, per la proposicié 4.1.20, que
per a tots x, y, z € [0, 1],

U(x,z) <y siinoméssi z < Iy(x,y)

i, d’aquesta equivaléncia, el resultat segueix de manera trivial. O

5.4 OBJECTES BORROSOS OBERTS I TANCATS

La idempotencia de 1’obertura i la clausura borroses quan agafem U una uninorma con-
juntiva continua per 'esquerra i Iy la seva implicaci6 residual motiva, com en el cas de la
morfologia matematica classica, les definicions segtients.

Definicié 5.4.1 Siguin A i B dues imatges en escala de grisos. Direm que A és B-tancat (respecti-
vament B-obert) si Cy,1,, (A, B) = A (respectivament Oy, 1, (A, B) = A).

Observem que, com a conseqiiencia de la proposici6 5.3.13, Cy,1, (A, B) és B-tancat i
Ou,1y (A, B) és B-obert. A més a més, tenim la proposicié segiient que va ser avangada per
De Baets a [35] sense demostracié. La incloem aqui per completesa.

Proposici6 5.4.2 Sigui U una uninorma conjuntiva continua per l'esquerra i Iy la seva implicacid
residual. Llavors se satisfa:

(i) A és B-obert si i només si existeix un objecte borrds F tal que A = Dy (F,—B).
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(ii) A és B-tancat si i només si existeix un objecte borrds F tal que A = Ep, (F, —B).

DEMOSTRACIO: Suposem que A és B-obert. Per definici6 de la obertura borrosa, elegint
F =Ej (A, B) tenim un objecte borrds satisfent que Dy (F, —B) = A. Suposem ara que A es
pot representar per A = Dy (F, —B) per qualque objecte borrés F. De la proposicié 5.3.13
sabem que Oy, 1, (A,B) C A. Per poder demostrar l'altra inclusié, emprant la proposicié
4.1.20 i que Iy és creixent en la segona variable, tenim:

Ery (A, B)(y) = influ(B(x —y), Alx)) = inf lu(B(x —y), Du(F, =B)(x))
=inf Iy (B(x —y),sup U(B(x —z), F(z)))
> F(y).
Per tant, hem demostrat que F C Ey (A, B). Llavors, per la proposici6 5.3.5 tenim que
A = Duy(F,—B) € Du(Ey,(A,B),—B) = Oy,1,, (A, B).

Emprant les dues desigualtats, obtenim que A = Oy,1,, (A, B), i per tant A és B-obert. Un
argument similar demostra (ii). O

Com ja va remarcar Bodenhofer a [18] els operadors d’obertura i clausura només tenen
sentit si ’obertura sempre déna un resultat obert, i I'operador de clausura déna un resultat
tancat. A més a més, és desitjable tenir “propietats d’extrems”. Vegem ara que aquest
darrer requeriment també se satisfa pels nostres operadors d’obertura i de clausura.

Proposici6 5.4.3 Sigui U una uninorma conjuntiva continua per l'esquerra i Iy la seva implicacié
residual. Llavors se satisfa:

(i) Ou,1, (A, B) és el major subconjunt borrés B-obert de A.
(ii) Cuy,1,, (A, B) és el menor superconjunt borrds B-tancat de A.
DEMOSTRACIO: (i) Sabem que Oy 1, (A, B) és B-obert, i, per la proposici6 5.3.13 que

Our, (A, B) C A

Considerem ara que E C A i E és B-obert. Llavors, com que E és B-obert tenim
E = Oy,1, (E, B). Per la proposici6 5.3.5 Oy,1,, és creixent en la primera seccio, llavors

E = Ouy,1,(E,B) € Oy, (A, B).

(ii) Sabem que Cy,1,(A,B) és B-tancati A C Cy,1,, (A, B). Sigui E un superconjunt B-
tancat de A, A C E. També, per la proposicio, 5.3.5 sabem que Cyy 1, és creixent en la
primera variable, llavors

Cu1,(A,B) C Cy,1,(E,B) =E,

perqué E és B-tancat. Aleshores Cyy 1, (A, B) ha de ser el menor superconjunt B-tancat
de A. O

Considerem ara breument la preservacié de la B-obertura i de la B-clausura per intersec-
cions i unions, respectivament.
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Proposici6 5.4.4 Siguin U una uninorma conjuntiva continua per l'esquerra i Iy, la seva implicacio
residual. Siguin Ay i A, dues imatges en escala de grisos i B un element estructurant en escala de
grisos. Llavors, se satisfa:

(i) Si Aq i Ay son ambdds B-oberts llavors, A1 U A, és B-obert.
(i) Si A7 i A, sén ambdds B-tancats llavors, A1 N Ay és B-tancat.

DeEMosTRACIO: (i) Si A7 i A, sén B-oberts llavors, Oy,1,(A1,B) = A71O0y,1,(A2,B) =
A;. Per la proposici6 5.3.6 tindrem que
A7 UA2 =0uy,1,(A1,B) U Oy, (Az,B)
= Dul(Er,(A1,B),—B) U Du(Ey, (A2, B),—B)
= Dul(Er, (A1,B) U Eg (A2, B), —B)
C Dul(Er, (A7 U Az, B),—B) = Oy,1, (A7 U Ay, B),
llavors A7 U Ay € Oy,1, (A1 U Ay, B). L'altra inclusié és una conseqiiencia de la

proposici6 5.3.13. Llavors, A1 U Ay = Oy,1, (A1 U A, B)i Ay U A, és un conjunt
borrés B-obert.

(ii) Ara assumirem que Aj i Az sén conjunts borrosos B-tancats. Aleshores, A1 =
Cu1,(A1,B)i Ay = Cy,1, (A2,B). Llavors, emprant la proposicié 5.3.6 obtenim el
segient:

A1 NAz =Cyy(A1,B)NCy,r1, (A2, B)
=Er,(Du(Ay,B),—B)NEy, (Du(A2,B),—B)
= k1, (Du(A1,B)NDu(A2,B),—B)
2 Er (Du(A1NAz,B),—B) = Cuy,1, (A1 NAL,B).

Llavors, A1 N A, O Cy,1, (A1 N A2, B)1iper tant, emprant la proposici6 5.3.13, Aj N
Az = Cy1y (A1 NAL,B)ipertant A1 N A, és un conjunt borrés B-tancat. O

Les proposicions anteriors sén valides per qualsevol uninorma conjuntiva continua
per 'esquerra. De tota manera, si volem tenir dualitat entre els objectes tancats i oberts,
necessitem de nou les dues classes d’'uninormes de la proposici6 5.3.1.

Proposici6 5.4.5 Sigui U una uninorma conjuntiva satisfent la condicio (i) o (ii) de la proposicio
5.3.1 llavors, A és B-obert si i només si el seu N-complement, coNA, és B-tancat.

DEMOSTRACIO: Demostrarem la implicacié de dreta a esquerra. Assumirem que conA és
B-tancat, Cy,1,(conA, B) = conA. Fent el complementari als dos membres, com que N és
un operador involutiu, i la clausura i I'obertura borroses sén N-duals, llavors obtenim

Ou,1, (A, B) = conCu,1, (conA, B) = con(con(A))

és a dir, A és B-obert. El reciproc es pot demostrar similarment. O

5.5 LLEI D'IDEMPOTENCIA GENERALITZADA

Continuant amb 1’estudi de les propietats que satisfan aquests operadors morfologics,
una de les propietats importants és la llei idempotencia generalitzada, que es satisfa per
a l'obertura i la clausura en el cas classic. En aquesta seccié demostrarem que, emprant
uninormes continues per 'esquerra, que inclouen les representables conjuntives, aixi
com les de la proposici6 5.3.1, 'obertura i clausura borroses satisfan aquesta llei. Primer
necessitem uns resultats previs.
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Proposici6 5.5.1 Sigui U una uninorma continua per I’esquerra. Llavors U i Iy satisfan
Tu(x, Uly, z)) = U(Tu(x,y), z)

per tot x,y,z € [0, 1].

DEMOSTRACIO: Si demostrem
Ulx, U(Tu(x,y),2)) < Uly, z)

per tot x,y,z € [0, 1], llavors la proposicié queda demostrada. Emprant (ii) de la proposicié
5.3.4, tenim que per tot x,y,z € [0, 1]

U(X;U(Iu (XIU)/Z)) = U(Ll(x, IU (X/U));Z) < U(U/ Z)' ]
Proposici6 5.5.2 Sigui U una uninorma continua per 'esquerra. Per tots a,b,c,d, e, f € [0,1], si
U(a, Iy(b,c)) > d,iUe, Iy(f,b)) = a llavors

U(e, Iu(f,c)) = d.
DEMOSTRACIO: Emprant la proposici6 5.3.4, tenim per tots a, b, c,d, e, f € [0,1]:

d u(a/ IU(bl C)) < u(u(er IU(f/b))/IU(b/ C)) = u(elu(lu(flb)l IU(bl C)))
Ufle,

(e, Iu(f,c)). O

NN

Proposicié 5.5.3 Sigui U una uninorma continua per 'esquerra. Per a tots a,b,c,d, e, f, g, h €
[0/ ]]/ si U.(Cl, IU(b/ C)) 2 d/ U(C, IU(e/ f)) < g9, i U.(d, IU(er f)) 2 h/ aleshores U((l, IU(bl g)) 2
h.

DEMOSTRACIO: Emprant les proposicions 5.3.4 i 5.5.1, tenim per tots a,b,c,d, e, f, g, h €
[0, 1]:

h (d/ Iu(erf)) < u(u(a/ Iu(b; C))/ Iu(e/f)) = u(a/u(lu(blc)/ Iu(e/f)))

<u
<U(Q,Iu(b,U(C,Iu(e,f)))) gu(a/IU(b/g)) U

La demostracié dels resultats relatius a les inclusions d’obertures borroses de les dues
proposicions segiients son molt similars a les donades per De Baets a [35] per t-normes
continues, emprant en el nostre cas les proposicions 5.3.4 i 5.5.1. Respecte a les inclusions
relatives a la clausura borrosa, les seves demostracions se segueixen de la dualitat, garantida
per la proposici6 5.3.1.

Proposici6 5.5.4 Sigui U una uninorma conjuntiva satisfent la condicié (i) o (ii) de la proposicié
5.3.1 1 Iy la seva implicacié residual. Si A és B-obert i Ran(A) i Ran(B) son conjunts finits, llavors
per qualsevol objecte borrds F se satisfa:

Oy, (F,A) €Oy, (F,B)CF

i de manera dual
F C Cy,1y(F,B) € Cy,1, (FA).
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Proposici6 5.5.5 Sigui U una uninorma conjuntiva satisfent la condicio (i) o (ii) de la proposicio
5.3.1 1 Iy la seva implicacié residual. Si A és B-obert i Ran(A) i Ran(B) sén conjunts finits,llavors
per qualsevol objecte borrds F és cert:

Ou,1,(Ou1, (F,B),A) = Oy,1,(Ou,1, (F,A),B) = Oy, (F,A)
1 de manera dual
Cu,1y (Cu1y(F,B),A) = Cu,1, (Cu,1, (F,A),B) = Cy 1y (FA).

Nota 5.5.6 Les proposicions anteriors sén també valides per qualsevol t-norma continua per l'es-
querra (millorant els resultats de De Baets a [59]) també com per qualsevol uninorma representable
conjuntiva i qualsevol uninorma idempotent continua per 'esquerra, ja que totes elles son uninormes
continues per l'esquerra.

En aquesta part tractarem d’eliminar la condicié de que Ran(A) i Ran(B) siguin conjunts
finits en la proposici6 5.5.4 en el cas de que treballem amb una conjuncié continua. Seguint
un procediment similar a I'emprat per De Baets a [35] per a t-normes continues, perd
diferent en el fons, podem generalitzar el resultat eliminant aquesta condicié.

Proposicié 5.5.7 Siqui T una t-norma continua i sigui It la seva implicacio residual. Si A és
B-obert llavors per qualsevol objecte borrds F és cert:

OT,1,(F,A) C Ot,1,(F,B) CF,

i de manera dual
FC CT,IT(F/ B) C CT,IT(FrA)-

DEMOSTRACIO: Per ser A un conjunt B-obert, es verifica que

A(y) = Or1,(A, B)(y) = sup T (B(y —x), inf I (B(z —x), A(2))

= sup irZ1fT (B(y—x),IT(B(z—x),A(z))).

Donat ¢ > 0, existeix x, tal que
InfT (B(y —xe), [T(B(z—xe), A(2))) > Aly) —e.
Per tant existeix x. tal que per
T(B(y—x¢), IT(Blz—x¢),A(z))) > A(y) — ¢, per tot z. (5.2)
Volem veure que Ot 1, (F,A) C O 1, (F, B) per aix0 és suficient veure que
si per a tot « €]0,1], Ot1,(F, A)(y) = « llavors O7,1, (F,B)(y) > «
Sigui « €10, 1] arbitrari pero fix i sigui y tal que
Or1,1: (FA)(y) = .

De forma similar a com hem obtingut (5.2), existeix x; tal que

T (A(y —x;), IﬂA(z—xé),F(z))) >« — ¢, per tot z. (5.3)
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Considerem x. i apliquem (5.2) a y — x., de forma que obtenim que existeix x! tal que

T (B(y —x; —xl),IT(B(z—xl),A(Z))) > Ay —x;) — ¢, per tot z.

Considerem ara x]. Volem veure que
Or,1;(F,B)(y) = sup T (Bly —x), inf Ir (B(z — x), F(z)) > o~ ¢
pel que és suficient veure que
T (B(y X —xl),irzlfIT(B(z—xl),F(z))) >o—¢
és a dir,

T (B(y —x; —xl),IT(B(z—xl),F(z])) > oo — g, per tot z.

Per (5.3) i com que T és continua per I'esquerra, donat ¢ > 0, existeix 6 > 0 tal que

!

T (A(U —x.) =38, IT(A(Z—XE),F(Z))) > o — ¢, per tot z.

Considerant y — x, i § > 0 aplicant (5.5), existeix x} pel qual

T (Bly—x. —x}), Tr(B(z—x}), A(2))) > Aly—x,) 5, per tot z.

Aplicant (5.6) a z—x;:
T (Bly—xe = x), Ir(Blz—x; —x}), Alz—x())) > Aly —x) =9
Si considerem (5.5) i (5.7) i apliquem la proposici6 5.5.2, obtenim

T (B(y—x;—xg),IT(B(z—x;—xg),F(Z))) > o — ¢, per tot z.

(5-4)

(5-5)

(5-6)

(5-7)

(5-8)

Es pot observar que (5.8) es verifica per a tot z ja que, (5.7) es verifica per a tot z, z — x,, i

(5.5) també és per a tot z; a més (5.8) ens garanteix 1'existéncia d'un X tal que

T (B(y—%),IT(B(z—%),F(z))) = c— ¢, per tot z
d’on

T (Bly— %), inf Iy (B(z— %), F(2))) > a—e
aixi

sng (B(y —x),irzlf IﬂB(z—x),F(z))) > o—e¢
0, el que és el mateix,

Ot11,(F,B)(y) > x—e (pertote>0)
i per tant

O, (FB)(Y) > «,

el que acaba la demostraci6.
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Gracies a la proposicié anterior podem enunciar ara I'anomenada Idempoténcia Generalit-
zada per a t-normes continues eliminant la condici6, restrictiva i que no apareix al cas crisp,
de que els rangs siguin finits.

Teorema 5.5.8 Sigui T una t-norma continua i sigui It la seva implicacié residual. Si A és B-obert,
llavors per qualsevol objecte borrds F se satisfa:

OT,IT(OT,IT(F/B)/A) = OT,IT(OT,IT(F/ A)/B) = OT,IT(F/ A)
i de manera dual
CT,IT(CT,IT(F/B)/A) = CT,IT(CT,IT(F/ A)/B) = CT,IT(F/ A)

DEMOSTRACIO: La demostracié d’aquest teorema és identica a la feta en el cas crisp, pero la
incloem per claredat. Considerem un objecte borrés F, la proposicié 5.3.13 ens garanteix
que OT,1,(F,B) C F. Com que l'obertura és una funcié creixen en el seu primer argument
(veure la proposici6 5.3.5), tenim garantit que

O71,1;(O1,1,(F,B),A) C Or,1,(F A).
Per una banda, com que A és un conjunt B-obert, la proposici6 5.5.7 implica que
O7,1,(F,A) C Ot 1, (F,B).

Per una altra banda, la idempoténcia de 1’obertura borrosa, que ve donada per la proposicié
5.3.13, ens permet assegurar que

OT,IT(F,A) = OT,IT(OT’IT(F,A),A) C OT,IT(OT,IT(F/B)/A)'

D’ambdues inclusions obtenim la igualtat, el que acaba la demostracié. O

56 RESULTATS EXPERIMENTALS

En aquesta seccié presentarem alguns experiments mostrant les diferéncies entre els
operadors morfologics basics emprant uninormes diferents. Els exemples presentats il-
lustren la influéncia de 1’eleccié de la parella (U,Iy) emprant uninormes conjuntives
idempotents i representables.

Una de les aplicacions que implementem és el gradient morfologic

Du(A,B)\ Eg, (A, B),

que serveix com a eina per a la deteccié de contorns. En efecte, gracies a la proposici6 5.3.16,
si B(0) = e, se satisfa Ey (A,B) C A C Dy(A,B), amb el que aquesta operacié morfologica
serveix com a una imatge de contorns adequada.

Presentarem els resultats seguint el plantejament de Nachtegael i Kerre a [77], i a tots els
resultats utilitzarem l'element estructurant B, representat per la matriu segtient

0.86 0.86 0.86
B=e-|0.86 1.00 0.86 (5:9)
0.86 0.86 0.86

on e és l'element neutre de la uninorma. Es pot observar que B(0) = e i, com hem comentat,
podrem emprar el gradient morfologic Dy (A, B) \ Ey, (A, B) quan utilitzem la morfologia
borrosa basada en uninormes.
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Els resultats son comparats amb els que s’obtenen amb la morfologia construida amb
parella (T, I, ), que és la representant de I'tinica classe de t-normes, les nilpotents, que
garanteix la satisfaccié de totes les propietats per tenir una bona morfologia matematica
borrosa, en particular la dualitat entre operadors morfologics.

Els resultats son comparats també amb un dels enfocaments classics en morfologia
matematica en escala de grisos, 'anomenat enfocament umbra (umbra approach), i que
breument introduim a continuacié. En primer lloc, necessitem introduir la dilataci6 i
'erosi6 binaries, des d’un punt de vista classic. En tota aquesta part, T, és la translaci6 de
l'objecte B de R™ pel vector y € R.

Definici6 5.6.1 Sigui A una imatge bindria i B un element estructurant binari. La dilatacié binaria
D(A, B) i l'erosié binaria E(A, B) venen donades per:

D(A,B) ={y € R™ | Ty(B)NA # 0}
E(A,B) ={y e R™ [Ty (B) C A}

A continuaci6 posem la definicié de dilataci6 i erosié de 1’enfocament umbra. Donada
una imatge A, denotem per da al domini de A.

Definici6 5.6.2 ([77], definici6 7) Siqui A una imatge en escala de grisos, i B un element estruc-
turant en escala de grisos. La u-dilatacié D (A, B) i la u-erosié £, (A, B) son les imatges en escala
de grisos definides per:

Dy (A, B)(y) = sup{A(x) + B(x—y) | x € Ty(dg)Nda}, peray € D(da,ds)
Eu (A, B)(y) =inf{A(x) = B(x—y) | x € Ty(dg)}, peray € E(da,ds).
on D i & sén la dilatacié i I'erosié binaries.

Al primer conjunt d’experiments, mostrem els resultats obtinguts d’aplicar 1'erosio,
dilataci6 i el gradient morfologic a la imatge mostrada a la figura 41, fent tis de diferents
uninormes i les seves implicacions residuals, de la parella (Ty, I, ), i de 'enfocament umbra.

Figura 41. Imatge d’entrada emprada en els experiments.

Per tant, seguint el que hem comentat anteriorment, a la figura 42 mostrem, d’esquerra
a dreta, la dilataci6é borrosa, 1’erosi6 borrosa, i I'operador gradient borrés, Dy (A, B) \
Er, (A, B), emprant diferents uninormes idempotents. Des de dalt a baix hem emprat
U = (N,e)iqe i Iy, on N(x) =1 —x?%1iN(x) = 1—x, respectivament, (els elements neutres
corresponents sén e = 4 i e = 0.5). Baix d’aquestes imatges, trobem els resultats d’utilitzar
la parella (Ty, I, ) i 'enfocament umbra, on 1’element estructurant és el mateix que al cas
de les uninormes, emprant e = 1.
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A la figura 43 tenim la mateixa estructura que al cas anterior. Emprem tres uninormes
representables conjuntives diferents amb el mateix element neutre e = 0.5, la t-norma
de Lukasiewicz T, i 'enfocament umbra respectivament. Des de dalt fins baix, emprem
les uninormes representables definides a partir dels generadors additius h(x) =In (%),
he(x) = ln(%lnﬂ —x))amb c =In21ihe(x) = ﬁ amb e = 0.5 a més de la parella
(T, I, ) i I'enfocament umbra amb ’element estructurant (5.9), amb e = 1.

En la comparaci6 de les imatges de gradient es pot observar que, si bé en totes les imatges
es detecten els contorns més forts, a les de les uninormes representables i idempotents es
poden observar els contorns més suaus, que no sén detectats pels altres dos enfocaments (el
de la t-norma de Luckasiewicz i I'enfocament umbra), que pot ser una avantatge, depenent

de les aplicacions.

Figura 42. Des de dalt fins baix, la dilataci6, erosi6 i gradient borrosos obtinguts emprant uninormes
idempotents amb negacions fortes N(x) = V1 —x? i N(x) = 1 —x, la parella (T Ir) i
I'enfocament umbra.
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Figura 43. Dilataci6 borrosa, erosié borrosa i gradient borrds obtinguts emprant uninormes represen-
tables conjuntives amb generadors additius h(x) = In (ﬁ), he(x) = ln(I;—12 In(1—x)) i
h(x) = X"U_—S'E), la parella (Tg,I1,) i I'enfocament umbra.
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A una segona part d’experiments, mostrem els diferents gradients borrosos obtinguts a
partir de cinc imatges, les figures 45, 46, 47, 48, 49, i que més endavant comentarem per
separat. A la figura 44 representem 1'esquema seguit a totes figures. Posem a la primera
fila la imatge original i els gradients morfologics obtinguts amb la parella (T, I, ), i amb
I’enfocament umbra. A la segona fila posem els obtinguts amb les uninormes representables
U=(n ( ) 0.5)rep, U = (In ( ln2 ‘In(1— )) 0.5)rep i U = ( *O 5 ,0.5)rep- A la darrera
fila posem el gradient morfologic obtingut amb les unmormes 1dempotents u= (-

%,0.5)ige i U = (VT —x2, %2 qe.

Imatge original (T, Iny) Enfocament umbra

(In (125),0.5)rep (In(20=x)) 0.5) 0, (27227, 0-5)rep

<1 —X, O-5>ide

|

1

&
ﬁ

2 >1de

Figura 44. Esquema seguit en els experiments sobre gradients morfologics.
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A la figura 45, es presenten els gradients morfologics obtinguts, seguint I'esquema de
la figura 44, a una imatge de cromosomes, que es veu al canté superior esquerre. Es pot
observar com el resultat de la morfologia basada en t-normes déna un imatge de gradient
on no es detecta cap cromosoma i, amb el gradient associat a la morfologia classica es
detecten totes les estructures cromosomatiques. Amb les uninormes, en tots els casos
s’obtenen resultats on es detecten les mateixes formes que al cas classic. Es pot observar,
per al cas d’'uninormes, que per a les idempotents aquestes formes es detecten molt millor
que per a les representables.

Figura 45. Imatges de contorn per a una imatge de cromosomes (superior esquerra) per diverses
morfologies matematiques, seguint 'esquema de la figura 44.
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La segiient figura (46) ens mostra els resultats obtinguts amb una imatge esborronada
artificialment, emprant un sistema semblant a I’anterior imatge. Es pot observar com, una
altra vegada, els resultats de la morfologia basada en uninormes millora els resultats de
la t-norma, que en aquest cas déna uns contorns molt suaus, mentre que per els resultats
comparats amb els de I'enfocament umbra també s6n semblants, encara que per a aquest
enfocament queden més marcats els contorns.

NORTH | NOR i
NOR i

Figura 46. Imatges de contorn per a una imatge esborronada artificialment (superior esquerra) per
diverses morfologies matematiques, seguint 'esquema de la figura 44.
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Una imatge molt diferent a les vistes fins ara es mostra al cant6 superior esquerre de
la figura 47, que correspon a les cellules d'un miscul. Ara podem dir que a les imatges
de contorn obtingudes amb les uninormes idempotents i representables es milloren els
resultats, tant per a t-normes com per a 'enfocament umbra, ja que els contorns d’algunes
céllules es difonen en els dos primers enfocaments, mentre que amb els d’uninormes
gairebé es poden observar els contorns de totes les cellules. A més a més, hi ha una perdua
d’estructures en 1’enfocament classic que amb les imatges de contorn per a les uninormes
es mantenen.

Ny
A
\ # A #
> 4 1 - » T !T
t }( T TR e : 1\( \ 3 -
) VA ] J N
".)r v.\.l'w b 'jr n.,lr 3
/ va 0t ¢ / SVt ¢
{ d § e { d e
F .85
TS - rw }/\L» 4 ) et r\, J/\,» 4
[ < y f pd p
Pl = A5 P =@
NA SN N2 i
\ - — -
1 r 1 ! ( 1 5 i ) { ¥ ( A A
Sl e i oy / e & i o 1
P ( : A
| ‘I'I("‘if I'r'-' & o -:;C . }‘ 4 ﬂ' &2 :;’(
e sl -—
RV - Ay i 1Y N4 ”7</ 4)7‘?;\
Wl o0 B\ 8 00
NG T N AN N

Figura 47. Imatges de contorn d'una imatge de cellules d"un muiscul (superior esquerre) per diverses
morfologies matematiques, seguint ’esquema de la figura 44
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La figura 48, correspon a una radiografia d'un maluc, en el qual hi ha hagut fractures,
que es poden entreveure a la dreta. En aquest cas, els resultats son molt favorables als
gradients de les uninormes. Tant al cas de les t-normes com al cas de I'enfocament umbra,
no es poden distingir cap de les estructures que componen la imatge, i per tant no sén ttils
per a un posterior analisi. En canvi, amb les uninormes es poden veure els contorns de les
estructures Ossies, fins i tot, observant-se la petita fractura superior.
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Figura 48. Imatges de contorn d"una imatge d"un maluc (superior esquerre), per diverses morfologies
matematiques, seguint I'esquema de la figura 44
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Per acabar, la figura 49 és d’un conjunt d’eritrocits. Aqui els resultats obtinguts amb
les t-normes fan desapareixer algunes estructures, i fins i tot no es detecten les formes
completes de qualque eritrocit. En canvi, en al cas de I'enfocament umbra, podem observar
tots els contorns dels eritrocits de la imatge, resultat semblant al gradient obtinguts amb
les uninormes, que sén considerablement millors que el de la t-norma.

Figura 49. Gradients morfologics d’una imatge d’eritrocits (superior esquerre), per diverses morfo-
logies matematiques, seguint I'esquema de la figura 44.

Una vegada visualitzats i estudiat aquests resultats experimentals, podem concloure
que la morfologia matematica borrosa basada en uninormes idempotents i representables,
es mostra inicialment com una bona eina per a la detecci6 de contorns, tot millorant
I'enfocament presentat per a t-normes, i també millorant i en tot cas igualant les imatges
de contorn obtingudes amb el cas classic. Aquests resultats ens permeten pensar que
aquesta morfologia matematica borrosa pot ser una eina ttil per a ’analisi i processament
d’imatges.

5.7 CONCLUSIONS

Hem demostrat que és possible emprar uninormes conjuntives continues per 1’esquerra
J
per poder construir una morfologia matematica borrosa que satisfa les mateixes propietats
asiques que la morfologia matematica classica binaria i en escala de grisos. Hem demostra
b 1 fol tematica cl b lad Hem d trat
que les propietats necessaries per obtenir una “bona” morfologia se satisfan en qualsevol
dels casos segiients:



5.7 CONCLUSIONS

* Quan emprem una uninorma representable U = (h, e)ep i la seva negacié associada
Nu(x) =h T (=h(x)).

* Quan emprem la uninorma idempotent continua per l'esquerra U = (N, e);qe amb
una negaci6 forta qualsevol N.

En particular, emprant aquest tipus d’uninormes tenim dualitat i idempoténcia dels
operadors morfologics borrosos, també tenim anti-extensivitat de 1'obertura borrosa i
extensivitat de la clausura borrosa. Les propietats algebraiques es corresponen amb el que
la intuici6 ens diu que han de tenir els efectes d’expansid, contracci6 i escalatge sobre una
imatge. De fet, I'extensivitat expressa que una transformacié expandeix un conjunt, mentre
que l'anti-extensivitat formalitza la contraccié. A més a més, totes aquestes propietats,
juntament amb el creixement son les propietats matematiques necessaries per representar
els filtres. Llavors, aquests resultats ens condueixen a la possibilitat de derivar filtres
morfologics borrosos que tinguin les mateixes propietats que en la morfologia classica. Per
una altra banda, per la proposici6 5.3.14 se segueix que Dy (A, B) \ Ey, (A, B) ens servira
com una deteccié de contorns de la imatge A (com un gradient morfologic borrés). Aquest
gradient és el que hem implementat per diverses uninormes dels dos tipus esmentats,
obtenint millores considerables respecte dels resultats emprant morfologia matematica
classica (enfocament umbra) i la borrosa basada en t-normes.

També, per la proposicié 5.3.8 i la proposicié 5.3.9 es demostra que els operadors
morfologics borrosos sén invariants sobre translacions i escalatges. La invariancia sobre
translacions implica que les operacions morfologiques borroses sén independents de
I'elecci6é de l'origen, mentre que la invariancia sobre escalatges significa que aquestes
operacions son independents de I'escala emprada. Llavors, 1’element estructurant només
depen de la seva forma i aix0 es pot emprar per realitzar transformacions direccionals, que
son ttils en granulometria.
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En aquesta memoria s’ha fet un estudi en profunditat d'una serie de qiiestions relacionades
amb les uninormes, des d"una vessant més teorica, i des d’una altra més aplicada.

En una primera part, dedicada a l'estudi de 1’equacié de distributivitat, s’ha resolt
aquesta equaci6 i d’altres relacionades, per a les classes d’uninormes conegudes. Es el cas
de la distributivitat condicional d’una uninorma sobre una t-conorma, problema obert
proposat a I’any 2002, i d’importancia en el camp de 1’analisi no-estandard i la teoria de la
mesura. En la resolucié d’aquesta equaci6 s’han trobat una serie de solucions desconegudes
fins al moment. Per completar aquest estudi s’han resolt la resta de possibilitats de
distributivitat d’una t-norma o una t-conorma amb una uninorma. A continuacié s’ha
estudiat la distributivitat per al cas d’uninormes idempotents, tot obtenint una familia de
solucions, i s’ha resolt el problema de trobar parells distributius d’'uninormes idempotents.
Sorprenentment, aquests parells distributius satisfan a la vegada la propietat de modularitat.
Seguint amb l'estudi de la distributivitat, s’ha resolt per a les diferents eleccions del primer
operador, considerant-lo en les diferents classes conegudes d’uninormes. Es de destacar
que en la gran majoria de casos s’obtenen solucions no trivials (en les que el segon operador
ha de ser el maxim o el minim), fent que aquestes solucions siguin d’especial interes per a
les seves aplicacions posteriors.

En una segona part, orientada a les funcions d’implicacié definides a partir d"uninormes,
s’han estudiat les implicacions fortes i les residuals. En la part d’implicacions fortes, es
donen les expressions d’aquestes implicacions per a uninormes de Ucys i, gracies a l'estudi
de la distributivitat fet a la primera part, s’ha pogut resoldre 1'equacié de distributivitat
d’aquestes implicacions sobre uninormes conjuntives i disjuntives, equacié important en el
camp dels sistemes basats en regles borroses. S"han obtingut resultats importants, sobretot
en el cas que s’involucri una implicacié a partir d'una uninorma, sobre una t-norma i
una t-conorma. En relacié a aquesta equacié funcional de distributivitat, també s’han
resolt tres equacions de distributivitat semblants. Sobre les implicacions residuals, s’ha
aconseguit estudiar les propietats basiques que satisfan les definides a partir d"uninormes
idempotents, tot resolent quines d’aquestes implicacions satisfan el principi d’intercanvi
i la contraposicié. S’ha completat un estudi similar per a les uninormes de U, i s’ha
resolt 'equacié de distributivitat, abans esmentada, per a aquestes implicacions. A l'igual
que en les implicacions fortes, s’obtenen solucions d’implicacions residuals que satisfan la
distributivitat sobre t-normes i t-conormes.

En la darrera part d’aquesta memoria, s'ha presentat una morfologia matematica borrosa
basada en uninormes conjuntives continues per 1’esquerra, que es basa en estudis anteriors,
fets per a t-normes i conjuncions. S’han descrit amb éxit les propietats que se satisfan amb
aquesta morfologia, tot obtenint resultats favorables, pel que es pot considerar una bona
morfologia, ja que se satisfan les propietats basiques que sén certes per al cas classic, i que
per a t-normes només son satisfetes per a t-normes nilpotents. Una d’aquestes propietats
importants que es verifica és la llei d’idempoténcia generalitzada. Continuant amb aquest
estudi, s’han fet una serie de primers estudis experimentals, dedicats a la implementaci6
de l'obertura, clausura i gradients borrosos. L'estudi comparatiu dels resultats obtinguts
amb la morfologia matematica borrosa basada en uninormes amb els enfocaments classics
i a I'enfocament de t-normes, sén tan favorables per a I'enfocament d’uninormes aqui
presentat, que ens fan pensar que pot ser aplicada a ’analisi i processament d’imatges, i
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que es mereix un estudi en profunditat de totes les propietats que se satisfan.

Volem destacar que s’ha comencat un estudi, juntament amb els professors B. De Baets i
J. C. Fodor, per tal de compilar tots els resultats coneguts sobre uninormes, i donar aixi
una imatge global d’aquests operadors. Fruit d’aquest treball ha estat introduir una nova
notacid, que esperem sigui estandard, i que ha estat utilitzada en aquesta memoria, per
primera vegada.

Per una altra banda, a partir dels resultats presentats en aquesta memoria, hi ha tota una
serie de qiiestions que poden ser interessants per avancar en l'estudi de les uninormes.

Sobre l'estudi teoric de la distributivitat i les implicacions, presentades als capitols 3 i 4,
respectivament, podem distingir una serie de problemes per aprofundir en el coneixement
de les implicacions:

Estudiar 1'equaci6 de la distributivitat per a la classe d"uninormes recentment descri-
tes, la classe de Umny, i per a la classe de Ucts, quan es publiqui la seva caracteritzacié
final.

Estudiar les QL i D-implicacions a partir d"'uninormes. Recentment s’ha comencat
aquest estudi a [72]. En aquest estudi, un punt a tractar seria resoldre la distributivitat
presentada aqui 4.11 per aquest tipus d'implicacions.

Sobre 1’equacié de distributivitat d’implicacions sobre uninormes, 4.11, resoldre-la
totalment el cas en que la uninorma U amb la que es fa la implicacié residual sigui
idempotent.

Estudiar les altres distributivitats (en el sentit del presentat a la secci6 4.2.3) per a
implicacions residuals.

Caracteritzar les R i S-implicacions a partir d’'uninormes. Molt recentment, a [12],
encara sense publicar, s’ha presentat el treball on s’estudia aquest problema, pel cas
de les S-implicacions.

Sobre el darrer capitol, de morfologia matematica borrosa, per continuar amb aquest
estudi, es podrien destacar els punts segiients:

Interpretar 'equacié de distributivitat per a la morfologia matematica aqui presentada,
per poder obtenir millors resultats i propietats addicionals als ja coneguts per la
morfologia matematica classica.

Experimentacié amb més imatges, tot explorant amb nous elements estructurants i
diferents uninormes, amb elements neutres distints. Extreure d’aquest estudi algun
tipus de regla que interpreti correctament 'efecte que té 1’eleccié d’aquests elements.
Aquesta regla serviria per poder determinar per a quins casos és més convenient
cada un d’ells.

Comparaci6 dels resultats experimentals amb els obtinguts per altres metodes, ja
siguin els de morfologia borrosa basada en t-normes, o bé en els basats en meétodes
de morfologia classica; en linia amb el que s’ha presentat a la part d’experimentacié
del darrer capitol.

Continuar amb l'estudi d’altres gradients i filtres morfologics basics, com per exemple
el top-hat, filtres d’eliminacié de renou, de suavitat, entre d’altres, i emprar-los en les
diferents aplicacions que puguin sorgir dins de I’analisi d’imatges.
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¢ En relaci6 a aquests filtres, un aspecte interessant seria aillar diferents parts d"una
imatge, tot veient quines conclusions es poden treure de 1'as d’aquests operadors
morfologics basats en uninormes.

* Obtenci6 de distancies basades en els operadors morfologics, per aplicacions a la
granulometria i a la segmentacié d’imatges.

¢ Aplicar tot aquest estudi per poder construir operadors morfologics valids amb
imatges en color, tot cercant quines propietats s’han de satisfer per obtenir una bona
eina en l’analisi d’imatges en color.
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