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Resumen

En el presente trabajo se desarrolla un modelo de representacion de superfi-
cies parametrizadas en un dominio tetradimensional, basado en NURBS, al que
se ha denominado BSpline4D. Como el objetivo es la representacion y simulaciéon
dindmica de superficies deformables basadas en el modelo propuesto, ha sido rea-
lizado un estudio previo de las ecuaciones del movimiento, asociando un funcional
de energia como potencial para medir la deformacién de los objetos, para deter-
minar la forma en que es posible adaptarlas al modelo, considerando los puntos de
control 4D como coordenadas generalizadas. Se ha realizado un estudio riguroso
sobre posibles métodos de integracién, y de discretizaciéon tanto temporal como
espacial, para determinar su grado de adecuacion a la hora de resolver el sistema
de ecuaciones diferenciales que se genera. El movimiento y la simulaciéon dindmica
de la deformacién de las superficies parametrizadas se realiza exclusivamente con
la determinacion de los puntos de control 4D en cada paso temporal. La estabi-
lidad numérica de la solucién propuesta ha resultado ser excelente y también la
eficiencia computacional en tiempo.

La determinacién del modelo BSpline4D, para representar los objetos defor-
mables, se ha realizado después de un estudio de los diferentes modelos existentes
en la literatura para la representacién en el ordenador de objetos deformables,
senalando las ventajas e inconvenientes de cada uno de ellos.

Finalmente, el modelo se ha utilizado para desarrollar un modelo de deforma-
ciones de formas libres (FFD), como una extensién del modelo Scodef de defor-
maciones geométricas basado en restricciones. Se han establecido las condiciones
para que puedan aplicarse restricciones que sigan trayectorias no rectilineas, re-
presentadas por curvas B—Spline 4D. Con la solucién propuesta, la deformacién de
la superficie se adapta de forma precisa a la forma que describe la curva B—Spline.
Al modelo se le ha denominado N-Scodef.
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Resum

En el present treball es desenvolupa un model de representacié de superficies
parametritzades en un domini tetradimensional, basat en NURBS, al que s’ha no-
menat BSpline4D. Com que I'objectiu és la representacié i simulacié dinamica de
superficies deformables basades en el model proposat, ha estat realitzat un estudi
previ de les equacions del moviment, associant un funcional d’energia com poten-
cial per mesurar la deformaci6 dels objectes, per a determinar la forma en que
és possible adaptar-les al model, considerant els punts de control 4D com coor-
denades generalitzades. S’ha realitzat un estudi rigorés sobre possibles metodes
d’integracio, i de discretitzacié tant temporal com espacial, per a determinar el
seu grau d’adequacié a I’hora de resoldre el sistema d’equacions diferencials que
es genera. El moviment i la simulacié dinamica de la deformacié de la superficie
parametritzada es realitza exclusivament amb la determinacié dels punts de con-
trol 4D en cada pas temporal. L’estabilitat numerica de la solucié proposada ha
resultat ser excel-lent i també 'eficiencia computacional en temps.

La determinacié del model BSpline4D, per a representar els objectes defor-
mables, s’ha realitzat després d’un estudi de les diferents formes existents a la
literatura per a la representacié en 'ordinador d’objectes deformables, assenya-
lant els avantatges i inconvenients de cada una d’elles.

Finalment, el model s’ha utilitzat per a desenvolupar un model de deforma-
cions de formes lliures (FFD), com una extensié del model Scodef de deformacions
geometriques basat en restriccions. S’han establert les condicions per que puguin
aplicar-se restriccions que segueixin trajectories no rectilinies, representades per
corbes B-Spline 4D. Amb la solucié proposada, la deformacié de la superficie
s’adapta de forma precisa a la forma que descriu la corba B-Spline. Al model se
I’ha nomenat N-Scodef.
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Abstract

This document presents a model for the representation of surfaces parameteri-
zed in a four-dimensional domain. The model, based on NURBS, has been called
BSpline4D. The main goal is the representation and the dynamic simulation of
deformable surfaces based on the proposed model. To determine how the model
can be adapted, in order to achieve the main objective, it has been carried out
a preliminary study of the equations of motion. An associated energy functional
to express the potential to measure the deformation of the objects is attached to
the equations of motion; taking into account that the 4D control points of the
surfaces have to be considered as the generalized coordinates.

Also, there is a rigorous study of possible methods of integration and discre-
tization, both temporal and spatial, to determine their suitability to solve the
system of differential equations generated. The motion and dynamic deformation
simulation of the parameterized surfaces is performed only with the determination
of the 4D control points on each time step. The numerical stability of the propo-
sed solution has proved to be excellent, and also the computational efficiency in
time.

The model BSpline4D, to represent deformable objects, has been designed
after a study of the different existing solutions, in the current state of the art, for
a computer based representation of deformable objects, noting the advantages
and disadvantages of each one.

Finally, the model has been used to develop a free-form deformation model
(FFD) as an extension of the Scodef model of geometric constraint-based defor-
mations. There have been established the conditions to define restrictions with
non rectilinear trajectories, represented by 4D B-Spline curves. In the proposed
solution, the deformation of the surface adjusts precisely to the form described
by the B-Spline curve. The model has been called N-Scodef.
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Capitulo 1

Introduccion

La comunidad cientifica ha encontrado en los ordenadores una herramienta
extremadamente versatil. Gracias a su capacidad de proceso, acrecentada dia
a dia, es posible resolver problemas que de otra forma serian inabordables. De
entre todas las posibles aplicaciones, son de especial interés las que intentan
representar el comportamiento de la realidad. Los contextos en los que se hace
uso de estas aplicaciones pueden ser tan variados como la creacion de una pelicula
de dibujos animados, el estudio de la estructura de un edificio o el andlisis de los
efectos de un terremoto. El objetivo buscado es representar con la mayor fidelidad
posible el mundo real sin tener que recurrir a modelos y maquetas muchas veces
dificiles de elaborar y a menudo muy costosos. Por ello, la utilizacién de sistemas
informaticos para realizar simulaciones es un mecanismo muy practico, siempre
y cuando el comportamiento de la simulacion sea suficientemente semejante a la
realidad simulada.

Los objetos reales son siempre susceptibles de cambiar de forma en funcién
de algunas influencias externas. Si se desea representar la realidad serd preciso
disponer de medios para poder representar tal caracteristica. Esto hace que la
complejidad a la hora de describir los objetos aumente, ya que ademas de la
forma, posicién y demads caracteristicas que definen la apariencia del objeto es
necesario indicar también su rigidez. El comportamiento de un objeto flexible o
deformable sera, pues, méds complejo que el de un objeto rigido.

Hasta hace poco mas de una década las limitaciones en la capacidad de pro-
ceso dificultaban en gran medida la posibilidad de crear, manipular y animar
objetos deformables de manera eficiente. En cambio, en la actualidad existen en-
tornos adecuados que permiten aplicar los modelos habituales para la generaciéon
de objetos deformables. Ello se debe en gran medida al aumento de la capaci-
dad de proceso de los ordenadores, pero también a los avances en el estudio del
comportamiento de los objetos deformables y a la mejora en las técnicas de re-




Introduccién

presentacién de objetos. El objetivo del presente trabajo es estudiar una nueva
forma de simular mediante un sistema informatico la deformacién de objetos, o
mas concretamente, de superficies parametrizadas, de forma que el resultado sea
realista.

Partiendo de las siguientes definiciones obtenidas del Diccionario de la Real
Academia Espaifiola de la Lengua:

Dinamica Parte de la mecédnica que trata de las leyes del movimiento en relacién
con las fuerzas que lo producen.

Mecanica Parte de la fisica que trata del equilibrio y del movimiento de los
cuerpos sometidos a cualquier fuerza.

Simulacién Accién de simular.

Simular Representar algo, fingiendo o imitando lo que no es.

A partir de estas definiciones se puede interpretar que la simulacién dindmica
consiste en simular el movimiento, la deformacién y la interaccién entre objetos.
Los puntos principales a considerar son:

= Representar el movimiento de un objeto en funcién de las fuerzas exter-
nas. Es posible plantear la solucién desde dos puntos de vista diferentes:
la Dindmica directa, consistente en calcular el movimiento de un objeto a
partir de los momentos o de las fuerzas que inciden sobre él; y la Dindmica
inversa que intenta determinar dichos momentos y fuerzas conociendo la
trayectoria y las deformaciones que sufre un objeto.

= Representar el efecto de las fuerzas externas sobre la forma geométrica de
un objeto.

= Detectar las colisiones entre objetos.

= Calcular las fuerzas que se derivan de dichas colisiones.

= Calcular las fuerzas de friccion, estaticas y cinéticas, entre dos objetos.

Para cada uno de estos aspectos existe una representacién que es la maés
conveniente para su resoluciéon. Es preciso encontrar una representacion que sea
apropiada para resolver todos estos apartados al mismo tiempo, o, alternativa-
mente, disenar un sistema que realice la combinacién de todos estos aspectos de
una forma rapida.

Los simuladores dinamicos, en general son programas que realizan una gran
cantidad de operaciones. Para que un simulador dindmico sea 1til en la practica
es preciso resolver los siguientes aspectos:

= Optimizar la complejidad del sistema para reducir el tiempo de ejecucién.




= Minimizar el error cometido de forma que el resultado sea lo méas parecido
a la realidad que sea posible.

= Encontrar un medio para poder describir el objeto real mediante una re-
presentacién utilizable por el simulador.

La clasificacién de los diferentes desarrollos se puede llevar a cabo segin cual
sea el problema a tratar (movimiento, deformacién, interaccién, ...) o segin el
dominio de la aplicacién. Las técnicas de base que permiten construir un simula-
dor dinamico pueden ser divididas en tres grupos:

= Técnicas que permiten calcular tanto el movimiento como las deformaciones
de un objeto. Tanto si dichos cédlculos se realizan conjuntamente como si lo
hacen de forma separada.

= Técnicas que permiten detectar la colisién entre dos o més objetos.

= Técnicas que permiten calcular la fuerza de una colision.

Estos tres grupos describen aspectos diferentes de una misma realidad.

Como ya se ha comentado, en el presente trabajo se abordardn aspectos rela-
cionados con la deformacion de objetos, dejando de lado aspectos tales como las
colisiones que se puedan producir como consecuencia de las deformaciones entre
diferentes objetos o de un objeto consigo mismo.

Dependiendo de la aplicacién, la apariencia de la deformacion puede ser més
o menos importante que la precision fisica del modelo considerado. En base a este
criterio se han clasificado habitualmente las técnicas de modelizacién de objetos
deformables en tres grandes categorias. Dichas categorias aparecen descritas en
el estudio realizado por Ng y Grimsdale, [NG96]. Aunque el dmbito de dicho
estudio se cifie a la modelizacion de telas, por su generalidad esta clasificacion
es perfectamente aplicable a cualquier otro tipo de objeto deformable. Las tres
categorias son:

Técnicas geométricas No incluyen las propiedades fisicas del objeto. Se cen-

tran en la apariencia de la deformacién y estdn basadas en ecuaciones
geométricas. En consecuencia requieren un alto nivel de participacién por
parte del usuario (véase [Wei86l [AGT93]).
Estas técnicas no tienen en cuenta nada més que la forma de los objetos. El
resultado final semejara tanto la realidad como pericia se tenga a la hora de
definir la animacién. Usualmente el ambito de utilizacion de estas técnicas
cubre aspectos en donde la realidad fisica es compleja o bien no existe, por
ejemplo:
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1. Generacién de transiciones, morphing. Esta técnica consiste en trans-
formar un objeto en otro (véase [Dec96]). El cambio se realiza mediante
una correspondencia entre dos objetos, el inicial y el final, de manera
que es posible realizar cambios en la forma del objeto inicial hasta que
éste toma la forma del objeto final.

2. Deformaciones de formas libres, Free Form Deformation (FFD). Técni-
cas consistentes en deformar el espacio en donde se halla un objeto y
deformar el objeto segin los cambios de dicho espacio ([HHK92, RM93,
LW94, [FvdPT97, [CE01]).

Técnicas fisicas La deformacién del objeto se calcula en base a las ecuaciones

fisicas que controlan su comportamiento. El objeto se define teniendo en
cuenta sus propiedades fisicas (masa, rigidez, densidad, ... ). El comporta-
miento del objeto se obtiene como resultado de la actuacion de fenémenos
externos (fuerzas, campos gravitatorios, tensiones, colisiones, ...) y de la
repercusion de dichos fenémenos en las tensiones internas del objeto estu-
diado.
Las técnicas que se pueden considerar como fisicas se pueden dividir a su
vez en dos grupos, las técnicas basadas en energias y las técnicas basadas en
fuerzas. En el primer grupo la idea es determinar la energia total del sistema
de manera que se pueda establecer como debe comportarse el objeto para
obtener un estado de minima energia ([Fey86, TPBF87, [TQ94, [PMGO0]).
En el segundo, las fuerzas aplicadas provocan una serie de tensiones y fatigas
que hacen que el sistema cambie ([MMP97, MMP99, MMP00, IGMM™01}
MMP02, Mas03]). Este segundo grupo sigue la linea establecida por las
teorias clasicas de la elasticidad.

Técnicas hibridas Esta dltima categoria agrupa a las técnicas que combinan
modelos geométricos y fisicos. Mediante estas técnicas se intenta reducir el
coste computacional requerido por las técnicas fisicas utilizando aproxima-
ciones geométricas (véase [Rud90, [Tso91l, [CGDI7, RC02]).

Esta no es la tnica clasificacién posible, algunos autores proponen solamente
dos categorias [GM97], elimindndose la que agrupa a las técnicas hibridas.

En general, para obtener una simulacién de la deformacion que sufre un objeto
sera necesario un modelo computacional que se obtendra a partir de un modelo
matematico, pudiéndose contemplar en él las propiedades fisicas que caracterizan
al objeto; y un modelo grafico que permita poder construir una representacién
del objeto y de su entorno. Ademas puede ser necesaria un interfaz grafica como
medio para poder configurar la simulacion. También es posible la utilizacién de
secuencias de imagenes reales con objeto de obtener informacién necesaria para
definir el comportamiento del objeto. Dichas imédgenes reales pueden ser utilizadas
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Figura 1.1: El modelo computacional se obtiene a partir de la informacién obtenida a
partir de un modelo matematico. El objeto se representa en un modelo grafico con el
que se puede interactuar mediante una interfaz, usualmente grafica. La informacién se
puede complementar, o bien contrastar, mediante imagenes reales. El resultado obtenido
del modelo computacional es la simulacién del objeto deformable.

también para contrastar el comportamiento simulado de forma que se pueda
determinar el grado de precisién alcanzado.

En el presente trabajo se aborda el estudio, disefio e implementacién de mo-
delos computacionales que permitan la representacién y simulacién de deforma-
ciones de superficies parametrizadas. Para poder determinar la adecuacién del
modelo propuesto se han desarrollado una serie de programas informaticos que
han permitido la creacién de las imédgenes con las que este documento esta ilustra-
do. Ademas se ha utilizado un programa de manipulacion algebraica para realizar
comprobaciones numéricas relacionadas con los modelos matematicos desarrolla-
dos.

Aparte del capitulo actual que sirve de introduccion, el contenido del presente
trabajo se organiza de la siguiente forma:

= En el capitulo [2| se abordan los fundamentos fisicos necesarios para poder
realizar la simulacién de la deformacién de objetos. El estudio describe los
conceptos fundamentales de la mecénica clasica y de €l se obtiene el modelo
matematico que permitird construir un modelo de deformaciones.

» Para poder tratar de forma adecuada y obtener los resultados esperados
con un modelo de deformaciones, en el capitulo [3] se realiza un anélisis
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pormenorizado de los métodos de integracion aplicables y se aplica dicho
estudio al modelo de deformaciones planteado originalmente en [TPBEST7].
El objetivo es determinar la adecuacion tanto de los métodos de integracion
al modelo como del modelo mismo.

= La simulacién de la deformacion de objetos requiere representar los mismos
como un modelo informatico. En el capitulo 4] se examinan las posibles
formas de representacion de objetos deformables. El estudio de las ventajas
e inconvenientes de cada una de ellas permitird establecer el modelo de
deformacién que se utilizara en los siguientes capitulos.

= Los estudios realizados en los capitulos anteriores permitiran proceder, en
el capitulo [5], a proponer el uso de un modelo alternativo de representacion
de superficies parametrizadas, buscando la facilidad de implementacion, la
sencillez de representacién y de los calculos; asi como la versatilidad, que
permitirda, adaptando las ecuaciones descritas en los capitulos [2| y |3 la
simulacién dindamica de la deformacién de las mismas.

= La representacion y el modelo propuestos en el capitulo anterior son validos
no solo para las técnicas descritas anteriormente, sino que son perfectamen-
te aplicables a modelos geométricos. En el capitulo [6] se muestra cémo es
posible aplicar el modelo para la obtencién de deformaciones de formas
libres, FFD.

= Finalmente, en el capitulo [7] se procede a realizar una revisién del trabajo
presentado destacando las contribuciones realizadas y detallando posibles
lineas de estudio que se pueden desarrollar a partir de los resultados obte-
nidos.




Capitulo 2

Estudio fisico

El objetivo a conseguir en el presente trabajo es el de simular, mediante un
sistema informatico, el comportamiento de un objeto al cual se le aplican fuerzas
de diversa indole de manera que dicho objeto cambie a lo largo del tiempo tanto
de forma como de posicion en el espacio. Interesa simular como se comportaria
en la realidad el objeto simulado, de la manera més precisa posible.

El realismo puede ser conseguido de varias formas; por ejemplo, intentando
mediante ensayos sucesivos obtener una apariencia realista de un objeto que apa-
rentemente se parece al objeto real a base de ir ajustando una serie de parametros.
Sin embargo es posible decantarse por otro tipo de solucién, posiblemente mas
compleja y dificil de atacar, pero también mucho maés precisa en cuanto al resul-
tado obtenido: utilizar un modelo fisico para representar el objeto y realizar una
simulacién para determinar los cambios que se producen en el cuerpo a lo largo
del tiempo.

Al tratarse del estudio del movimiento, y deformacion, de objetos sujetos a
la accién de las fuerzas que se les apliquen parece razonable buscar un modelo
fisico aplicable en el ambito de la Mecanica clasica.

A continuacién se describen los conceptos bésicos relacionados con la Mecani-
ca que permitiran establecer el modelo fisico que regird el movimiento y defor-
macion de objetos tal y como se ha planteado, el desarrollo se basa en un estudio

de los trabajos [Gol80] y [Sha88]([Shal3]).

2.1. Modelizacién segin la mecanica clasica

El cuerpo, €2, al que se aplicard la simulacién puede ser considerado como un
conjunto de m particulas situadas en el espacio:
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Figura 2.1: El movimiento en el espacio del cubo, rigido, como consecuencia de la aplica-
cion de fuerzas no modifica las distancias AB, AC ni BC'. En cambio la esfera, deformable,
si que sufre cambios de forma al serle aplicadas fuerzas.

Q={r,eR’|i=1...m}.

Con esta consideracion, si se desea determinar la posicién del cuerpo serd pre-
ciso determinar la posicién de cada una de las particulas que lo forman, por lo
tanto en un espacio R? serian necesarias 3 - m incégnitas, una para cada una de
las componentes de las coordenadas de cada una de las particulas.

Si se considera al cuerpo como un sélido rigido, entonces la posicién relativa
de cada una de las particulas no cambiara a lo largo del tiempo. Por lo tanto una
vez conocida la posicién de una determinada particula, para conocer la situacién
de cualquier otra serd suficiente con determinar dos angulos de rotacién que
indiquen, respecto de dos ejes arbitrarios, la ubicacién de la segunda particula.
Una tercera particula puede ser localizada mediante un tercer angulo de rotacién.
Todas las demés particulas quedan ya localizadas.

Asi pues, en el caso de un sélido rigido en realidad es suficiente con seis
incégnitas para determinar su ubicacién. Sin embargo, el hecho de tratarse de un
solido rigido, con una posicién relativa de las particulas fija hace incompatible
dicho modelo con el hecho de que se desea que el objeto a tratar pueda deformarse
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durante la simulacion.

En realidad al tratarse de un cuerpo, las diferentes particulas que lo forman
no tienen un comportamiento independiente unas de otras, sino que tienen algin
tipo de ligadura que las relaciona. Estas ligaduras pueden servir para definir la
configuracién del sistema con un ndmero menor de incognitas que las que se
necesitarian en el caso de no considerarse dichas ligaduras. Dependiendo de la
forma en que se manifiestan dichas ligaduras se pueden establecer dos grupos:

ligaduras holénomas: aquéllas que pueden ser expresadas en funcién de la po-
sicién de las particulas y, posiblemente, del tiempo.

f(ri,ro, ... v, t) =0 (2.1)

ligaduras no holénomas: las que dependan de otros factores que no sean la
posicién de las particulas y, posiblemente, el tiempo.

En ambos casos puede hacer aparicion una dependencia explicita del tiem-
po, en cuyo caso se habla de ligaduras reonomas, en caso contrario se trata de
ligaduras escleronomas.

Un ejemplo sencillo de ligadura holénoma es precisamente un solido rigido,
en el cual la posicién de las particulas que lo forman permanece inalterable.
Ademas, dicha ligadura no depende del tiempo, con lo que es también una ligadura
esclerénoma. Una forma de representar una ligadura de este tipo es:

(ri—1;)> = C}; =0 Vi,jeln,i#j.

Las ligaduras establecen relaciones entre las diferentes particulas que forman
el objeto, por lo tanto las diferentes ecuaciones que determinan el movimiento de
cada particula no son independientes. Si el sistema es tal que las ligaduras son
holénomas, entonces es posible replantear el sistema de ecuaciones de manera
que el comportamiento del mismo venga dado por un conjunto de pardmetros
diferente. Es decir, se expresa la posiciéon de cada particula en el espacio como
una funcién de una serie de parametros:

ri =71 (q1,q2,...,qn,t) =1i(g;,t) Vi=1l...m, j=1...n. (2.2)

Los pardmetros que sirven para determinar univocamente la configuracién
del sistema se denominan coordenadas generalizadas. Dichos parametros pueden
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ser de cualquier magnitud, por ejemplo un radio y un angulo pueden definir la
posicién de una particula que se mueve en un plano alrededor de un punto fijo.

Se denomina grado de libertad a cada una de las incégnitas que aparecen en
un sistema. En el caso de un sdlido definido como un conjunto de m particulas
habra un total de 3 - m grados de libertad, las coordenadas de cada particula en
R3. Si existen ligaduras holénomas, que se expresen mediante k ecuaciones de la
forma , entonces es posible utilizar dichas ecuaciones para reducir el nimero
de grados de libertad a un total de 3 -m — k.

Un conjunto de coordenadas generalizadas se denomina libre si cada una pue-
de variar de forma independiente de las demés. La ventaja de utilizar coordenadas
generalizadas libres es que a partir de ellas se puede plantear un sistema de ecua-
ciones compatible determinado, es decir resoluble.

Ademss, la libertad que ofrece un planteamiento basado en coordenadas gene-
ralizadas permite escoger para cada caso la mejor manera de representar el objeto
a simular de acuerdo con los criterios y restricciones que se puedan plantear.

Es usual denominar configuracion a la solucién de un sistema, por ello el
espacio donde se definen dichas soluciones suele denominarse espacio de confi-
guraciones. En el caso de utilizar coordenadas generalizadas, la configuracién
instantdnea, es decir, para un instante de tiempo, serd un punto en el espa-
cio de configuraciones. Asi como vaya transcurriendo el tiempo la configuracién
vendrd siendo siempre representada por un punto. Por lo tanto con el tiempo
la configuracién definird una trayectoria. Es importante notar que cada uno de
estos puntos representara la ubicacién de todas las particulas del objeto. Por lo
tanto el espacio real en donde se halla el objeto simulado es diferente del espacio
de configuraciones, aunque estan relacionados.

2.1.1. Principio de D’Alembert

Partiendo de la segunda ley de Newton, expresada para cada particula, que
postula que el movimiento viene descrito por la ecuacién diferencial:

Siendo F; la resultante de las fuerzas aplicadas sobre la particula, y p; la cantidad
de movimiento de dicha particula; y por definicién, la cantidad de movimiento
de una particula equivale al producto de su masa por su velocidad: p; = m; - v;.
La ecuacién se puede escribir, para expresar un equilibrio dindmico, de la
siguiente forma:

10
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Fi—f)izo Vi:]....m,

si el sistema estd en equilibrio, en un instante de tiempo infinitesimal (es decir,
tan pequeno que la variacién del tiempo se puede considerar despreciable) el
desplazamiento también serd infinitesimal, virtual, y el trabajo virtual realizado,
O0W, serd nulo para el conjunto de las particulas:

m

5W:Z(Fi—pi)5ri:0

i=1

Debe tenerse en cuenta que un desplazamiento virtual de una particula, dr;,
representa una variacién infinitesimal de las coordenadas que es compatible con
las fuerzas y ligaduras que estén presentes en el sistema en un instante dado,
t. Dicho desplazamiento no puede tomar en consideracién el tiempo debido a
que, a lo largo de éste, las fuerzas aplicadas y las ligaduras pueden variar, lo que
contradice el planteamiento.

Considerando que las fuerzas que se manifiestan se dividen en dos grupos, las
fuerzas externas, F{ y las fuerzas de ligadura, F¥:

F;, = F; + Fy,
se puede expresar 6W como
m

s
I
—

I
NE

(FS + FS — p;) - o

.
Il
—

(F¢ — i) - 0ri + Y _FS - r; = 0.
=1

Il

I
—

(2

Ahora bien, las fuerzas de ligadura no realizan ningtn trabajo debido a que o
bien aparecen de manera que la accién de algunas de ellas compensa la de otras,
o bien se manifiestan de manera que su accion es perpendicular al desplazamiento
virtual, y por lo tanto su producto sera nulo.

m
> F§-or; =0,
=1

11
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como consecuencia el trabajo virtual se puede expresar como
oW = (Ff —pi) - or; =0 (2.4)
que es el conocido Principio de D’Alembert.

2.1.2. Ecuaciones de Lagrange

Seria interesante poder plantear el sistema de ecuaciones de de manera
que las ecuaciones sean independientes unas de otras, al mismo tiempo también
seria deseable poder reducir el nimero de ecuaciones. Si se trata de un sistema
holénomo, el desplazamiento infinitesimal de la coordenada r;, dr;, puede ex-
presarse facilmente en funcién de las coordenadas generalizadas. Asi de se
obtiene:

813- aI'i 8I'i " %

oq K dq;j

1) r, = e
QQQ 8Qn

0g; Viel...m
j=1

Evidentemente este desplazamiento virtual expresado en funcién de las coor-
denadas generalizadas no contempla el tiempo, es decir 6t = 0.
Si se plantea el Principio de D’Alembert utilizando la expresién anterior,

m m

> (Fi - arl 04 = > D (Fi—pi)- 8”5%—0

i=1 j=11i=1

que, convenientemente arreglada, queda

n m 87/ m . al
2 (Z Fieg =2 b 8q> 54; =0, (2.5)

entonces se ponen de manifiesto las fuerzas generalizadas, es decir, las fuerzas
externas aplicadas en la base de las coordenadas generalizadas:

- e ari .
Qj:ZFi-aqj Vi=1...n. (2.6)
=1

12
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Cabe remarcar que el concepto de fuerzas generalizadas no tiene por qué coincidir
con el concepto habitual de fuerzas, ya que son expresiones que estan relacionadas
con las coordenadas generalizadas. Solamente en el caso en que las coordenadas
generalizadas correspondan a coordenadas espaciales entonces si que seran identi-
ficables como fuerzas. En todo caso, lo que si es cierto siempre es que el producto
de las fuerzas generalizadas con los desplazamientos virtuales de las coordenadas
generalizadas debe dar como resultado un trabajo.

Para expresar la ecuacién (2.5)) de forma conveniente, se pueden tener en
cuenta las siguientes consideraciones. Por una parte:

= A4 T s
8qj 8t = 0q; Y

Z or; 8q] 6rZ " or; . or;
de donde

of _ 0 Z@rl, 61‘1 _"a(ari,>+a<ari)_ari
dq;  04; a4; \oa: ™) " 0g; \ ot dq;’

y considerando también que

d(ari> _8<dri> Zarl- zn: p L O Ok
t\9q;)  0g; \ dt ) g; 3q]8qk T ag0t ~ g,

entonces, considerando que la energia cinética es la energia que posee un cuerpo
debido a su movimiento y que representa el trabajo necesario para poder acele-
rar dicho cuerpo hasta que éste alcanza la velocidad que posee, y que se puede
expresar dicha energia mediante la expresién:

Z% i (2.7)

se puede expresar el trabajo realizado por la variacién en el tiempo de la cantidad
de movimiento que aparece en (2.5 como

13
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_d oy _or
_dt 3q] 8qj’

con lo que (2.5)) se convierte en

d /oT oT
=0, 2.
dt <6q'j> 0q; J (2:8)

A dichas ecuaciones se las denomina ecuaciones de Lagrange. Si las fuerzas pro-
vienen de un campo escalar: Ff = —V,;V, las fuerzas generalizadas se pueden
expresar de la forma:

- or; < or; oV
- Ff.— =— VvV, V.o ="
< ; dq; ; dq; dq;

y la ecuacién (2.8) puede escribirse como
d [aT\ T -V
— (=)= or-Vv) =0. (2.9)
dt aq]' aq]'

Dicha ecuacién no impone que el sistema sea conservatiwﬂ Ahora bien, si
V no depende de las velocidades generalizadas, ¢;, se podra introducir V' en el
primer término de la expresién, y por lo tanto se puede reescribir (2.9) como

d (8(T—V)> _ar-v) _,

E aq] 8q]'

Si se define la funcion lagrangiana, L(q,q,t), como:

L=T-V. (2.10)

!Cuando el campo de fuerzas es tal que el trabajo requerido para trasladarse de un punto
a otro es el mismo para todo camino posible que una los dos puntos, se dice que el sistema es
conservativo

14
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Entonces la ecuacién (2.8)) se puede escribir como:

. d /(0L oL

Atn cuando las fuerzas externas no procedan de un potencial, siempre que se
puedan expresar las fuerzas generalizadas en funcién de una funcién de potencial
generalizado, U(q;,¢;j), de manera que

o _ U, A (o
b 8q]~ de 8(]] ’

se podré obtener la ecuacién ([2.11]) a partir de (2.8]), cambiando ([2.10) por

L=T-U.

2.1.3. El principio de Hamilton

Tanto el Principio de D’Alembert como la ecuaciones de Lagrange obteni-
das parten de un planteamiento diferencial es decir, considerando estados ins-
tantaneos y desplazamientos virtuales. Es posible obtener los mismos resultados
partiendo de un enfoque diferente, considerando el movimiento del sistema entre
dos instantes de tiempo dados, es lo que se denomina un planteamiento integral.

Como se ha comentado anteriormente, en el espacio de configuraciones se de-
fine la trayectoria formada por el movimiento en dicho espacio de la configuracién
resultante para cada instante de tiempo. El tiempo se convierte entonces en un
parametro de dicha curva. Si en una situacion tal como la descrita todas las fuer-
zas derivan de un potencial escalar, generalizado, que depende solamente de las
coordenadas de posicién, entonces el sistema serd conservativo.

El principio de Hamilton postula que la trayectoria del sistema entre dos
instantes de tiempo, t1 y to, es tal que la integral

t2
I:/ Ldt, (2.12)
t1

siendo L = T — V, tiene un valor estacionario para el camino del movimiento
correcto. A I se le suele llamar integral de accion. Una forma equivalente de decir
lo mismo es que el movimiento es tal que la variacién de I para el intervalo de
tiempo indicado es nula:

15
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to

SI=6 [ L(qu,....qu,G1,-- ., dn,t)dt = 0. (2.13)
t1

La importancia del principio de Hamilton reside en que si el sistema es holéno-
mo entonces es una condicion necesaria y suficiente para las ecuaciones de
Lagrange . Ademas, es posible deducir el principio de Hamilton a partir de
las ecuaciones de Lagrange, por lo tanto es posible construir toda la Mecéanica
basandose en el principio de Hamilton en lugar de hacerlo en las leyes de Newton
del movimiento. Hacerlo de esta forma conlleva dos ventajas:

= La integral de accién es invariante al sistema de coordenadas gene-
ralizadas utilizadas para expresar L, . Las ecuaciones del movimiento
deben tener siempre la forma de Lagrange independientemente de como se
transformen las coordenadas generalizadas.

= La formulacién en funcién de un principio variacional permite describir
sistemas aparentemente no mecdnicos con las formas matematicas de la
mecanica clasica.

Por lo tanto utilizar el principio de Hamilton en lugar de utilizar directamente las
leyes de Newton o las ecuaciones de Lagrange permitira poder obtener modelos
mas sencillos con los que sera mas facil trabajar. Es bastante usual encontrar
trabajos tedricos relacionados con la Mecanica Clésica que se basan en el principio
de Hamilton, de la misma forma que también es usual encontrar expresiones en
la forma de Lagrange para el desarrollo de modelos concretos.

2.1.4. Sistemas no conservativos

Si las fuerzas que se aplican al sistema no proceden de un potencial, las
ecuaciones de Lagrange se pueden escribir como

d /0L oL
— (=)= =0.. 2.14
i <0q'j> 9g; @ (2.14)

Donde L contiene el potencial de todas las fuerzas conservativas del sistema,
mientras que (Q; representa las fuerzas que no provienen de un potencial.

Este planteamiento permite contemplar situaciones en las que haya pérdidas
o disipaciones de energia, por ejemplo debido a un rozamiento,

F:.; = —]{Z(I‘Z‘) . I‘Z
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Es bastante usual que dichas disipaciones sean proporcionales a la velocidad
de las particulas. Las fuerzas que se ajustan a dicho modelo se pueden deducir a
partir de la funcidon de disipacion de Rayleigh:

PR~ ;Z (k(e:) - £2). (2.15)

Con lo que

F" = -V;, - FR,

de lo que se deduce que el trabajo realizado por el sistema para contrarrestar las
fuerzas de rozamiento puede expresarse como

AWl = —Ff - dr; = —FF - #dt = (k(r;) - #7) ddt.

La fuerza generalizada correspondiente a la fuerza de disipacion es:

O ori & oF;  OFF
= FIT L= Vi«FR' L VI’«,FR~ LA —.

Con lo que las ecuaciones de Lagrange quedan de la siguiente forma:
d (0L oL OF
d <> _oL oF_ (2.16)
dt \9q; ) dg;  0d;

Aplicando el mismo planteamiento pero a partir de la ecuacién (2.8), se ob-

tiene
d /oT oT OF oU
<.>_+.+:Qj. (2.17)
dt 6qj aqj 6(]]‘ 5(]]‘

De esta forma, si las coordenadas generalizadas se escogen de manera que
formen un conjunto libre, se conseguira el objetivo de obtener las ecuaciones que
describen el movimiento de un cuerpo deformable sujeto a fuerzas de todo tipo
de manera que el sistema de ecuaciones resultante sera compatible determinado.

En particular, si se toma en consideracion como coordenadas generalizadas
que representan al objeto a tratar al conjunto de coordenadas, p; € R" V i =

17
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1,...,m, de cada una de las m particulas que lo forman, entonces se puede
expresar la energia cinética de forma parecida a la expresada en (12.7))

mipy, (2.18)

asumiendo que cada particula pueda tener una masa diferente.

A partir de (2.18) se pueden desarrollar los términos de (2.17)) uno a uno:

= Primer término, % (gg)

0
d (0T d [0 [s=1 ,\) _ d[1l<~(0 ., P2
at ((9])1) at (8}9@( 2mzpi>>_dt 2; Ejlp“Lmlaz
0 0 0
=—=2| mp; i(mp) d 1.0 dp;
dt i ai b a Pt iy
0 0 0
0
= mlp’L 3
0

asumiendo que la masa de las particulas no varia. El resultado, expresado
en forma matricial, para todo 7 es:

d (0T .
o <api> = M5, (2.19)

siendo M una matriz diagonal que representa la masa asociada a cada punto
vy P el vector que representa la aceleraciéon de cada punto.
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= Segundo término, g—g:

j=1 j=1
0 0 0
_  Opi 0. d _ d 9p;
=52 m dpi Migp,; AP i 3 p;
0 0 0
0
= mi%1 = 0,
0

es decir, el segundo término se anula.
= Tercer término, g—;. Aplicando la funcién de disipacién de Rayleigh, 1|

0
OF 9 1L 1< op?
8;52-:8@52( (p)B5) 52 %pmtk( )ap”i

J=1 J=1

Considerando k(p;) constante, el resultado obtenido puede expresarse de
forma matricial, como en el caso del primer término:

oF
Op;

= Dp. (2.20)

= Cuarto término, %: En este caso, a falta de una descripcién concreta del
J

funcional de energia que vaya a ser utilizado, no se hace ningun desarrollo,

simplemente se expone que es de esperar que el funcional que en cada caso
se utilice sea tal que la expresion pueda ser convenientemente desarrollada
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para obtener una expresion compatible con las ya obtenidas para el primer
y tercer término. Es decir:

 ~Kp. (2.21)

De esta forma la expresion (2.17) puede expresarse como
Mp +Dp + Kp = f, (2.22)

siempre y cuando las coordenadas generalizadas que se utilicen para representar
el objeto sean como las descritas. Ademas, fijada las condiciones iniciales y si las
matrices M, D y K estan formadas por coeficientes con el grado de suavidad
necesario se puede garantizar que existe una solucién tnica, al estar trabajando
en un dominio compacto.

2.2. Conclusiones

En este capitulo se ha obtenido la ecuacién diferencial que describe el
movimiento y deformacion de un objeto sujeto a un conjunto de fuerzas externas.
A partir de ella, se ha desarrollado la expresién , que representa un siste-
ma lineal de ecuaciones diferenciales de segundo orden. Este sistema es resoluble
mediante las técnicas tradicionales de resolucién de ecuaciones diferenciales. Ob-
viamente, el término de la energia interna no desarrollado desempenara un papel
fundamental en la forma en que se comportard el objeto.

Por lo tanto, si es posible asumir que las matrices M y D no dependen del
tiempo, y disponiendo de una representacién del objeto deformable compatible
con la descripcion utilizada, mediante se tiene la posibilidad de calcular
su deformacién a lo largo del tiempo mediante técnicas ya conocidas. Se trata
ahora de estudiar y determinar cual es la mejor forma de abordar la solucién del
sistema de ecuaciones que representa , asi como la forma ma&s conveniente
para representar los objetos deformables.
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Capitulo 3

Solucién de la ecuacion de
equilibrio

Cuando la solucion de las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento
y deformacion de un sistema dinamico, como el representado por , no puede
ser obtenida de forma analitica es preciso utilizar un método numérico para poder
obtener los resultados deseados. Tal es el caso de la ecuaciéon , que solamente
es resoluble de forma analitica para algunos casos simplificados. Existe una gran
variedad de métodos de integraciéon que permiten aproximar la solucién, todos
ellos comparten dos caracteristicas:

= no satisfacen las ecuaciones para un valor ¢ continuo, sino que lo hacen en
incrementos discretos de tiempo, At, y

= en cada incremento At debe asumirse un tipo de variacién del desplaza-
miento, p, la velocidad, p y la aceleracién p.

Asi pues, es posible disponer de diferentes esquemas de integracién numérica
en funcién del tipo de variaciéon asumida para p, p v P en cada intervalo de
tiempo At.

De entre todas las posibles técnicas interesan aquéllas que ofrezcan una mayor
eficacia [Bat82l, (GdJB94| Bat96], [Cha04al, (Cha04bl [Cha09, [SBS96].

3.1. Meétodos basados en la integracion directa

Los métodos basados en la integracién directa se distinguen por utilizar un
proceso de integracién numérica paso a paso sin que se realice ninguna transfor-
macién a la ecuacién para expresarla de otra forma.
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Estos métodos buscan resolver la ecuacién (2.22) no en cada instante de tiem-
po, t, sino en unos valores discretos de tiempo, t; =tg+i-At, i=1,....

Por otra parte, en estos métodos se asume que en cada instante de tiempo
considerado, t;, existe una variacién en los desplazamientos, las velocidades y
las aceleraciones. Esta variacion sera la que establecera la precisién asi como la
estabilidad y el coste del método.

En general se considera que debe calcularse la solucién de la ecuacion
entre los instantes de tiempo 0 y 7', siendo 7T el tiempo total dividido en n
intervalos de tiempo iguales entre si, es decir At = % Los métodos obtienen la
solucién para el siguiente intervalo de tiempo a partir de los datos previamente
obtenidos para los intervalos anteriores. Es decir, se intenta determinar la solucién
para el intervalo de tiempo ¢ + At una vez conocida la solucién para los instantes
0, At,2At,3At, --- ,t — At,t, en un esquema claramente iterativo. Si el objetivo
es la simulacién de un proceso de deformacion a lo largo del tiempo, este tipo de
planteamiento es idéneo si es posible que los intervalos de tiempo, At, puedan ser

ajustados para poder ofrecer una cierta continuidad temporal a la representacion.

En esta categoria entran a formar parte todos aquellos métodos que contem-
plan a la ecuacién como una ecuacién diferencial ordinaria con coeficientes
constantes. Por lo tanto puede ser utilizada cualquier aproximacién mediante
diferencias finitas de las velocidades y aceleraciones. Por supuesto, se trata de
determinar cuales de estas aproximaciones son las més adecuadas.

3.1.1. El método de las diferencias centradas

Este método consiste en considerar que la velocidad y la aceleracion se expre-
san en términos de p y del tiempo ¢t como:

pt—l—At _ 2pt + pt—At

ot
P = At2 9

o pt+At o ptht ,
T (3:1)

siendo el error numérico del orden de At2.

Por lo tanto, la ecuacién (2.22) para el instante ¢ + At se expresa a partir de
la solucién en el instante ¢:

Mp' + Cp' + Kp' = [, (3.2)

y sustituyendo p’ y p’ por sus valores en (3.1)) se obtiene
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pt+At —opt + ptht pt+At _ ptht

+C

M
At? 2At

+Kp' = f,

que, convenientemente arreglada, se puede expresar como

M CN rar_ g, (2M b (C - MY
(At2+2At>p =f,t+ N K)p'+ AL AL P . (3.3)

Esta forma de plantear la solucién al sistema se basa en determinar las con-
diciones de equilibrio en el instante de tiempo t. Los métodos que siguen este
planteamiento se denominan métodos de integracion explicitos. En este tipo de
métodos, la matriz de rigidez, K, no necesita ser factorizada ya que no forma
parte de la matriz del sistema. Si se considera que la matriz de masas, M, y de
amortiguacion, C, no varfan con el tiempo entonces esto significa que la matriz
del sistema no cambiard y por lo tanto debe ser calculada una tunica vez para
todo el proceso de simulacién.

El principal inconveniente que aparece en el uso del método de las diferencias
centradas es que el incremento de tiempo considerado, At, debe ser inferior a un
cierto intervalo critico, At... En la practica esta limitacién hace que el nimero
de iteraciones necesario para conseguir simular el comportamiento del objeto a
tratar pueda llegar a ser excesivamente grande. Los esquemas de integracion que
requieren incrementos de tiempo menores que un cierto umbral se denominan
condicionalmente estables ya que, para valores de At mayores que At la inte-
gracién es inestable obteniéndose generalmente un error excesivo en el resultado.

3.1.2. EIl método de las diferencias centradas implicito

Puede plantearse una variaciéon del método anterior consistente en tomar en
consideracion las condiciones de equilibrio en el instante de tiempo ¢ + At. Por
lo tanto se plantea un método de integracion implicito en el cual K, tomada en
tiempo t, debe ser factorizada ya que pasa a formar parte de la matriz del sistema
al considerar que se aplica en el instante t + At. La expresion de siguiendo
un esquema basado en un método de integracién implicito seria

t+AE 2pt + ptht H+AL _ t—At

P p p +
M 2 +C N + Kpt At ;,
es decir
M C t+At t 2M t C M t—At
(Aﬂ 2At K>p ~ T\ a2)? oar az)P T G4
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Para calcular la solucién en el instante t + At el método de las diferencias
centradas implicito necesita las soluciones para los instantes t y t — At. Por ello en
el inicio es preciso conocer p? y p~2t. Si se conoce la posicién y la velocidad del
objeto en el instante 0 (p” y p¥ respectivamente) se puede inferir su aceleracién,
p’, directamente de la ecuacién (2.22)), y la posicién en el instante —At (es decir
p*At) se puede obtener aplicando Taylor:

Mp’ = f; - Dp’ - Kp’,

.o A7
p A = p® — Atpd 4 TPO'

Este planteamiento representa suponer que el objeto a deformar ya se en-
cuentra en movimiento en el instante inicial. Otra posibilidad es la de calcular
los valores p” y p' asi como p! y p' con algtin otro método y con estos valores
continuar los calculos. Una tercera opcién consiste en considerar que el objeto
estd en reposo en el instante ¢ = 0 y por lo tanto p~ 2 =p?, p=0y p =0.

3.1.3. El método de Houbolt

El método de integraciéon de Houbolt es muy parecido en su planteamiento al
método de las diferencias centradas. En este caso la expresion de la velocidad y
la aceleracién en funcién de la posicién y el tiempo se expresan de la siguiente
forma

pirat — opitAL _ 5pt 4 4pt—At _ pt—24t
At? )

o tAL HPHAt - 18pt + 9ptht _ 2pt72At

P 6A (3.5)

que, como en el caso del método de las diferencias centradas, tiene un error
numérico del orden de At?. Cabe destacar el detalle que las expresiones de p y
P se evalian en el instante de tiempo ¢t + At. Por lo tanto el método de Houbolt
es un método implicito. Asi pues la solucién para el instante ¢t + At se obtiene a
partir de la ecuacién expresada en el instante t + At:

MﬁtJrAt + CthrAt 4 KthrAt — £+At' (36)
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Sustituyendo (3.5)) en la expresién anterior

M <2pt+At —5pt + 4pt—At _ pt—QAt)

At?
L C 11pt—|—At _ 18pt 4 gpt—At _ 2pt—2At
6At
i Kpt+At _ AL
p M
es decir
2M  11C 5M 3C
4L K | pitAt — pt+At oVl oLy 4
(At2+6At+ )p BT\ ag T ar )P

4aM | 3C t—At M C 1—2At
<At2 * 2At> bt <At2 M 3At> P '

(3.7)

El método de Houbolt es uno de los primeros esquemas implicitos de integra-
cién para la soluciéon de problemas dindmicos. Es un esquema lineal multipaso
incondicionalmente estable. De todas formas si el incremento de tiempo es muy
grande la solucién obtenida no se ajustara bien a la solucién exacta.

Para conocer el valor de ptT4t

el método de Houbolt requiere conocer los
valores pf, pt=2t y pt=22% Por lo tanto para empezar a utilizar este método
serd preciso empezar con un valor conocido para p~2f y p~22%. Con frecuencia
se utilizan otros métodos de integracién, principalmente el método de las diferen-
cias centradas, para calcular los valores p2! y p?2! y con estos valores empezar a
utilizar el método de Houbolt a partir del instante ¢ = 3At en adelante. Sin em-
bargo también es razonable suponer que el objeto se encuentra en reposo hasta el
instante anterior a ¢y, momento en el que empiezan a actuar las fuerzas definidas,

es decir p72 = p~! = p'.

3.1.4. El método Wilson 6§

Este método se basa en la suposicién que la aceleracién a lo largo del tiempo
es lineal. Concretamente el método Wilson 6 considera que la aceleracién entre
los instantes t y ¢t + 0At es lineal, siendo 6 > 1.0.

El razonamiento sobre el que se basa este método es el siguiente. Sea 7 el
incremento de tiempo considerado, siendo 0 < 7 < AAt, entonces en el intervalo
de tiempo [t,t + OAt] puede considerarse que la aceleracién en el instante de
tiempo 7 es de la forma

atbr oot T (--t+0At _ --t) 3.8
p B+ o5 (B b, (3.8)
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t+ At t+ 0At

Figura 3.1: La asuncién de una aceleracién constante es la base de algunos métodos,
entre ellos se encuentran el método Wilson 6 y el método Newmark .

expresién que, una vez integrada, permite obtener el valor de p'™” y de p'*7”

t+7

I-) _ p + Tp 4+ <ﬁt+9At _ pt) ’

(ﬁt+0At _ pt) (3.9)

29At
2

t+7 _

P =pl 4T p TN 69At

y, en consecuencia, en el instante de tiempo t + At

. . OAL /L .
prHoAt — gt 4 (pt+6At i pt> ,

2
0% At?
piHOAt — ot L oAt + ( SEHOAL 4 o )

a partir de p'T?2 se puede obtener la expresién de la velocidad y de la aceleracién

en el instante t + 0A¢:

6 6
o t+OAL t+OAL t) ot _ gt
p 7023t2<p —P) 702tp P,
3 OAt
. t-HOAL t+OAL t .t
— -9 1
p = AL (P | ) P — 9 p (3 0)

entonces, considerando que la aceleracién varia linealmente, la ecuacién de mo-
vimiento se convierte en

Mijt+9At + Cpt+9At + Kpt+9At — 0f£+At + (1 . e)fé (311)
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3.1. Métodos basados en la integracién directa

Aplicando a la ecuacién (3.11)) los resultados obtenidos en la ecuacién (3.10)
se obtiene el valor de ptT?At

6M  3C 6M  3C
O 9% L k) pttoAr gttt | by RACRR’
(02At2 Toar T ) p 0L+ A =0h+ {Gaap T oar )P

6M OAtC

(3.12)

el valor obtenido para p!?2t puede aplicarse a las ecuaciones para obtener
el valor de ptHoat y f)t+6m Una vez conocidos dichos valores se pueden aplicar a
las ecuaciones (3.8) y (3.9) considerando 7 = At para de esta forma obtener los
valores de pt+4¢, pt+At y ptTAt.

A diferencia de otros métodos, el método Wilson 6 no necesita estimar valores
para instantes de tiempo anteriores a t = 0 ya que todos los valores en un instante
dado, t + At, se expresan exclusivamente en funcion de las cantidades calcula-
das para el instante anterior, t. Wilson 6 es también un método de integracion
implicito incondicionalmente estable cuando 6 > 1.37.

3.1.5. El método Newmark j3

Como el método Wilson 6, el esquema de integracion de Newmark 3 puede ser
considerado como una extension del método de las diferencias centradas implicito

ya descrito en el apartado

— B)B + AT

v
t

t+ At

Figura 3.2: Segtn el planteamiento del método Newmark f la aceleracién en un instante
dado se plantea como una ponderacién entre dos valores extremos.
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Solucién de la ecuacion de equilibrio

El método parte de una expresién de la velocidad y de la posicién como sigue:
pt+At — pt + ((1 _ ,_y) + ,.th+At) At,

p'™ =p' +p'At + <(; — 5) P+ ﬁiit+At) A2, (3.13)

donde 8y v son dos parametros que permiten determinar la precisién y la esta-
bilidad del método (0 < B,y <1). Los valores de 7 y 3 representan la influencia
que tienen p’ y pt+At en el cdlculo de p!tat y de pttAt respectivamente. En

particular si § = 6 vy = 5 el método Newmark (B equivale al método de la
aceleracion lineal :

pItAl — < (1= 2)pt+ pt+At> At
bt =
*3

( + pt-‘rAt) At

p't = p' +p'At + (@ N :5) * épt+&) Ar

1
=p'+pAt+ < (25" + pITAY) A,

Para estos valores el método es condicionalmente estable, véase el apartado

3.2.1] su interés radica en que a partir de este planteamiento se derivé el método
Wilson 6 ([Bat82, Bat90]).

El caso en que se considera 8 = i vy = % es conocido como el método
trapezoidal, también conocido como método de la aceleracion media . En este
caso se considera que la aceleracién en el intervalo [t,t + At] es constante y su

valor es alyattar :

2
pHAL _ pt 4 <(1 B %)ﬁt n ;ﬁwm) A
—pt+ % (f)t 4 ﬁt-i—At) At,
ptHAt ot L tA 4 (@ _ 111) Bt + 4pt+At> A2

1

El método Newmark S parte de un planteamiento implicito, para la ecuacién
li en donde a partir de , se puede expresar ptT2 en funcién de pt y pt
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exclusivamente.

<BA1t2M + ﬁc + K) pt+At _ ;+At
1 Y ot
" ((25_1)M+At<2ﬂ_1> c)p
1 Y . ¢
+ (gam+ (55 1) ©)p

1 Y t
+<BAt2M+ﬁAtC)p'

(3.14)

Acto seguido se puede volver a 1} sustituyendo PprHAt por la expresién
obtenida, de esta forma se puede determinar el valor de p'*2t y de p!T2t. Para

valores de v # % se introduce en el sistema una amortiguacién superflua [Paz92],

por ello es usual que el valor de v sea siempre fijado en % Considerando v =

y B = i se obtiene el mayor grado de estabilidad y la ecuacién (|3.14]) se expres

de la siguiente forma

SN

4 2 4 2
M+ 2 K ) pitAt — fi+AL | Mt M = 1 5t
(Aﬂ TAC T >p T A MB | GeM A c)p
4 2
— M+ -—-C|p
* <At2 A > p
(3.15)

3.2. Comparacion de los métodos de integracion

La forma de construir la matriz del sistema para los distintos métodos de
integracién determina las ventajas e inconvenientes de cada uno de ellos. Gene-
ralmente un planteamiento explicito produce una matriz de sistema diagonal, con
lo que su resolucién es muy sencilla, ello es debido a que la matriz del sistema se
construye con los valores de las matrices de masas, M, y de amortiguacién, C.
Esto es asf siempre y cuando se considere que tanto la masa como el coeficiente
de amortiguaciéon se mantengan constantes en el tiempo.

El mayor inconveniente surge del mismo concepto, un planteamiento explicito
no permite un andlisis estatico ya que si se plantea un analisis de este tipo, es
decir sin considerar los componentes de la dindamica, se obtiene una matriz de
sistema nula.
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Solucién de la ecuacion de equilibrio

Por otro lado los métodos implicitos forman su matriz de sistema con las
matrices de masas, M, de amortiguacién, C, y de rigidez, K. Este cambio de
forma permite que este tipo de métodos sean utiles para un andlisis estatico. El
inconveniente surge del hecho que la matriz del sistema ya no tiene por qué ser
diagonal y por lo tanto el coste de la resolucién del sistema serd mayor. Ademéas
la matriz de rigidez puede variar a lo largo de la simulacién con lo que puede ser
preciso que tenga que ser recreada en cada paso de la simulacién.

3.2.1. Estabilidad y precisién

Uno de los aspectos mas importantes a la hora de escoger un método u otro
es la estabilidad que ofrece cada uno. La estabilidad de un método de integracién
se determina en funcion del comportamiento de la solucion numérica a partir
de unas condiciones iniciales arbitrarias. Se dice que un método de integracién
es incondicionalmente estable si el error en la solucién obtenida para cualquier
condicion inicial no crece sin limite para cualquier incremento de tiempo At, en
particular cuando % es grande. En cambio un método es solamente condicional-
mente estable si lo anterior se cumple solamente para el caso en que % sea menor

o igual a un cierto valor, el denominado limite de estabilidad.

En [Bat82, Bat96] se realiza un estudio detallado de la estabilidad de los
diferentes esquemas de integracion. De dicho estudio se concluye que:

= El método de las diferencias centradas es condicionalmente estable. La es-
tabilidad requiere que At < % siendo T}, el valor del menor modo de
vibracién, el menor valor propio, del sistema.

= El método de Houbolt es incondicionalmente estable independientemente
del valor del paso del tiempo.

s El método Wilson 0 es incondicionalmente estable si 6§ > 1.37.

= El método Newmark [ es incondicionalmente estable si v > % y ademas

B> Ly 1)

Ademsds en el método Newmark 3 segun sea el valor de 5 puede producirse una
. s . . 1 . 1
amortiguacion espuria proporcional a (ﬁ — 5), de manera que si § < 5 entonces
se produce una amortiguacién negativa, con lo que se aumenta la vibracion del
modelo, en cambio si g > % entonces se produce una amortiguacién mayor que
la esperada [GdJB94].

De todas formas cabe remarcar que los métodos descritos como incondicio-
nalmente estables pueden pasan a ser condicionalmente estables en determinadas
circunstancias, como por ejemplo si se aplican a sistemas no lineales.
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3.2. Comparacion de los métodos de integracion

Para poder comparar los diferentes métodos estudiados se ha procedido prime-
ramente a aplicarlos para resolver un pequeno problema (basado en un ejercicio
enunciado en [Bat96]), que consiste en resolver el sistema representado por:

2 0 00 6 —2 0
Me(6 1) o= (n) ke ) e ()

considerando p? = {0,0} y p° = {0,0} y con T = 14 y At = 0.28. La solucién
exacta viene dada por la expresion:

2 (1 —cos (V2t)) + 2 (=1 + cos (V/5t))
p(t) = : (3.16)
21— cos (VD) — 3 (—1+ cos (v5))

—— Diferencias centradas.

Diferencias centradas
implicito

Newmark §

Houbolt

—=—  Wilsne

Solucion exacta

—=e—  Diferencias centradas

Diferencias centradas
implicito

Newmark 4

Houbolt

—*—  Wilsone

Figura 3.3: Visualizacién de los resultados obtenidos en la comparativa para cada com-
ponente. La primera columna muestra los valores correspondientes a la primera compo-
nente y la segunda columna hace lo propio con la segunda componente. En la primera
fila se muestran los resultados para cada método, para poder comparar la exactitud del
resultado obtenido también se muestra el valor exacto calculado a partir de (3.16). En
la segunda fila se muestra la diferencia de los valores de cada método respecto del valor
exacto calculado.

Los resultados obtenidos para cada método descrito se muestran en la tabla
3.1] y visualmente en la figura Como puede observarse, para At = 0.28 el
método que mas se ajusta al valor exacto es el método de diferencias centradas. El
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At 2At 3At 4At 5At 6At TAt
0.0025 0.0381 0.1756 0.4860 0.9964 1.6570 2.3382
0.3819 1.4116 2.7809 4.0936 4.9962 5.2905 4.9857
0.0000 0.0307 0.1675 0.4871 1.0170 1.7009 2.3969
0.3920 1.4451 2.8338 4.1441 5.0152 5.2570 4.9009
diferencias centradas  0.0000 0.0573 0.2003 0.4395 0.7571 1.1093 1.4385
implicito 0.3920 0.9021 1.6958 2.5445 3.2703 3.7714 4.0210
0.0000 0.0307 0.1675 0.4659 0.9360 1.5298 2.1453

exacta

diferencias centradas

Houbolt 0.3920 1.4451 2.8338 4.1657 5.1301 55522  5.4143
Wilson ¢ 0.0060 0.0525 0.1960 0.4896 09516  1.5425  2.1623
0.3663 1.3393 2.6394 3.9235 4.8793  5.3093  5.1781
Newmark 3 0.0067 0.0504 0.1804 0.4846 0.9613  1.5805  2.2328
0.3637 1.3510 2.6833 3.9954 4.9497  5.3366  5.1296
SAt  9At  10At  11At  12At  13At 14At

xacta 28608 3.0517 2.8057 2.1306 1.1572 0.1095 —0.7583

4.2766 3.4575 2.8062 2.4843 2.4888  2.6724 2.8224
2.9134 3.0714 2.7711 2.0368 1.0223 —0.0288 —0.8539
4.1677 3.3683 27783 2.5354 2.6008 = 2.7949 2.8920
diferencias centradas  1.6881 1.8175 1.8107 1.6788 1.4553 1.1868 0.9223
implicito 4.0494 39181 3.6958 3.4414 3.1967  2.9858 2.8193
3.4942  3.8007 3.6193 2.9220 1.8026  0.4617  —0.8368

diferencias centradas

Houbolt 5.9213 4.4211 29491 1.8259 1.2192 1.1230 1.3904
Wilson 6 2.6702 2.9226 2.8182 2.3340 1.5415 0.5956 —0.3018
4.6064 3.8182 3.0605 2.5233 2.2862  2.3078 2.4588
2.7607 3.0035 2.8505 2.2840 1.3968  0.3752  —0.5474
Newmark

4.4781 3.6424 2.8967 2.4352 2.3129  2.4433 2.6483

Tabla 3.1: Comparativa de los valores obtenidos segiin el método de integracion.

resultado para los demés métodos claramente diverge del valor real y es de esperar
que para un tiempo 1" grande las diferencias puedan llegar a ser considerables.

Por otro lado, también es muy importante el grado de exactitud del método
escogido. El grado de exactitud esté ligado al coste requerido para alcanzarlo. Se
tiene que conseguir un equilibrio entre el coste y la precision.

En los métodos basados en la integracién directa, el coste en tiempo para
obtener la solucién del sistema vendra determinado por el niimero de iteraciones
a realizar. Si se utiliza un sistema condicionalmente estable, como es el caso del
método de las diferencias centradas, probablemente sera necesario establecer cual
es el mayor valor que puede tomar At. Dicho valor establecera el niimero pasos de
tiempo que deberan realizarse para poder calcular toda la simulacién. El uso de
sistemas condicionalmente estables se reservara entonces para aquellos casos en
los que se pueda garantizar un valor para At suficientemente grande como para
que el coste del cédlculo de la solucién sea aceptable.
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En cambio, los métodos incondicionalmente estables no tienen tal dependencia
del valor At, aunque para garantizar la estabilidad sea preciso que el valor de At
sea menor que algunos de los modos de vibraciéon mayores, es decir que los mayores
valores propios de la matriz del sistema.

Una vez descritos los diferentes métodos de integracién cabe analizar su ade-
cuacion para la simulacién de objetos deformables elasticamente. Se ha escogido
el trabajo descrito originalmente en [TPBF87] y que ha sido un referente en
incontables trabajos. La idea es desarrollar algoritmicamente el planteamiento
detallado en dicho articulo y realizar la integracién numérica con cada uno de los
métodos estudiados para poder determinar su adecuacién para la simulacién de
objetos deformables eldsticamente.

3.3. Estudio de los métodos de integracién en un caso
complejo

En la amplia bibliografia relacionada con el modelado y la animacién de ob-
jetos deformables, se puede constatar que las técnicas basadas en la fisica pueden
ser utilizadas para crear y animar objetos deformables para obtener resultados
realistas. A tal fin, el modelo continuo que describe la evolucién en el tiempo
puede ser aproximado mediante métodos de discretizacién tales como el método
de diferencias finitas o el método de elementos finitos (véase [SBS96], y ademas
[MMP99] para este tltimo método). Para el caso de la discretizacién mediante
diferencias finitas, un objeto deformable es aproximado utilizando un mallado
de puntos de control. En éste los puntos pueden moverse unos respecto a otros
aunque manteniendo la conexién con sus vecinos. La forma en que los puntos pue-
den moverse determina las propiedades del objeto deformable. Dentro de estos
métodos se incluyen aquéllos que intentan determinar el movimiento del objeto
utilizando el modelo lagrangiano, ecuacién , y definiendo para el objeto un
potencial de energia que determine la forma en que puede ser deformado. Di-
cho funcional puede basarse en el teorema fundamental de las superficies de la
Geometria Diferencial, tal y como se detalla en [TPBF87] y en [TWSS] (véase
también [GO94], [Gre94] y [KSS96]). El modelo escogido para evaluar los métodos
de integracién estudiados pertenece a esta misma categoria.

3.3.1. Ecuacién de un modelo deformable eldsticamente

Sea ) un objeto. Supdéngase que €2 es una superficie con coordenadas locales
p = (z1,x2) siendo (z1,22) € [0,1] x [0, 1] (suponiendo que el dominio de para-
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metrizacion de 2 es el cuadrado unitario). La posicién de un punto del objeto en
el tiempo t serd

r(p;t) :==r(xy, w25 t) = (ri(w1, x25t), m2 (w1, 25 t), r3(21, 223 1)),
y la posicién inicial del objeto sera
rO(P) = r0($1a$2) = (7“?(151,162),7”(2)(331,902)77%(551@2))-

Para que el objeto sea deformable el siguiente paso serd introducir la energia
de deformacién. Para ello se deberd tener en cuenta el teorema fundamental de las
superficies: dos superficies tienen la misma forma si su tensor métrico G, primera
forma fundamental, y su tensor de curvatura B, segunda forma fundamental, son
iguales, siendo

Gij = Gylr(a,ont) = 25 25,
. 2
Bij = Byj(r(xr,z;t)) = - 523,

y 7 es un vector unitario normal a la superficie. Véase [dCT6] para una detallada
discusion acerca de la geometria diferencial de curvas y superficies. Utilizando
los tensores anteriores, se define la energia de deformacion para el objeto €2 en el
instante ¢ como:

2
6(1‘) = Z /Q |:77ij (Gl] — G%)Q + &j (Bij — B%)Z} dxridzs, (317)

3,j=1

donde 7);; representa la resistencia del objeto a deformaciones longitudinales, 710 =
121 representan la resistencia del objeto a la deformacién por cizalladura, &;
representa la resistencia del objeto a la deformacion por doblamiento y £15 = €91
representan la resistencia del objeto a la deformacién por retorcimiento. Por lo
tanto la energia vendra dada como una ponderacién de la diferencia de los tensores
métrico y de curvatura en cada instante dado respecto del instante inicial.

Como ya se ha constatado en el capitulo [2] la ecuacién del movimiento para
un objeto deformable puede ser escrita con una formulacién lagrangiana (véase
[Gol80L [Sha88| [GdJB94]). La ecuacién (2.22)) puede ser completada haciendo uso
del funcional antes descrito, como

0 ( or Oor  de(r)
ot (“m) TV T Tar flr.t), (3.18)

oe(r . . .. . .,
en donde % es la primera derivada variacional para el funcional de deformacién

y f(r,t) es laresultante de las fuerzas externas aplicadas sobre el objeto. El primer
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término representa la fuerza inercial debida a la distribucién de masas, el segundo
término es la fuerza de amortiguacién debida a la disipacién de la energia, y el
tercer término representa la fuerza eldstica debida a la deformacion del objeto
respecto de su forma natural.

Para poder crear animaciones mediante el modelo descrito, la ecuacién dife-
rencial de movimiento puede ser discretizada mediante la aplicacion de aproxi-
maciones basadas en métodos de diferencias finitas y resolviendo el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias encadenadas resultante que describe el movi-
miento. Aunque previamente es preciso simplificar la primera derivada variacional

del funcional (r). Respecto a la aproximacién de 6‘2(:) se puede comprobar en

[TPBFS8T] que

de(r) —~ 2 0 "81‘ o2 B o2r
or Z O (a”axj) * dr;0x; Bij 020z, ) (3.19)

i,j=1

siendo «;; = 1;;(p; t) (Gij - G%) y Bij = &j(pit) (Bij - B%)

3.3.2. Resolucién numérica del modelo de deformacion

La ecuacién (3.18), que representa tanto el movimiento de la superficie como
su deformacién, puede ser resuelta mediante el uso de diferencias finitas tanto
en el dominio espacial como en el temporal. Para ello, se deben aproximar las
derivadas espaciales para transformar la ecuacién en derivadas parciales
en una ecuacion diferencial ordinaria.

Mediante el uso de un método de integracién directa, como los descritos en
la seccién es posible expresar la funcién sobre el mallado r(m,n) como un
vector de dimensién M N, r simplificando la notacién. Por lo tanto, se transforma
la ecuacion en derivadas parciales (3.18)) en la siguiente ecuacién diferencial:

d’r dr

en donde M es la M N x M N matriz diagonal de masas, C es la MN x MN
matriz diagonal de amortiguaciéon y K(r) es la MN x M N matriz de rigidez
que contiene toda la informacién relativa a las propiedades de la deformacién
del objeto. Nétese que M es la matriz de masas siendo p(m,n) los elementos de
la diagonal, y que C es construida de forma semejante a partir de los valores
de y(m,n). Como se podra comprobar, la matriz K(r) es la méas importante en
la resolucién numérica de la ecuacién ya que aporta la informacién de la
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deformacién. Cabe remarcar que la expresién obtenida es equivalente a ([2.22)
considerando un funcional concreto.

3.3.3. Discretizacion temporal

Con independencia del esquema de diferencias finitas utilizado para discretizar
las coordenadas espaciales, para resolver la ecuacién (3.20) se debe utilizar un
método de integracién temporal adecuado para la ecuacién diferencial ordinaria:

A-r(t+At)=b(t), (3.21)

en principio cualquiera de los métodos de integracion descritos en este capitulo es
aplicable. Por ejemplo, si se utiliza un esquema en diferencias centradas, para re-
solver la ecuacién diferencial, se utilizan las siguientes aproximaciones temporales

discretas:
dr _r(t+At)—r(t - At)

~

dt 2AL ’
d*r _r(t+ At)—2r (i) +r(t — At)
2~ At2 '
de manera que
M C
INERETY

() =)~ (K 0) - 2 ) v+ (55~ 2 ) rie - A0

El sistema (3.21)) es féacilmente resoluble toda vez que la matriz A es diagonal.
Puede escribirse

r(t+At)=A"1-b(t)=S -b(t),

.. . .. oy —1 .,
en donde S;; = 0,sii # jy Sy = (Z‘;g zcﬁt) . De esta forma la ecuacién en

derivadas parciales no lineal original, (3.18)), se ve reducida a una secuencia de
sistemas algebraicos diagonales representados por (3.21)).

El planteamiento original de [TPBF87] para la integracién numérica a lo lar-
go del tiempo se basa en un procedimiento de integracién semi-implicito, véase
[TPBF87, TW8S, [GO94], equivalente al método de las diferencias centradas
implicito descrito en el apartado |3.1.2

A(t) -r(t+ At) = gy, (3.22)
siendo M c
At)=K(r(t)) + <At2 + m)
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2M C M

En lugar de aplicar solamente el modelo propuesto, en el presente estudio
se procedera a utilizar cada uno de los métodos de integracién descritos en la
seccién |3.1) para poder determinar la adecuacion de cada uno de ellos a este tipo
de problemas.

3.3.4. Discretizacion espacial

Para resolver numéricamente la ecuacién se han utilizado los opera-
dores en diferencias finitas estandar. En primer lugar se ha utilizado un esquema
basado en diferencias finitas centradas. De manera que para una funcién fijada,
h, los operadores en diferencias para h son los siguientes

Oh Nh(.%'l + Az, .%'2) — h(:El — Axq, .TUQ)

67331 2A$1 ’

oh Nh(xl, 9 + AZUQ) - h(.%’1, I — AJJQ)

87332 - QA.TQ ’

9’h Nh($1 + Azq,22) — 2h(x1, 22) + h(z1 — Az, x9)

Ox? ~ Az? ’

9%h Nh(.%'l, Tro + A.%'Q) — 2h(£L‘1, .’/UQ) + h(xl, To — Axg)

o3 Az ’
9’h 1

~ —h(z; - A A h A A
Ow10x9 Amleg( (71 — Azy, 2 + Axg) + h(z1 + Azy, 22 + Azy)

+ h(a:1 — Axq, xg) — h(l‘l + Awlel,xg)).

y asi hasta la derivadas de cuarto orden. Con este planteamiento el error en la
aproximacién es de orden 2.

A continuacion se ha utilizado un esquema en diferencias finitas no centradas
con un error en la aproximacién de orden 1. Este tltimo método fue el utilizado en
[TPBERT] y [TWS88| (véase también [GO94]). Se definen los siguientes primeros
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operadores hacia adelante y hacia atras:

Dih(z1,22) bl + Amliz - h(l’l,m),
Dy h(zq, 22) _h(@,z2) = 2(;11 ~ A$17$2)’
D h(zy,x2) :h(xlu x2 + AAac;z — h(x17x2)7
Dy h(x1,22) _h(zy,29) — 2(;217 Ty — A:cg).

A partir de estos operadores en diferencias se pueden definir los operadores
de segundo orden:

Dih(xy,22) = D3 h(x1,22) = DY (D3 h(x1, 22)),
Di1h(zy,29) = Dy (D h(21,29)),
Dioh(z1, 32) = Dy h(z1, 22) = Dy (D3 h(z1, 22)),
Dash(x1,x2) = Dy (Dih(x1, x9)).

Ahora, partiendo de una malla de puntos que represente a la superficie conti-
nua, en la que se aplicara la deformacién, se pueden discretizar los componentes de
la ecuacién utilizando la aproximacién de la derivada variacional descrita
en (3.19)).

Otro aspecto a tener en cuenta en el proceso de discretizacion de la ecua-
cién (3.18) son las condiciones de contorno. Se han tenido en cuenta dos tipos
de condiciones de contorno. Por una parte se han introducido unas condiciones
de contorno naturales en los bordes de la superficie en donde los operadores de
diferencias intentan acceder a variables nodales fuera del dominio discreto, asig-
nando el valor cero a dichos operadores. Esto equivale a desplazar el contorno de
manera que se amplie el dominio cuadrado [0,1] x [0, 1] y convertir los valores
r(z1,x2) del contorno antiguo en nuevos valores r(x1, z2) del nuevo contorno. Por
otra parte, se han considerado regiones de discretizacion en el contorno. Se ha
dividido en cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1] en nueve regiones, como puede obser-
varse en la figura[3.4 En cada una de las regiones se ha definido un conjunto de
operadores de diferencias de primer y de segundo orden especifico. Por ejemplo,
para la zona VIII de la figura las siguientes expresiones son las aproximaciones a
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3.3. Estudio de los métodos de integracién en un caso complejo

Figura 3.4: Regiones de discretizacién del contorno para poder calcular los operadores
en diferencias finitas.

los operadores de diferencias:

oh N3h(x1, .2132) — 4h(£l§'1 — Axq, ZI]'Q) + h(xl — 2Axq, .722)
8_.%'1 - 2A$1 ’
oh Nh(xl, To + AIQ) - h(l‘l, xro — AJ,‘Q)
8_.’,U2 - 2A$2 ’
Ph 1 ohera9) — Shizi — A dh(z, — 2A
927 ~Aa? 1,72) (r1 — Axy,22) + 4h(1 r1,T2)
— h(l‘l — 3A:L‘1, SBQ)),
9%h Nh(.%'l, To + AZL'Q) — 2h($1, .%‘2) + h(xl, To + AxQ)
dx2 Ax? ’
Oh 1 h(rna) — 2h(a — A Sh(z1 — Az, zs — A
8%18:62 N4A$1ACCQ 173:2) (xl xl?xQ) * (3}1 1, %2 x2)

—h(z) — Az, 20 + Axg) — 2h(:1:1, T9 — A(EQ) + h(z1, 22 + Axg)
+ h(xl - 2Aa:1, xz) - h(l‘l - 2A$1, o — A.’Eg)),

y asi en cada una de las regiones y para cada una de las derivadas que aparecen
en la ecuacién (3.18). En el caso de tener en cuenta derivadas de tercer y cuarto
orden se deberan contemplar un total de veinticinco regiones diferentes.

Asi pues, desde el punto de vista de la discretizacion espacial, existen cuatro
formas de resolver la ecuacién en diferencias (3.18]):
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(1) diferencias finitas centradas con contorno libre (natural),

(1) diferencias finitas centradas con contorno organizado en zonas,
(11) diferencias finitas no centradas con contorno libre (natural) y
(rv) diferencias finitas no centradas con contorno organizado en zonas.

Para encontrar una aproximacién numérica a la expresién (3.19)), se puede
escribir:

2
e(z1,22) = Z —Di(pij) (1, 2) + Dij(qij) (21, v2), (3.23)
ij=1
en donde
Pij(21,22) = ayj(x1,22) - Djr(z1, 22)
y

qij (71, 72) = Bij(w1, 72) - Dij(r) (1, 72)
y Di, D;j y D;; son operadores en diferencias finitas.

Tal y como se ha comentado anteriormente, utilizando cualquiera de estos
cuatro métodos se puede transformar la ecuacién en la ecuacién diferencial
ordinaria , y, haciendo uso de la aproximaciones de las derivadas discre-
tizadas temporalmente, se puede integrar dicha ecuacion a lo largo del tiempo
mediante un procedimiento paso a paso, resolviendo el sistema algebraico lineal
. La solucién dindmica puede evolucionar, lo que en definitiva corresponde
a la simulacién de la deformacion de la superficie, desde unas condiciones iniciales
para el instante ¢t = 0 resolviendo el sistema lineal algebraico para las configura-
ciones instantdneas r(t + At) utilizando las soluciones precedentes ya calculadas
que sean necesarias segun sea el método de integracién escogido.

3.3.5. Estudio de la estabilidad

Para poder determinar cual es la mejor forma de resolver el sistema (3.21]) es
preciso estudiar la estabilidad del sistema en funcién de la matriz K(r (t)) que se
esté utilizando y segin cual sea el método de integracion escogido.

En el proceso de simulacién se realizan los célculos en una serie de instantes
de tiempo (At,2At,3At,...nAt =T) de manera que a lo largo del cdlculo de la
simulacién se irdn obteniendo una serie de valores: rg = el objeto sin deformar,
r; =r(At),...,rp—1 =r((n—1)At),r, = r(nAt) = r(T'), uno para cada instante
de tiempo contemplado.

El radio espectral, p, estd estrechamente relacionado con el comportamien-
to de la convergencia de la secuencia potencial de una matriz. Para cualquier
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7% € R™ la sucesién {2¥};>q definida por 2% = La*~1 + ¢ Vk > 1, siendo L un
operador, converge a una solucién tnica solamente si p(L) < 1. Para determinar
la estabilidad del sistema, obtenido tras la aplicacién de los diferentes métodos de
integracion estudiados, es preciso establecer algin tipo de estrategia que permita
poder obtener una relacién que exprese el valor de r,, en funcién rg:

r, = G,rg + g,. (3.24)

Considerando que rg = r_1, toda vez que se supone que el objeto inicialmente
esta en reposo y sin que actiien sobre él fuerzas de ningtn tipo, deberd encontrarse
una expresion adecuada para la matriz G,, y el vector g, en términos de los valores
de las iteraciones anteriores y seguin cual sea el método de integracién utilizado;
es decir: definiendo una recurrencia. De esta forma se podra expresar el valor de
r,, en funcion de los valores obtenidos para los pasos anteriores y de rg.

Si es posible obtener los valores adecuados para G, y g, entonces la ecuacion
indica que es posible representar los valores de cada instante a partir de
los valores del instante inicial. Por lo tanto se desprende que la estabilidad del
sistema se puede medir mediante el estudio del radio espectral de la matriz G,,,
p(Gy,). Es decir, el sistema serd estable si y solamente si nh_)ngo p(Gp) < 1.

En definitiva si el valor de G, se puede establecer en funcién de los valores de
los pasos inmediatamente anteriores, entonces puede establecerse un mecanismo
que permita determinar para cada iteracién la estabilidad del sistema, asi es
posible comprobar la evolucién de la estabilidad del sistema a lo largo de toda la
simulacién.

Estudio del modelo de las diferencias centradas

Segtin la ecuacién (3.3) que describe este modelo, las operaciones que se pue-
den realizar se describen a continuacién.

En primer lugar se definen

r, = r(nAt),

f, := f(nAt),

A= <AMt? + 221&) ’
Br,) = (e ~ K)
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de manera que la ecuacién (3.3)) puede escribirse

Ar, 1 =1, + B(rn)rn + Dry, 1,
y por lo tanto

rny1 = A7, + A_lB(rn)rn + A 'Dr,_1,

o lo que es lo mismo

ry, = A_lfnfl + A_lB(rnfl)rnfl + A_lDrnf%

de (3.24)) se tiene

rn-1 = Gp_1ro+gn_1,
r,—o = Gp_org+gn_2

y, en consecuencia

r, =AY, 1+ AT'B(r,_1)(Gpo1ro + gn—1) + AT'D(Gy_arg + gr2),

que convenientemente arreglado queda

ry, = A_I(B(rnfl)G’nfl + DanQ)I'O + A_l(fnfl + B(rnfl)gnfl + Dgn72>v

entonces si se define

Gn ::A_l(B(rnfl)anl + DanQ)a (3253)
gn ::A_l(fnfl + B(rnfl)gnfl + Dgan)v (325b)

se consigue obtener una expresion recurrente que permite expresar r, en funcién
de rg. Se puede considerar que G_; y G_3 son la matriz identidad ya que se
considera al objeto en reposo en el instante inicial.

Estudio para el método de las diferencias centradas implicito

Este modelo permite expresar la ecuacién del movimiento (2.22)) en la forma
de la ecuacion (3.4) que puede ser tratada de una forma semejante a como se ha
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hecho en el apartado anterior, con la salvedad de que K pasa a formar parte de
la matriz del sistema. Por lo tanto, si se define

M C
A= (3 + o +K).

B::<2N;>,
At
C M
D'_<2At_At2>’

se obtendran unas expresiones para G, y g, equivalentes a las mostradas en
(3.25a) v (3.25b]) respectivamente.

Estudio para el método de Houbolt

Con el método de Houbolt se obtiene una expresién para la ecuacién del
movimiento como la mostrada en la ecuacién (3.7). Para este método se definen

2M  11C
A:z( —|—+K>,

A2 6At
5M  3C
B:=("—+°"—
(Aﬂ * At) ’
4M  3C
Di=—(—5+ ——
(At2 * 2At> ’

M C
E=(-—"—+-——
(At2 * 3At> ’

de manera que de la ecuacién (3.7) se obtiene la expresién
rni1 = A'f + A7Y(Br, + Dr,_; + Er,_»),

por lo tanto
r,=A"f+ A_I(Brn,l + Dr;,,—o + Er,_3),

si se expresa r,_1, r'n_2 ¥ I'n—3 en la forma de (3.24)

ro—-1 = Gpoirg+gn-1,
'n—2 = Gn—QrO + 8n—2,
'n-3 = Gn—3r0 + 8n-3,
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se puede escribir

r,=A"'f +A"' (B(G,_iro+g, 1)+
(Gp2ro +8n-2) +
E(Gn—3r0 + gn—3))7

o

que convenientemente arreglada se convierte en
r, = A (BG, 1+DG, »+EG, 3)r+
Ail (f + Bgn—l + Dgn—Q + Egn—3) 5
por lo tanto

Gn :Ail(BGn—l + DGn—2 + EGn—S)a
gn :A_l(f +Bgn-1+Dgp 2+ Egn—3>>

(3.26a)
(3.26b)

y en consecuencia para el método de Houbolt también se ha podido obtener una
matriz y un vector expresados en forma recurrente que permiten expresar r, en
funcién de rg, teniendo presente que G_1 = G_o = G_3 = I, siendo [ la matriz

identidad.

Estudio para el método de Newmark g

Tal y como puede comprobarse en la ecuacién (3.14)), el método de Newmark
no solamente utiliza r, sino que en la ecuacién ademas aparecen términos rela-
cionados con la velocidad 1 y con la aceleracién ¥. Por ello no resulta adecuado

un razonamiento como el seguido para los modelos anteriores.

Si se combina en un solo sistema de ecuaciones la ecuacién (2.22)) junto con

(3.13)) se obtienen

A‘I:nJrl + Cfn+1 + KrnJrl = f7
Fpi1 — I — (1 —9)AtE, —yAt¥, 11 =0,

Tni1 — I — Aty — (3 — B)ALF, — BALF, 1 =0,

que expresado de forma matricial quedan

A C K\ [t 0 0 0\ /&,
—yAtl I 0 Tni1 |—| L=m)AtI I 0 In
—BA’T 0 I Tpil (3 —=B)AT At 1) \r,

O O

(3.27)
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siendo I la matriz identidad. La expresién anterior para r, se puede expresar
como . . _
Ar, — Br, 1 =1, (3.28)

siendo

0 0 0
(1—yAtI I 0],
I

segun lo cual o
f,=A"+ A 'Bf, ;. (3.29)

Para poder establecer una relacion de recurrencia, en los mismos términos que
para los modelos anteriores, serd preciso extender la ecuacién (3.24]) de manera
que se contemple también la velocidad y la aceleracién:

f'n = én‘f'o + grw (330)
de manera que se puede expresar (3.29) como

fn — A_lf + A_lé(énflf'() + gnfl)a

por lo tanto o o
t,=A'Y+A'Bg, 1 + A'BG, T,
asi que si se define
G, =A"'BG,_i, (3.31a)
g, :=A'f+ A7'Bg,_1, (3.31b)

se obtiene una expresién recurrente que permite expresar T,, en funcién de T.

Estudio para el método de Wilson 0

Al igual que en el método de Newmark S, en el método de Wilson 6 se debe
tener en cuenta el valor de la aceleracion y el de la velocidad en cada instante
de tiempo para poder realizar los cédlculos. Ademads, como se desprende de la
ecuacién , conocido el valor para un instante de tiempo t los valores se
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calculan nuevamente para el instante de tiempo t 4+ At para posteriormente
calcular los valores deseados para t + At.

En primer lugar, de (3.8)) y (3.9), fijando 7 = At se obtiene
f—1 1
st AL _ st | LettOAL
r = r+ 91' ,
1 At
MO _pt L Ap (] — ) gt 2o
r r+ < 29) r+ 201‘ ,

30 —1 At
t+AE it .t 2 st t+0AL
r r' + Atr' + At ( 60 )r—i—GHr ,

expresado en forma matricial

gt+At %I 00 ptHoAt 9—1I 0 0 ¥t
I‘.t—l—At _ %9752[ 00 I',t-‘r@At + | At ( 210) I I 0 I.'t
pi+al Al g o) \rtt0A ARSI At 1) \of
Ft+At N Fttoat E a
(3.32)
es decir
f~t+At _ Mf,t—i-@At + Nf't. (333)

Para intentar obtener unos valores adecuados para G, y g, se puede pro-
ceder de forma semejante a como se ha hecho para el método de Newmark S,
construyendo un sistema de ecuaciones en funcién de (3.10) y (3.11):

MEH0AL | CptH0At | KptH0At _ggt0At | (1 _ g)ft,
-I:tJrQAt B 6 rt+9At + 6 + LI‘ + 21' —O

02 AL> A2’ T oA
3 3 OAt
AL O t4OAL | O i it TRl
r HAtr +9Atr + 2r° + 2r 0,

cuya representacion matricial es

M C K piroAt 0 0 0 it OFtHIAL L (1 — o)f?
I 0 5 %tz pHOA ) |2l ST ST | i) = 0
0 I I ritoAt 0t 2l ST L 0
A f.t+9At B 7t F
(3.34)
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es decir
AFOAL L B = f (3.35)

Si en la expresién anterior se sustituye #+?A* por su valor segin 1 se
obtiene

FHOAt _ A1 ('f -~ Bf-t> , (3.36)

FrAt — NIAL (f‘ - Eft) + N, (3.37)

En general se puede obtener el valor para © a partir de la expresién anterior,
y si ademds se sustituye el valor ¥~2* por una expresién basada en ¥

ft—At — Gt_Ath + gt—At’

se obtiene

que se puede arreglar
i = MA™'f + (N — N/IA*B) gimAat 4 <N — MA‘H%) (ét—mfo) ,

que una vez reescrito con la misma notacién que la utilizada con los modelos
anteriores queda

asi que si se define

G, = (N - MA*H%) G1, (3.382)

&, =MA T 4 (N - 1\71]&—11'3) gL, (3.38b)

se concluye que con este método también es posible obtener una expresion recu-
rrente que permita expresar T,, en funcién de ry.
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Resultados

Una vez obtenidas las expresiones para calcular de forma recurrente el valor
de los puntos en cada instante de tiempo considerado y para cada modelo, se
dispone de un mecanismo que permite calcular la estabilidad de cada uno de los
métodos estudiados, utilizando la estimacion del radio espectral de la matriz G,
en cada uno de los instantes de tiempo.

Otro valor que puede ser tutil a la hora de determinar la bonanza de los
métodos es el numero de condicién de la matriz G,, toda vez que el nimero
de condicién es una medida de la sensibilidad de la solucién de un sistema de
ecuaciones lineales a los errores presentes en los datos. Es decir, da una indicacion
de la precisién de los resultados de una matriz inversa y por lo tanto de la solucién
de un sistema de ecuaciones lineales. En definitiva, con el niimero de condicién se
podré estimar el grado de exactitud de las soluciones que se obtengan a lo largo
del tiempo.

Para comparar los diferentes métodos se han realizado tres simulaciones dife-
rentes sobre un mismo objeto. Las caracteristicas comunes a las tres simulaciones
son:

= el objeto a deformar es un cuadrado unitario, plano,

= la discretizacion espacial del objeto se ha realizado de manera que éste se
divide en 11 filas y 11 columnas de puntos,

= cada punto tiene un coeficiente de amortiguacion y una masa unitarios,

= las fuerzas aplicadas corresponden a un campo gravitatorio normal a la
superficie del objeto y que afecta a todo el objeto exceptuando aquellos
puntos que hayan sido fijados,

= el campo empieza a actuar en el instante t = Os; anteriormente no se aplica
ningin tipo de fuerzas al objeto y por lo tanto éste permanece en reposo
con velocidad y aceleraciéon nulas.

= el tiempo total simulado es de 2 segundos.

Para poder determinar en qué medida afecta el incremento de tiempo en
cada uno de los métodos cada una de las simulaciones se ha realizado tomando
en consideracién dos valores diferentes para At. En concreto se ha utilizado los
valores At = 0.01s y At = 0.001s.

Las simulaciones realizadas han sido las siguientes:

1) Deformacién del objeto sujeto por sus cuatro esquinas con un coeficiente
ni; = 1.0y &; = 0.0 Vi, j € {1,2}. Los resultados pueden verse en la tabla
para At = 0.01 y [3.3] para At = 0.001.
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Radio espectral. Diferencias centradas. At = 0.01

' 50 100 150 200 ' 50 100 150 200 ' 50 100 150 200
1) 2) 3)

Figura 3.5: Gréficas del radio espectral en los experimentos basados en el método de las
diferencias centradas con At = 0.01s. En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y
en el vertical, el radio espectral de la matriz G,,.

Numero de condicién. Diferencias centradas. At = 0.01

5 & 8§ 8 5 §

Figura 3.6: Graficas del logaritmo del nimero de condicién en los experimentos basados
en el método de las diferencias centradas con At = 0.01s. En el eje horizontal, se repre-
senta la iteracion n, y en el vertical, el logaritmo del nimero de condicién de la matriz
Gy.

2) Deformacién del objeto sujeto por todo su contorno también con unos coe-
ficientes n;; = 1.0 y &; = 0.0 Vi, j € {1,2}. Los resultados pueden verse en
la tabla [3.4] para At = 0.01 y [3.5] para At = 0.001.

3) Deformacién del objeto sujeto por todo su contorno con un coeficiente 7;; =
10.0 y &; = 0.0 Vi,j € {1,2}. Los resultados pueden verse en la tabla
para At = 0.01 y 3.7 para At = 0.001.

Es decir, se ha intentado deformar un objeto comprobando su comportamiento
en funcién de lo sujeto que esté (comparacién de las simulaciones 1 y 2) y en
funcién de su rigidez (comparacién de las simulaciones 2 y 3).

En las figuras, desde la [3.5 hasta la [3.22] se muestra la evolucién del radio
espectral y del nimero de condiciéon para cada uno de los métodos considerados
y cada una de las tres simulaciones previamente descritas.
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Radio espectral. Diferencias centradas implicito. At = 0.01

20] 20

Figura 3.7: Gréficas del radio espectral en los experimentos basados en el método de
las diferencias centradas implicito con At = 0.01s. En el eje horizontal, se representa la
iteracién n, y en el vertical, el radio espectral de la matriz G,,.

Numero de condicién. Diferencias centradas implicito. At = 0.01

100

Figura 3.8: Gréficas del logaritmo del niimero de condicién en los experimentos basados
en el método de las diferencias centradas implicito con At = 0.01s. En el eje horizontal,
se representa la iteracién n, y en el vertical, el logaritmo del niimero de condicién de la
matriz G,,.

Como puede verse en la figura [3.5] el radio espectral para el método de las
diferencias centradas no cambia en los tres experimentos. Esto es asi debido a
que el coeficiente de amortiguacién y la masa no varian entre los diferentes ex-
perimentos, y al ser éstos los tinicos elementos que forman la matriz G,,, ésta no
cambiara. El niimero de condicion crece a medida que la simulaciéon avanza en el
tiempo, como puede verse en la figura [3.6] aun asi los resultados obtenidos son
adecuados.

Por otra parte, como se observa en la figura [3.7] el radio espectral para el
método de las diferencias centradas implicito se mantiene practicamente constan-
te a lo largo de todo el tiempo de simulacién, con lo que parece que este método
es adecuado para realizar este tipo de simulaciones. Sin embargo el niimero de
condicién indica que los resultados obtenidos pueden divergir del resultado ideal.
Atn asi los valores obtenidos parecen aceptables.
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Radio espectral. Houbolt. At = 0.01

bt

1) | 2) 3)

Figura 3.9: Gréficas del logaritmo del radio espectral en los experimentos basados en el
método de Houbolt con At = 0.01s. En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y
en el vertical, el logaritmo del radio espectral de la matriz G,,.

At =0.01

o 107

TS 105

Numero de condicién. Houbolt.

e

Figura 3.10: Gréficas del logaritmo del ntimero de condicién en los experimentos basados
en el método de Houbolt con At = 0.01s. En el eje horizontal, se representa la iteracién
n, y en el vertical, el logaritmo del niimero de condicién de la matriz G,,.
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Radio espectral. Wilson 0. At = 0.01

L earuasd i e et + 5 s SRR

E) 100 150 20 i 50 100 150 20 i 50 100 150 20

1) 2) 3)

Figura 3.11: Gréficas del logaritmo del radio espectral en los experimentos basados en
el método de Wilson 6 con At = 0.01s. En el eje horizontal, se representa la iteracién n,
y en el vertical, el logaritmo del radio espectral de la matriz G,,.

Numero de condicién. Wilson 6. At = 0.01

1% 101% - e 1x10%

15x10%
Bx10% Bx10%

. 6x10% 610"
Lox10%

4x10% ax10%

50107
2x10% 2x10%

Figura 3.12: Graficas del nimero de condicién en los experimentos basados en el método
de Wilson € con At = 0.01s. En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y en el
vertical, el nimero de condicién de la matriz G,,.

Para la simulacion con el método de Houbolt se obtienen unos valores para
el radio espectral y el ntiimero de condicién, figuras y respectivamente,
que muestran claramente que este método no resulta adecuado para este tipo de
simulacién ya que el radio espectral crece linealmente mientras que el nimero de
condiciéon parece que llega a acotarse, aunque su valor es considerable.

Con el método de Wilson # se obtiene un ntimero de condicién préximo a
1.0, figura sin embargo el radio espectral senala claramente que este
método tampoco parece adecuado.

El dltimo de los métodos estudiados, Newmark 3, muestra un comportamiento
similar al método de Wilson #, con un niimero de condicién razonable pero con

un radio espectral sin acotar, figuras y

Para la simulaciéon con At = 0.001s el modelo de la diferencias centradas no
muestra un comportamiento diferente al observado para At = 0.01s, como se
constata al comparar las graficas para este caso, figura[3.15]y figura[3.16] con las
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Radio espectral. Newmark 3. At = 0.01
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Figura 3.13: Graficas del logaritmo del radio espectral en los experimentos basados en
el método de Newmark 5 con At = 0.01s. En el eje horizontal, se representa la iteracién
n, y en el vertical, el logaritmo del radio espectral de la matriz G,,.

Numero de condicién. Newmark 5. At = 0.01

1x10%

1) 2) | 3)

Figura 3.14: Graficas del nimero de condicién en los experimentos basados en el método

de Newmark 3 con At = 0.01s. En el eje horizontal, se representa la iteracion n, y en el
vertical, el nimero de condicién de la matriz G,,.

Radio espectral. Diferencias centradas. At = 0.001

1500) 1500

1000 1000 1000

1) 2) 3)
Figura 3.15: Gréficas del radio espectral en los experimentos basados en el método de

las diferencias centradas con At = 0.001s. En el eje horizontal, se representa la iteracién

n, y en el vertical, el radio espectral de la matriz G,,. No hay diferencias entre los tres
experimentos.
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Numero de condicién. Diferencias centradas. At = 0.001
o . .

Figura 3.16: Gréficas del logaritmo del ntimero de condicién en los experimentos basados
en el método de las diferencias centradas con At = 0.001s. En el eje horizontal, se
representa la iteraciéon n, y en el vertical, el logaritmo del nimero de condicién de la
matriz G,,.

Radio espectral. Diferencias centradas implicito. At = 0.001
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Figura 3.17: Gréficas del radio espectral en los experimentos basados en el método de
las diferencias centradas implicito con At = 0.001s. En el eje horizontal, se representa la
iteracién n, y en el vertical, el radio espectral de la matriz G,,.

anteriores, figura y figura Segiin esto no es necesario un incremento de
tiempo tan pequeno para realizar simulaciones con éste método de integracién.

En la figura [3.17] se muestra que para el método de integracién de las diferen-
cias centradas implicito el radio espectral se mantiene aun mas cercano a 1 para
un valor de At = 0.001, mientras que el nimero de condicién se mantiene (véase
la figura [3.18)). Por lo tanto este método de integracién puede ser utilizado con
valores de At grandes o pequenos en funcién de la necesidad de precision que se
requiera en cada caso.

El método de Houbolt mejora sensiblemente con la aplicacién de un incremen-
to de tiempo menor, At = 0.001s. Sin embargo, como puede observarse en las
figuras [3.19] y [3:20} el radio espectral obtenido sigue sin estar acotado y el nime-
ro de condicién sigue siendo elevado. Todo ello hace pensar que este método no
ofreceria buenos resultados en caso de ser utilizado para simular largos periodos
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Numero de condicién. Diferencias centradas implicito. At = 0.001

Figura 3.18: Gréficas del logaritmo del ntimero de condicién en los experimentos basados
en el método de las diferencias centradas implicito con At = 0.001s. En el eje horizontal,
se representa la iteracién n, y en el vertical, el logaritmo del niimero de condicién de la
matriz G,,.

Radio espectral. Houbolt. At = 0.001

[ \__\\\

500 1000 1500 2000 i 500 1000 1500 2000 500 1000 150 2000
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Figura 3.19: Graficas del logaritmo del radio espectral en los experimentos basados en
el método de Houbolt con At = 0.001s. En el eje horizontal, se representa la iteracién n,
y en el vertical, el logaritmo del radio espectral de la matriz G,,.

Numero de condicién. Houbolt. At = 0.001

Figura 3.20: Gréficas del logaritmo del ntimero de condicién en los experimentos basados
en el método de Houbolt con At = 0.001s. En el eje horizontal, se representa la iteracién
n, y en el vertical, el logaritmo del nimero de condicién de la matriz G,,.
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Radio espectral. Wilson 6. At = 0.001

1) 2) 3)
Figura 3.21: Gréficas del logaritmo del radio espectral en los experimentos basados en

el método de Wilson 6 con At = 0.001s. En el eje horizontal, se representa la iteracién
n, y en el vertical, el logaritmo del radio espectral de la matriz G,,.

Numero de condicién. Wilson 8. At = 0.001

1%101% e ™

Figura 3.22: Graficas del nimero de condicién en los experimentos basados en el método
de Wilson 6 con At = 0.001s. En el eje horizontal, se representa la iteraciéon n, y en el
vertical, el nimero de condicién de la matriz G,,. Para 1) el valor representado es el del
logaritmo del ntimero de condicién.

de tiempo.

El método de Wilson 6 también ofrece mejores resultados con valores At
pequenos, pero como en el caso del método de Houbolt no ofrece garantias de
una estabilidad para simulaciones largas. Las figuras y justifican esta
conclusién.

Para el método de Newmark ( el comportamiento es andlogo al de los métodos
de Houbolt y de Wilson 6. El radio espectral obtenido, figura [3.23] indica poca
estabilidad, aunque el nimero de condicién, figura[3.24] se mantiene muy cercano
a 1 o no crece indefinidamente.

De los experimentos realizados para A = 0.001s se puede concluir que los re-
sultados obtenidos son mejores que cuando se considera At = 0.01s. Sin embargo,
si el intervalo de tiempo a simular es considerable entonces los resultados seran
aceptables solamente en el caso de que el método de integracion utilizado sea el
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Radio espectral. Newmark 8. At = 0.001

200

Figura 3.23: Gréficas del logaritmo del radio espectral en los experimentos basados en
el método de Newmark 5 con At = 0.001s. En el eje horizontal, se representa la iteracién
n, y en el vertical, el logaritmo del radio espectral de la matriz G,,.

Numero de condicién. Newmark 8. At = 0.001

Figura 3.24: Graficas del nimero de condicién en los experimentos basados en el método
de Newmark 8 con At = 0.001s. En el eje horizontal, se representa la iteraciéon n, y en
el vertical, el nimero de condicién de la matriz G,,. Para 1) el valor representado es el
del logaritmo del ntiimero de condicién.
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de las diferencias centradas o el de las diferencias centradas implicito. Se puede
llegar a esta conclusién como resultado de la observacién de las figuras
[3.19] 3.21] v [3.23], en donde se comprueba que los radios espectrales obtenidos
estan acotados solamente en el caso del método de las diferencias centradas y en
el de las diferencias centradas implicito.

Influencia de la discretizaciéon espacial

Parece extrano que los métodos de integracién que a prior:i se postulan como
los mas adecuados cuando son aplicados resulten muy poco efectivos. El problema
no puede hallarse en los modelos en si, en el apartado se ha constatado que
se ajustan lo suficientemente bien al modelo tedrico, sino que dicho problema debe
estar en algin otro factor. Ahora bien, la dnica otra cosa que puede afectar al
comportamiento del modelo es la discretizacién espacial, descrita en el apartado

B.3.4

Para comprobar hasta qué punto afecta la discretizacién espacial al compor-
tamiento de los métodos de integracién se ha procedido a realizar un experimento
en el que se ha realizado la misma simulaciéon cambiando el objeto tratado y la
discretizacion espacial. Asi pues se ha procedido a realizar los experimentos con
un objeto cuadrado plano de dimensién 1.0 x 1.0 discretizado con M = {16, 11,6},
otro cuadrado plano de dimensién 4.0 x 4.0 con M = 5, otro més de dimensiéon
10.0 x 10.0 con M = 8 y, finalmente, un cuadrado plano de dimensién 20.0 x 20.0
con M = 11, por lo tanto las distancias entre dos puntos vecinos seran respecti-
vamente {0.06667,0.1000, 0.2000, 1.000, 1.429,2.000}. Los datos del experimento,
exceptuando los ya indicados, son los mismos que los ya citados para la simulacion
del objeto sujeto por las cuatro esquinas y At = 0.01. Los diferentes resultados

pueden verse en las tablas 3.10] [3.11], [3.12] y [3.13]

Como puede observarse en la figura el radio espectral para el método
de las diferencias centradas no cambia significativamente en ninguno de los ca-
sos, exceptuando el caso en que la distancia entre puntos es muy pequena. En
definitiva, el comportamiento del método de las diferencias centradas no mejora
su comportamiento sea cual sea la discretizacién espacial que se haya aplicado
y solamente para distancias muy pequenas no se obtienen resultados aceptables.
En si mismo, esto no es un problema, ya que los resultados obtenidos con este
método se encuentran entre los mejores, ademas de ser el mas rapido.

Para el método de las diferencias centradas implicito, figura [3.:26] los resulta-
dos obtenidos son muy buenos, el radio espectral se mantiene constante y aunque
el nimero de condicién crece el resultado de las simulaciones siempre es aceptable.

El método de Houbolt, figura tiene un comportamiento tal que el radio
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—— 0.06667

0.1000

—— 0.2000

1.000

— 1429

2.000

a)

Figura 3.25: Gréficas de los logaritmos del a) radio espectral y b) el nimero de con-
dicién para los experimentos basados en el método de las diferencias centradas. Se han
superpuesto los resultados para las diferentes distancias entre puntos.
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‘ \ “ ¢"\~”\w“\'v\
| N\ N

0.1000
i
) W\‘ W

—— 0.2000
1.000

— 1429

2.000

a)

Figura 3.26: Gréficas de los logaritmos del a) radio espectral y b) el ntimero de condicién
para los experimentos basados en el método de las diferencias centradas implicito. Se han
superpuesto los resultados para las diferentes distancias entre puntos.

espectral crece linealmente y de forma indefinida a medida que avanza la simula-
cién. Por lo tanto, con estos métodos no se obtiene ninguna mejora sea cual sea
la forma en que se realiza la discretizacién espacial. Con los resultados obteni-
dos para el método de Houbolt se puede aseverar que dicho método no resulta
adecuado para este tipo de simulaciones.

De la observacion de las figuras y se puede destacar que tanto el
método de Wilson 8 como el de Newmark  mejoran mucho sus resultados cuando
las distancias entre puntos aumentan.

De todo ello se puede concluir que el método de integracién mas adecuado
para ser utilizado conjuntamente con un esquema de discretizacién espacial ba-
sado en diferencias, de la forma descrita en el apartado [3.3.4] es el método de
las diferencias centradas implicito, ya que su comportamiento es el mejor con
independencia de la distancia entre puntos y el incremento de tiempo utilizado.
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Figura 3.27: Gréficas de los logaritmos del a) radio espectral y b) el ntimero de condicién
para los experimentos basados en el método de Houbolt. Se han superpuesto los resultados

para las diferentes distancias entre puntos.
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Figura 3.28: Gréficas de los logaritmos del a) radio espectral y b) el ntimero de condi-
cién para los experimentos basados en el método de Wilson 6. Se han superpuesto los

resultados para las diferentes distancias entre puntos.
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Figura 3.29: Gréficas de los logaritmos del a) radio espectral y b) el ntimero de condicién
para los experimentos basados en el método de Newmark (. Se han superpuesto los
resultados para las diferentes distancias entre puntos.
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n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark (3
centradas centradas
implicito

vvv%l
" w‘“m
wv

o\
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Tabla 3.2: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.01,
resultados para el caso 1). En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt, si los resultados son excesivamente erréneos no se muestra
la correspondiente imagen.
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n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark
centradas centradas
implicito

N A
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Tabla 3.3: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.001,
resultados para el caso 1) En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt, si los resultados son excesivamente erréneos no se muestra
la correspondiente imagen.
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62



3.3. Estudio de los métodos de integracién en un caso complejo

n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark
centradas centradas
implicito
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Tabla 3.4: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.01,
resultados para el caso 2) En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt, si los resultados son excesivamente erréneos no se muestra
la correspondiente imagen.
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n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark £
centradas centradas
implicito

Y Y U YW

Tabla 3.5: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.001,
resultados para el caso 2). En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt, si los resultados son excesivamente erréneos no se muestra
la correspondiente imagen.
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n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark
centradas centradas
implicito
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Tabla 3.6: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.01,
resultados para el caso 3). En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt, si los resultados son excesivamente erréneos no se muestra
la correspondiente imagen.
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n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark (3
centradas centradas
implicito

U U U YUY

Tabla 3.7: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.001,
resultados para el caso 3). En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt, si los resultados son excesivamente erréneos no se muestra
la correspondiente imagen.
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n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark
centradas centradas
implicito

v
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Tabla 3.8: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con la distancia
entre puntos de 0.06667. En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt, si los resultados son excesivamente erréneos no se muestra

la correspondiente imagen.
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n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark
centradas centradas
implicito
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Tabla 3.9: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con la distancia
entre puntos de 0.100. En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt, si los resultados son excesivamente erréneos no se muestra
la correspondiente imagen.
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n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark
centradas centradas
implicito

p e
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Tabla 3.10: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con la distancia
entre puntos de 0.200. En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt, si los resultados son excesivamente erréneos no se muestra
la correspondiente imagen.
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n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark (8
centradas centradas
implicito
< - A < <
32
64
W W W\
96
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128

Tabla 3.11: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con la distancia
entre puntos de 1.000.
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n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark (£
centradas centradas
implicito

A 4
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Tabla 3.12: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con la distancia
entre puntos de 1.429.
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n  Diferencias  Diferencias  Houbolt Wilson 6 Newmark (5
centradas centradas
implicito

. Al AR A A A

AR amm A am
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Tabla 3.13: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con la distancia
entre puntos de 2.0.
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Para probar la forma en que influye la discretizacién espacial en los resultados
se debe comprobar también la forma en que se calcula dicha discretizacién.

Tal y como se describe en la seccion se han definido dos conjuntos de
operadores en diferencias finitas, y también se han definido dos condiciones de
contorno, con lo que existen cuatro posibles formas de calcular la discretizacién
espacial.

Para determinar la adecuacion de cada una de las combinaciones se han reali-
zado dos tipos de experimentos. En ambos casos se han aplicado los cinco modelos
de discretizacién temporal estudiados y se han utilizado modelos con diferentes
distancias entre puntos. De esta forma se ha podido estudiar la mayor o menor
adecuacion de las cuatro formas planteadas para la discretizacién espacial.

Los experimentos realizados han consistido en la deformacién de un plano
con un contorno fijo y el mismo plano con solamente las cuatro esquinas fijas.
Se ha realizado una simulacién para un tiempo total T' de 2 segundos con un

incremento de tiempo de 0.01 segundos. En las figuras [3.30] [3.31] [3.32] 3.33] y
[3:34] se muestran los resultados obtenidos para el experimento del plano con el

contorno fijo y en las figuras [3.35] [3.36] [3.37 [3-38] y [3-39] los correspondientes

para el caso del plano sujeto por las cuatro esquinas.

Se han definido tres variantes de cada experimento definidas sobre un cuadra-
do unitario, discretizado en M filas y en M columnas, siendo M = {16, 11,6}, lo
que ha determinado una distancia entre puntos de 0.0666, 0.1 y 0.2 respectiva-
mente. Ademas se ha realizado una cuarta variante, esta vez sobre un cuadrado
10 x 10 con M = 11, determindandose asi una distancia entre puntos de 1.0. En
todos los casos se ha utilizado una masa y un coeficiente de amortiguacién de 1.0
unidad en cada punto. La resistencia a la deformacién horizontal (n11), vertical
(n22) v de cizalladura (n12) también tienen como valor 1 en cada punto en el
caso del experimento en el que se sujeta el plano por sus cuatro esquinas y de
10.0 unidades para el experimento en el que el plano permanece sujeto en todo
su contorno. En las figuras se muestra la evolucion del radio espectral a lo largo
de las simulaciones. En cada figura se muestra conjuntamente el comportamiento
del radio espectral para cada una de las variantes.

Del estudio de los resultados de los experimentos se puede confirmar que
la estabilidad de todos los métodos de integracién mejora cuanto mayor es la
distancia entre puntos, siendo esta mejora muy significativa si dicha distancia es
mayor o igual a 1.

Otra conclusiéon a la que se llega es que el método de discretizacion espacial
basado en diferencias centradas ofrece menor estabilidad que el método basado en
diferencias no centradas. Ademads las condiciones de contorno libres, naturales,
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Figura 3.30: Gréficas del radio espectral en los experimentos en donde se fija el contorno.
En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y en el vertical, el radio espectral de la
matriz G,,. En el proceso de simulacién se ha utilizado el método de las diferencias cen-
tradas. En cada grafico se superponen los resultados conseguidos en cuatro experimentos
diferentes, cada uno con diferentes distancias entre puntos.
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Figura 3.31: Gréficas del radio espectral en los experimentos en donde se fija el contorno.
En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y en el vertical, el radio espectral de
la matriz G,. En el proceso de simulaciéon se ha utilizado el método las diferencias

centradas implicito. En cada grafico se superponen los resultados conseguidos en cuatro
experimentos diferentes, cada uno con diferentes distancias entre puntos.
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Figura 3.32: Gréficas del radio espectral en los experimentos en donde se fija el contorno.
En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y en el vertical, el radio espectral de la
matriz G,. En el proceso de simulacién se ha utilizado el método de Houbolt. En cada
grafico se superponen los resultados conseguidos en cuatro experimentos diferentes, cada
uno con diferentes distancias entre puntos.
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Figura 3.33: Gréficas del radio espectral en los experimentos en donde se fija el contorno.
En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y en el vertical, el radio espectral de
la matriz G,,. En el proceso de simulacion se ha utilizado el método de Newmark 5. En
cada grafico se superponen los resultados conseguidos en cuatro experimentos diferentes,
cada uno con diferentes distancias entre puntos.
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Figura 3.34: Gréficas del radio espectral en los experimentos en donde se fija el contorno.
En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y en el vertical, el radio espectral de la
matriz G,,. En el proceso de simulacion se ha utilizado el método de Wilson #. En cada
grafico se superponen los resultados conseguidos en cuatro experimentos diferentes, cada

uno con diferentes distancias entre puntos.
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Figura 3.35: Graficas del radio espectral en los experimentos en donde se fijan solamente
las cuatro esquinas. En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y en el vertical, el
radio espectral de la matriz GG,,. En el proceso de simulacién se ha utilizado el método
de las diferencias centradas. En cada gréafico se superponen los resultados conseguidos en
cuatro experimentos diferentes, cada uno con diferentes distancias entre puntos.
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Figura 3.36: Graficas del radio espectral en los experimentos en donde se fijan solamente
las cuatro esquinas. En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y en el vertical,
el radio espectral de la matriz G,,. En el proceso de simulacién se ha utilizado el méto-
do de las diferencias centradas implicito. En cada gréafico se superponen los resultados

conseguidos en cuatro experimentos diferentes, cada uno con diferentes distancias entre
puntos.

80



3.3. Estudio de los métodos de integracién en un caso complejo

[ 50.0
10713 “
0% ‘ 100
50
104 “
o | 10
10 ‘ 05 distancia
o1 entre
10 ‘ puntos
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0067
Caso (1) Caso |(11) o0
108 102 0.20
10710 10°
10
107154
100
107207
1020 1000
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Caso |(111) Caso |(1v)

Figura 3.37: Gréficas del radio espectral en los experimentos en donde se fijan sola-
mente las cuatro esquinas. En el eje horizontal, se representa la iteracion n, y en el
vertical, el radio espectral de la matriz G,,. En el proceso de simulacion se ha utilizado el
método de Houbolt. En cada grafico se superponen los resultados conseguidos en cuatro
experimentos diferentes, cada uno con diferentes distancias entre puntos.
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Figura 3.38: Gréficas del radio espectral en los experimentos en donde se fijan solamente
las cuatro esquinas. En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y en el vertical, el
radio espectral de la matriz G,,. En el proceso de simulacién se ha utilizado el método
de Newmark . En cada gréafico se superponen los resultados conseguidos en cuatro
experimentos diferentes, cada uno con diferentes distancias entre puntos.
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Figura 3.39: Graficas del radio espectral en los experimentos en donde se fijan solamente
las cuatro esquinas. En el eje horizontal, se representa la iteracién n, y en el vertical,
el radio espectral de la matriz GG,,. En el proceso de simulacién se ha utilizado el méto-
do de Wilson 6. En cada grafico se superponen los resultados conseguidos en cuatro

experimentos diferentes, cada uno con diferentes distancias entre puntos.
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ofrecen un mejor comportamiento que el obtenido mediante las condiciones de
contorno organizadas en zonas.

Ademss se confirma que, de los cinco métodos de integracién estudiados, el que
mejores resultados ofrece en cuanto a estabilidad es el método de las diferencias
centradas implicito.

3.3.6. Influencia de los coeficientes n y ¢ sobre la deformacién

Un dltimo aspecto a considerar es el de los valores que pueden tomar n y &, los
coeficientes con los que se ponderan las diferencias respecto al objeto en reposo de
los tensores métrico y de curvatura respectivamente. En definitiva, 1 representa
la influencia que tiene la deformacién por elongacién del objeto mientras que &
es la influencia que tiene la deformacion por doblamiento.

Una primera conclusién a la que se puede llegar es que ambos valores no
deben ser negativos. Efectivamente, un valor negativo representaria una energia
negativa, es decir: cuanto mas deformado estuviera el objeto menor resistencia
(menor energia) tendria. Si el objeto representado debe semejar un objeto real,
tal situacién requeriria contemplar aspectos tales como que el objeto se derrita
o que pierda la elasticidad y se convierta en una deformacién plastica. En todo
caso no parece que sea la forma adecuada en que se deba abordar este tipo de
comportamiento.

Parece claro también que cuanto més préximos a 0 definan dichos valores
menor serd la influencia de la componente elastica en el sistema de ecuaciones.
Esto conlleva considerar que cada elemento discreto sobre el que se realizan los
cédlculos se encuentra poco relacionado con los que se encuentran en su entorno,
en definitiva cada uno se comportara como una particula independiente, si los
coeficientes son 0, o casi independiente, si no son 0 pero no son suficientemente
grandes.

Otro aspecto a tener en consideracién es la posible interrelaciéon que pueda
haber entre la masa, el coeficiente de amortiguacion y los parametros n y £.

Por dltimo, un detalle que no puede ser obviado es el hecho de que se ha
constatado que el comportamiento de la simulaciéon estd muy relacionado con la
distancia entre puntos.

Para determinar el rango de valores aceptables para todos estos parametros se
ha procedido a la realizaciéon de un conjunto de simulaciones, variando los valores
de n y £ para poder determinar la influencia de ambos valores e intentando ajustar
los parametros de masa y coeficiente de amortiguacién para intentar obtener
resultados aceptables.
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Estudio de la elongaciéon de una lamina

El objetivo de este estudio es el de determinar si es posible conseguir repre-
sentar una lamina que, estando sujeta por uno de sus lados y suspendida en un
campo gravitatorio uniforme, se comporte de manera que quede colgando pero
manteniendo sus proporciones; es decir, sin que cambie su tamano.

Para conseguir dicho efecto n debera ser suficientemente grande. En cambio
& debe valer 0, toda vez que no interesa restringir el posible doblamiento de la
ldmina sino solamente su posible estiramiento o encogimiento.

El efecto obtenido varia en funcién de la distancia entre los puntos del mallado.
Por ello se han estudiado dos casos, uno con una distancia entre puntos de 0.1 y
el otro con una distancia de 1.0. Tanto en un caso como en el otro no se ha podido
conseguir una rigidez absoluta, en la figura puede observarse el porcentaje
de elongacion en funcién del valor de 7. Se ha procedido a realizar un total de 100
simulaciones en cada caso. En cada una se ha variado el valor de n entre 0 hasta un
valor maximo obtenido empiricamente. En cada simulacién se ha determinado el
valor de la maxima elongacién y el valor de la elongacién al cabo de 10 segundos.

Un aspecto a destacar es el hecho que los valores maximos para los que se
han conseguido deformaciones aceptables varia en funcién de la distancia entre
puntos. Asi en el experimento con una distancia de 0.1 el valor maximo ha sido
de 24.0 en cambio para el experimento con una distancia de 1.0 el valor méximo
ha sido mayor que 1.05 x 10°.

Como puede observarse en la figura el porcentaje de elongacion disminuye
en todos los casos, pero nunca llega a ser nulo, con lo que se puede concluir que
siempre habrd un cierto grado de estiramiento en los objetos que se deformen.

Simulacién de una lamina rigida

Se ha intentado obtener la simulacién de una ldmina cuadrada rigida sujeta
por dos lados adyacentes. El objetivo de este experimento es intentar determinar
si es posible obtener una combinacion de valores que minimice el doblamiento de la
lamina a la vez que no varien sus dimensiones. Por lo tanto £ deberd impedir que la
ldmina se doble y 7 que encoja. Cabe destacar que en ningtin caso se ha conseguido
un comportamiento semejante al de una lamina rigida. El hecho de contemplar
una cierta resistencia al doblamiento hace que el sistema se vuelva inestable.
Para una lamina de tamano unitario con masa 1 y coeficiente de amortiguacion
1 en cada punto, que como se ha indicado en el apartado anterior, admite un
valor para 1 de 24.0, solamente permite un valor para £ aproximadamente cuatro
ordenes de magnitud menos que el valor de 7. El resultado es que la lamina tiene
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Figura 3.40: El experimento de dejar colgando una ldmina permite concluir que siempre
cabe esperar un cierto grado de elongacion en los objetos deformados. En rojo se muestra
la distancia maxima alcanzada y en azul la distancia tras una simulacién de 10 segundos.
El eje de abscisas representa los valores que toma 7 en cada simulacién. En a) se muestra
la elongacién de un objeto suspendido con una distancia entre puntos de 0.1, la masa de
cada punto es 1.0 y el coeficiente de amortiguacién también es 1.0. En b) el objeto tiene
una distancia entre puntos de 1.0 es tamano es 10 x 10, la masa de cada punto es 100 y el
coeficiente de amortiguaciéon también es 100. Como puede observarse el comportamiento
es semejante en ambos casos, pero la magnitud de n cambia considerablemente.

una ligera resistencia al doblamiento, aunque dicha resistencia resulta totalmente
insuficiente para impedir que éste se produzca. Para el caso de una distancia entre
puntos mayor se observa que los valores de £ pueden ser mayores, para valores
de n = 5.5 x 10° se pueden llegar a utilizar valores para ¢ de aproximadamente
un orden de magnitud menos, aunque sigue siendo insuficiente para impedir el
doblamiento de la superficie.

Se ha realizado un experimento con una lamina de dimensién unitaria sujeta
como se ha descrito, con los valores n = 24.0, £ = 0.0006, m = 1.0 y v = 1.0, se
ha realizado una simulacién de 20 segundos. La distancia entre puntos es de 0.1.
Se ha procedido a medir la distancia del punto en la esquina del objeto que no
estd sujeta respecto de la posicién original sin deformar. En la figura [3.41]a se
muestra la diferencia entre la simulacién con una lamina en la que el valor de £ es
0, es decir, no tiene resistencia alguna al doblamiento. Como puede observarse hay
una diferencia en el comportamiento. En la figura [3.41]b se muestra la distancia
respecto a la posicion sin deformar del punto estudiado.

Se ha realizado el mismo experimento con una lamina de dimensiones 10.0 x
10.0 y una distancia entre puntos de 1.0, con los valores n = 5.5 x 105, & =
1.18x10%, m = 100.0 y v = 100.0. En la ﬁguraa se muestra la diferencia entre
la simulacion con una ldmina que no tiene resistencia alguna al doblamiento, es
decir, con £ = 0. Como puede observarse hay una diferencia en el comportamiento.
En la figura[3.42]b se muestra la distancia respecto a la posicién sin deformar del
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Figura 3.41: El experimento de sujetar una ldmina por dos lados adyacentes y determinar
la medida en que se mantiene rigida permite comprobar que con el modelo de deformacién
estudiado no cabe esperar tal comportamiento. Para el caso de una lamina de dimensién
1.0 x 1.0 con una distancia entre puntos de 0.1 una masa de 1.0 y un coeficiente de
amortiguacién de 1.0 en cada punto y n = 24.0 y & = 0.0006 . En a) se muestra la
diferencia en cuanto al comportamiento respecto de una lamina sin ninguna resistencia
al doblamiento. En b) se muestra la distancia respecto a la posicién del punto estudiado
cuando éste no esta deformado.

punto estudiado.

De todo este estudio se puede concluir que el modelo de deformacion es acep-
table para representar objetos que no opongan una gran resistencia a la defor-
macién. Ademsds, la dependencia de la distancia entre puntos hace que el rango
de valores que se pueden aplicar a los coeficientes 1 y £ varie enormemente, difi-
cultandose la seleccién de los valores adecuados para cada caso.

3.3.7. Coste computacional del comportamiento del modelo

Otro de los aspectos a considerar a la hora de determinar la adecuacion de los
diferentes modelos es el referente al coste que representa su implementacion. Se
tomara en consideracién el problema de la obtencién del coste computacional del
comportamiento para cada uno de los modelos estudiados. Més precisamente, se
considerara el estudio relacionado con la simulacién en el caso de una superficie
discretizada en M filas y N columnas, es decir M x N en el plano.

Previamente al proceso de simulacién propiamente dicho es preciso construir
los vectores y matrices necesarios para resolver numéricamente la ecuacion di-
ferencial ordinaria. Como el coste computacional para obtener cada uno de los
vectores y/o matrices es O(M x N), entonces el coste computacional total de este
proceso es también O(M x N).

Cabe recordar que en cada caso las ecuaciones relacionadas vienen dadas
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Figura 3.42: El experimento de sujetar una ldmina por dos lados adyacentes y determinar
la medida en que se mantiene rigida permite comprobar que con el modelo de deformacién
estudiado no cabe esperar tal comportamiento. Para el caso de una ldmina de dimensién
10.0 x 10.0 con una distancia entre puntos de 1.0 una masa de 100.0 y un coeficiente
de amortiguaciéon de 100.0 en cada punto y n = 5.5 x 105 y ¢ = 1.18 x 10° . En a) se
muestra la diferencia en cuanto al comportamiento respecto de una lamina sin ninguna
resistencia al doblamiento. En b) se muestra la distancia respecto a la posicién del punto
estudiado cuando éste no esta deformado.
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= y finalmente para el método Newmark 3 por

v t+AL t+At
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< e T aac T > =I
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1 Y
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estas ecuaciones se pueden expresar de una forma mas breve:

= para el método de las diferencias centradas:

SipTA = fI 4+ Aip' + Bip' 4,
= para el método de las diferencias centradas implicito:

Sop'tA = fl+ Asp' + Byp' A
= para el método de Houbolt:

SypttAt — ;+At 4 Asp! — Byp! At + Eypt 28t
= para el método Wilson 6:
Sup!TIAt = GfIFAL (1 - 9)fL + Agp! + Fup' + Gup!

= y para el método Newmark j3:

S pt-‘rAt ft+At+A5p —|—F5p +G5p

A continuacion se procederd a analizar el coste computacional, en tiempo, del
proceso de simulacién de los sistemas algebraicos lineales descrito. En el caso del
método de las diferencias centradas, para obtener la matriz K(r (¢)) primeramente
se necesita calcular las expresiones implicadas en la ecuacion , este proceso
requiere un tiempo que es del orden de O(M x N). El proceso de construccién de
la matriz requerird un tiempo del orden de O(M x N), ya que no se debe rellenar
la matriz entera, sino que solamente se toman en consideracion los puntos que
estan relacionados en la deformacion y movimiento de cada uno de los puntos de
la superficie discreta. Por lo tanto el tiempo necesario para este proceso es del
orden O(M x N).
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Como las matrices S; y By son diagonales, también se requiere un tiempo
del orden de O(M x N) para calcularlas. Este también es el orden del tiempo
necesario para calcular la matriz A1, ya que resulta de la diferencia entre K(r (t))
y QA—%, que son matrices diagonales.

Por otro lado, el producto de un vector por una matriz requiere, en general,
un tiempo que estd en el orden de O((M x N)?). Por lo tanto, éste es el tiempo
necesario para calcular A - r(t). Pero para calcular By - r (t — At) es necesario
solamente un tiempo del orden de O(M x N), debido a que B; es diagonal. Por
lo tanto se tiene un coste en tiempo del orden de O((M x N)?) para obtener
rr — Ay -r(t)+By-r(t— At).

Finalmente debe resolverse el sistema algebraico lineal diagonal

Sy r(t+At)=f — Ay -r(t)+ By -r(t— At).

Al ser Sy diagonal, es posible calcular su inversa en un tiempo lineal y a la
vez se puede calcular su producto por r, — Ay -r (¢) + By - r (¢t — At), por lo que
el coste computacional de todo este proceso es O((M x N)?).

En el planteamiento del método de las diferencias centradas implicito se deben
calcular las matrices Ay y Ba (que es igual a By), dicho proceso que es del orden
de O(M x N), y se necesita el mismo orden de tiempo para obtener la matriz Ss.

Para resolver el sistema algebraico lineal

So-r(t+At)=r,+Az-r(t)+Ba-r(t — At),

se necesita calcular el vector r,+Ag-r (t)+Ba-r (t—At) y en este caso se requiere
un tiempo de cédlculo del orden de O(M x N) ya que la matriz es diagonal.

En cambio la matriz Sg no es diagonal y depende de K(r(¢)). Por lo tanto es
preciso invertirla en cada paso de integraciéon. El tiempo requerido para ello es
en general muy elevado. Por lo tanto es necesario utilizar un método de descom-
posicién para obtener So~!. Estos procesos son de orden cibico en el mejor de
los casos, por lo que el coste computacional de todo el proceso es O((M x N)3).

Los métodos de Houbolt, Wilson # y Newmark 5 requieren un proceso de
célculo semejante al descrito para el caso del método de las diferencias centradas
implicito, al fin y al cabo todos ellos son métodos implicitos y comparten la
caracteristica que la matriz K forma parte de la matriz del sistema, por ello en
todos estos casos el medio para resolver els sistema es del orden de O((M x N)3).

A modo de resumen, en la tabla se muestran los costes para cada uno
de los modelos.
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Diferencias | Diferencias | Houbolt Wilson 6 Newmark (8
centradas centradas
implicito
A; O(MxN) O(MxN) O(MxN) O(MxN) O(MxN)
B; O(MxN) O(MxN) O(MxN) O(MxN) O(MxN)
E; O(MxN)
F; O(MxN) O(MxN)
G; O(MxN) O(MxN)
S; O(MxN) O(MxN) O(MxN) O(MxN) O(MxN)
total | O((MxN)2) O((MxN)3) O((MxN)3) O((MxN)3) O((MxN)3)

Tabla 3.14: Comparativa del coste computacional de los métodos de integracion.

Con todo esto se puede concluir que el procedimiento de integracién a lo largo
del tiempo de la ecuacién diferencial ordinaria representada por la ecuacion
es mas eficiente, asintéticamente hablando, que el procedimiento representado por
la ecuacién , en cuya categoria se englobarian los métodos de las diferencias
centradas implicito, de Houbolt, de Wilson 6 y de Newmark S.

3.3.8. Ejemplos de simulacion

Una implementacién de estos modelos ha sido realizada sobre diferentes pla-
taformas utilizando el lenguaje de programacién C++ y también la libreria de
cédigo abierto Coin3D, basada en Openlnventor, una herramienta de modelado
3D que simplifica las tareas de visualizacion y composicion de escenas.

Las siguientes dos figuras muestran animaciones artisticas de secuencias de
objetos deformables. Las animaciones han sido obtenidas con el método explici-
to utilizando el esquema en diferencias finitas centradas con las condiciones de
contorno libres (naturales).

La primera, figura [3.43] representa un pafiuelo sujeto por sus cuatro esquinas
y situado en un campo gravitatorio constante. Después de dos segundos, una de
las esquinas es soltada, por lo que el punto fijo queda también sujeto al campo
gravitatorio. El pie de figura indica los parametros del experimento. Cabe destacar
que la discretizacién de la tela estd representada con un mallado de 21 filas y 21
columnas.

La segunda figura, figura representa un mantel cayendo sobre una mesa.
El mallado es el mismo que en el caso anterior. La colisién entre el mantel y la
mesa no se ha simulado, sino que previamente se ha calculado el momento en el
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que las dos superficies entran en contacto y se han establecido restricciones en los
puntos del mallado que tocan la mesa a partir del instante en que esto sucede.
Los pardmetros del experimento se muestran en el pie de la figura.

Cabe destacar la diferente evolucién de los bordes en los dos experimentos,
en el primer caso (figura [3.43) es mds eldstico que en el segundo (figura [3.44)).

3.4. Resumen y conclusiones

El modelado fisico es preciso si se desea crear animaciones realistas. Los mo-
delos fisicos amplian los descriptores geométricos y afiaden nuevas caracteristicas
a la descripcion de los objetos, que son los utilizadas para la creacion y desarro-
llo de los modelos. Para construir el modelo y la ecuacién diferencial asociada
con él, se pueden utilizar diferentes técnicas, como pueden ser la ecuaciones de
movimiento de Langrange utilizando una fuerza eldstica interna, que se resista a
la deformacion, basada en geometria diferencial. Después de construir las ecua-
ciones de movimiento y deformacién para los modelos, las ecuaciones deben ser
resueltas lo mas rapidamente posible utilizando métodos numéricos.

En los apartados anteriores se ha estudiado un sistema para animar modelos
deformables utilizando una aproximacién fisica. Se ha analizado como resolver
la ecuacién diferencial en derivadas parciales utilizando diferentes operadores en
diferencias finitas, para poder estudiar el movimiento y la deformacién de los
objetos simulados. Se ha estudiado el desarrollo de cuatro esquemas de resolu-
cién en diferencias finitas (espaciales) que varfan en la estimacién del error y el
tratamiento de los contornos y teniendo en consideracién las ventajas e incon-
venientes de cada formulacién. Para realizar la integracién a lo largo del tiempo
se ha realizado un estudio de cinco modelos para intentar establecer cual es el
mas adecuado desde el punto de vista de la estabilidad numérico y la precision
de las simulaciones, asi como también del coste computacional que requiere su
implementacién. De dicho estudio se han mostrado ejemplos numéricos.

También se ha realizado un estudio de cual es la mejor forma de abordar
la discretizacion espacial segin un planteamiento basado en diferencias finitas.
Obviamente, un esquema en diferencias finitas con una aproximacién de orden
O(h?) depende directamente del punto implicado, y no se han estudiado todos
ellos, solamente los més apropiados; es decir: los esquemas que utilizan el entorno
del punto en consideracién para calcular la derivada.

Es perfectamente posible desarrollar enfoques diferentes. Por ejemplo se podria
realizar la discretizacién de la ecuacién (3.19) utilizando una estrategia diferen-
te a partir de la ecuacién (3.23)); desarrollando las expresiones implicadas en la
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T N\e#

0.0s 0.6 s 1.2 s

1.8 s

3.6 s 4.8 s

54 s 6.0 s 6.6 s

728 8.0s 10.0 s

Figura 3.43: Un ejemplo de simulacién, el panuelo colgado. Un trozo de tela sujeto por
sus cuatro esquinas, después de 2 s una esquina es soltada. Puede verse la evolucion a
lo largo de 10 s, los pardametros fisicos de la tela son 717 = 1, 912 = 21 = 1, m22 = 1,
&,; = 0V 4,7, la masa y el coeficiente de amortiguacién son iguales a 1 en cada punto
del mallado discreto, y el paso de simulacion es de 0.01 s.
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?ﬁ?*ﬂ?’

0.56 s 0.72 s
1.0s 1.28 s

24 s 3.0s 4.0 s
4.8 s 10.0 s

Figura 3.44: Un ejemplo de simulacidén, la mesa del restaurante. Un mantel cae sobre
una mesa. El tiempo de simulacién total es de 10 s dividido en incrementos de 0.01s,
los pardmetros fisicos de la tela son m11 =4, ma =121 =4, N2 =4, &,; =0V 4,7, la
masa y la densidad de amortiguacion son iguales a 1 en cada punto del mallado discreto.
El efecto de colision ha sido realizado fijando los puntos afectados después de 0.5 s de
tiempo de simulacion, el tiempo requerido para que el mantel alcance la mesa.
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ecuacién (3.19) para poder obtener una nueva expresién para la aproximacién
numérica. Asi pues, suponiendo 7;; constante, en el caso del primer término se
obtendria:

2
oe(r) o _ ({2 Or | Or 2% \ 9r
o "Zl "ij ((6303 Oz + O0x; 8xi8xj> Oz +
Z7j:
or  Or _ (0 d%r
ox; Ba:j i 89:1-89% )

obteniéndose una expresién similar para el segundo término. A continuacién se
aplicarian los operadores en diferencias finitas para obtener la correspondiente

expresion (3.23)) para el primer término:

e m) = — > iy (Di(r) - Dj(x) + Dilr) - D (x)) Dy(x) +

i =1
J (Dz'(r) - Dj(r) - G%) Dij(r)> ;

y una expresién equivalente para el segundo término. Las ventajas de este nuevo
enfoque son que se mantendria el mismo orden de aproximacién para los métodos
y descritos en la pagina pero en este caso se necesitarian menos
puntos vecinos cerca del punto central (z1,z2). Con lo que cabria esperar mejores
resultados que los obtenidos. De todas maneras seria deseable un modelo no tan
condicionado como el estudiado de manera que fuera aplicable con independencia
de conceptos tales como la proximidad de los puntos.

Ademsds se puede establecer que aunque cualquiera de los modelos de integra-
cion estudiados en principio resuelve el problema, su adecuacién depende de otros
factores. De todos ellos el mejor parece ser el método de las diferencias centradas
implicito ya que ofrece los mejores resultados en todas las pruebas realizadas.
Aun asi cabe tener en consideracién que el menor coste computacional del méto-
do de las diferencias centradas hace que pueda ser una alternativa interesante si
las condiciones de la simulacién permiten su uso.

Del estudio realizado se desprende que la discretizacion espacial es un compo-
nente esencial que no puede ser obviado. Para paliar los problemas derivados se
podrian estudiar nuevas formas de realizar esta discretizacion, pero lo més proba-
ble es que no se consiguiera hallar un modelo aplicable en todas las situaciones.
Seria interesante poder disponer de un modelo de representacién que permitiera
poder minimizar los efectos negativos detectados.

Por otro lado, del estudio del modelo descrito originalmente en [TPBEST] se
comprueba que la aplicacién de la Geometria Diferencial como mecanismo para
estimar la rigidez del objeto a deformar da como resultado un comportamiento
muy elastico, poco adecuado si se desea representar un objeto que tenga un cierto
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1. Determinacién de los métodos de integracion numérica
que se quieren utilizar para resolver la ecuacién
asociada al funcional de energia considerado.

2. Discretizacion temporal.

Determinacion de las discretizaciones espaciales.

4. Expresion del sistema de ecuaciones que se tiene que
resolver en la forma dada en la seccién [3.3.5] para cada
uno de los modelos determinados en el paso

5. Determinacién de los experimentos necesarios para es-
tudiar la influencia de las discretizaciones temporales
y espaciales.

6. Estudio del ntimero de condicién y del radio espectral
para cada experimento del paso [5| y cada expresién
recurrente determinada en el paso [4]

7. Estudio del coste computacional para cada método.

8. Para los mejores métodos determinados por la intersec-
cién de[f]y de[7] evaluar la influencia de los coeficientes
del funcional de energia, si los tuviese.

b

Tabla 3.15: Metodologia para la validacién de métodos de integracién.
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grado de rigidez. Serfa interesante disponer de medios alternativos que permitan
tal tipo de representacion.

Otro aspecto a destacar es que se ha establecido una metodologia para validar
el método de integracién elegido para resolver el sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias derivado de la ecuacién , o la ecuacion , ya que el
estudio realizado no depende del funcional de energia considerado, véase la ecua-
cién , para medir la deformacién del objeto y a partir del cual se obtiene
la matriz K de rigidez del sistema. Esta metodologia pasa por los pasos descri-
tos en la tabla Con esta metodologia es posible comparar objetivamente
qué métodos de integracién son los mas adecuados en cada caso.
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Capitulo 4

Representacion de objetos
deformables

Para poder realizar la simulacién de la deformacién de objetos en un sistema
informatico es preciso poder representar la forma de dichos objetos. Para ello
serd necesario describir la geometria de dichos objetos y también determinar la
evolucién de dicha geometria durante el proceso de deformacién, [MDSAQQ].

Entre las publicaciones relacionadas con modelos deformables han aparecido
numerosos estudios comparativos, de entre los que cabe destacar algunos clasicos
[MT96], [GM9T], y otros méas recientes [GBOS, NMK™06] asi como algunos que
tratan en profundidad algunos temas més especificos [Far92l [Pie91], [CF01], BS08|,
Ter11].

En este capitulo se estudiaran los enfoques, en cuanto a la representacién de la
geometria de los objetos deformables, que a lo largo del tiempo se han planteado.
En cada caso se indicaran los aspectos para los que resultan mas adecuados.

Una primera clasificacién de los modelos de representacién de objetos es-
tablece que dichos modelos pueden ser continuos o discretos. En el caso de la
representacion discreta la forma se infiere de un conjunto finito de puntos conoci-
dos sobre su superficie. El conocimiento es incompleto, por lo que pueden surgir
problemas numéricos a la hora de realizar determinados cédlculos diferenciales
(normales en un punto dado, derivadas, ...). Es bastante usual considerar como
discretas las representaciones que solo tienen continuidad C° en la superficie. Por
el contrario, en una representacién continua se conoce toda la superficie, con lo
que, en principio, todos los pardmetros geométricos estan bien definidos y son co-
nocidos en cualquier punto de la superficie. Este segundo enfoque no esta exento
de inconvenientes, ya que si se desea un tratamiento computacional sera precisa
una discretizacién espacial del modelo.
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Representacion de objetos deformables

Dentro de los modelos de representacion continua a su vez se puede estable-
cer una distinciéon entre los modelos paramétricos, los modelos explicitos y los
modelos implicitos, véase la figura [4.1

/| Sistemas de particulas

Representacion
X ———| Modelos masa-resorte
Discreta

\{ Mallados poligonales
__{ Cilindros generalizados

Modelos
Discretos

Representacién
Explicita

—| Modelos de contornos activos

Modelos
Deformables

\| Objetos continuos

Superficies algebraicas

Representacion | Isosuperficies
Modelos Implicita
Continuos \{ Sampled object representation
Supercuéadricas

Descomposicién modal

Superficies de subdivision

Representacion —
P Bézier
Paramétrica
B-splines
NURBS
T-splines

|
|
|
|
|
|
|
|
Level sets ‘
|
|
|
|
|
|
|
|

Figura 4.1: Una clasificacién de la representacién geométrica de los objetos deformables.

4.1. Modelos discretos

Este tipo de representacion de objetos ha sido utilizado desde mucho antes de
la aparicién de los ordenadores. Durante el renacimiento, de la mano de Leonardo
da Vinci, Luca Paccioli, o Paolo UccelloE], ya aparecen representaciones geométri-
cas de objetos tridimensionales en forma de lo que actualmente se denominarian
mallados poligonales (véase la Figura .

Estos modelos permiten la representacion de los objetos de una forma mas sen-
cilla que la mayoria de los otros modelos, ya que se prescinde de los parametros
presentes en los demas modelos y, por lo tanto, evitando también los inconve-
nientes que dichos pardmetros conllevan. Sin embargo, no todo son ventajas ya

1Una de cuyas obras aparece en la portada de la revista Computer Aided Geometric Design.
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que aunque por un lado se solventan buena parte de las dificultades que tienen
los otros modelos, también es cierto que estos modelos conducen a un esque-
ma numérico explicito que puede acarrear problemas numéricos debido a que las
ecuaciones de movimiento obtenidas no permiten la regularizacién de la superficie
y puede ser necesario tener que imponer restricciones.

Figura 4.2: Los modelos discretos son, de hecho, anteriores a la informdtica. Se encuentra
claramente documentada su utilizacién desde el siglo XV: a) Paolo Uccello, Estudio
de perspectiva de un cdliz, alrededor de 1450, 1apiz sobre papel, Galeria de los Uffizzi,
Florencia, Italia. b) Un ejemplo de intarsia, mosaico formado por madera taraceada,
realizada por Fra Giovanni Pacioli para la catedral de Santa Maria en Organo, Verona,
ITtalia, a principios del siglo XVI. En él se pueden apreciar algunas formas geométricas
obtenidas a partir de dibujos realizados por Leonardo da Vinci, como el rombicuboctaedro
elevado, ¢), que aparece en De Divina Proportione del mismo Pacioli impreso en 1509.

4.1.1. Mallados poligonales

Un mallado poligonal, M, permite describir un objeto a partir de un conjunto
discreto de puntos y una relacién de conectividad entre ellos de manera que para
cada punto se tiene una relacién de puntos vecinos. Por lo tanto un mallado se
define como un par, M = (V, N), de manera que

= V es el conjunto de vértices, definidos en un espacio R%:
V= {Pi}iel :
= N es la funcién conectividad del mallado:

N: VvV — V*
P, — {P1,Pa,....Pm,},
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BN
NN

~
/
v
/

AN

O O O O 0]

b)

Figura 4.3: En a se muestra un mallado poligonal y en b se muestra la funcién de conec-
tividad; mostrando, para el vértice de color rojo, sus vecinos (los vértices amarillos) y las
aristas que los unen, (en azul). Nétese que solamente los vértices conectados mediante
una arista son considerados como vecinos. En la imagen, los dos vértices grises no son
considerados vecinos.

en donde V* es el conjunto de las partes finitas de V y m;(m; > 2) indica
el ntimero de vecinos del vértice P;. La figura aclara el concepto.
= Si dos vértices estdn unidos, lo estan por una sola arista:

s Un vértice no estd unido a si mismo:

viel, P ¢N(P).
Se define el conjunto de aristas del mallado poligonal, £, como:

E=A{(R,P;) VP eV, VP; € N(P)},

a partir de £ se define el conjunto de poligonos P como:

7) = {f = (61‘1,1‘2,61’271'3, .. ‘7eil7i1)?eik,ik+l S 5} Q g* (41)

Existen multiples técnicas de generacién de mallados poligonales a partir de
objetos definidos mediante algtin otro método de representacién. En [MTGO04] los
objetos se definen con mallados ciibicos (es decir se divide el espacio en cubos
regulares, de forma anéloga a como se definiria una superficie) el mallado se genera
automdaticamente a partir del mallado poligonal de las superficies que definen el
objeto
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Si el valor de [ en es siempre 3, entonces todos los poligonos que definen
mallado son tridngulos, y al mallado se le suele llamar triangulacion. Utilizar
tridngulos ofrece una serie de ventajas, por ejemplo la convexidad de cada uno
de los poligonos y el detalle de que los tres vértices sean coplanarios, hace que los
algoritmos de representacion de superficies definidas mediante triangulacién sean
muy sencillos y eficientes. En [THMGO04] se plantea un método de representacion
de objetos basado en mallados triangulares y tetraédricos (es decir, mallados
triangulares que definen objetos, no superficies de objetos), la particularidad de
su propuesta es que el modelo permite definir objetos complejos sin un coste
computacional elevado.

Otras aproximaciones basadas en este modelo son, entre otras: [ASI0] en
donde se propone un mecanismo de segmentacion de imagenes basado en mallados
triangulares que adaptan su topologia para ajustarse a los objetos de la imagen.

Los modelos explicitos son dificiles de utilizar cuando la topologia de los
objetos representados puede variar durante el proceso de deformacién. Aunque
hay algunos trabajos en esta direccién. En [SOGQ9] se presenta un modelo que
utiliza mallados triangulares para representar objetos capaces de ser divididos o
rotos. Ademas, en [WTGT09] los objetos también pueden ser divididos, y ademés
pueden ser mezclados o combinados unos con otros.

Otra forma en la que el objeto deformable es representado es descrita en
[KP1I], en donde los objetos deformables estédn formados por un esqueleto sobre
el que se dispone un mallado que determina el volumen y la forma.

Otra aplicacién interesante de este modelo se encuentra en [NISAQT7], en don-
de se describe un herramienta gréafica, FiberMesh, con la que un usuario puede
disenar de forma facil objetos con técnicas de deformaciones de formas libres
(FFD), mediante la interpolaciéon de curvas 3D y el uso de algunas operaciones
bésicas (creacién de curvas, corte, extrusién, tunelado).

A pesar de la ventaja que representa su simplicidad, este tipo de represen-
tacion tiene algunos inconvenientes. Entre ellos el ser dependiente de la escala o
nivel de aproximacién del objeto.

Triangulacién de Delaunay

Una de las formas en que se puede establecer un mallado y que ademés compu-
tacionalmente es muy efectiva es la conocida como triangulacion de Delaunay y
su problema dual, los diagramas de Voronoi:

Dado un conjunto de puntos del plano, P, una triangulacion del conjunto
es una subdivisién de su envolvente convexa en regiones triangulares mediante
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a) b) c) d)

Figura 4.4: Para un conjunto de puntos en un espacio 2D, a, el espacio puede ser dividido
en un diagrama de Voronoi b, es decir, dividido en regiones tales que los puntos de cada
regién estdn mds préximos a su correspondiente punto del conjunto que al resto. A su
vez, los puntos pueden ser interpretados como vértices de una triangulacién de Delaunay,
c. El diagrama de Voronoi y la triangulacién de Delaunay estén relacionados, como puede
verse en d.

aristas cuyos vértices son puntos del conjunto. De todas ellas, la triangulaciéon de
Delaunay es la que verifica que ([She02], [She05]):

= Todos los tridngulos son tales que la circunferencia que pasa por sus vértices
no contiene a ningun otro punto de P.

» Todas las aristas que forman la triangulacién son tales que existe una cir-
cunferencia que pasa por sus extremos y que no contiene a ninguin otro
punto del conjunto.

= El minimo angulo entre aristas es maximal. Es decir, cualquier otra trian-
gulacién posible tiene aristas con un angulo menor.

Ademids se cumple que la triangulacién de Delaunay de un conjunto de puntos
es el grafo dual del diagrama de Voronoi de dicho conjunto, véase la figura [4.4
Un diagrama de Voronoi es una teselacion del plano basada en la distancia de los
puntos del plano a los puntos del conjunto P, ya que representa una particién del
plano en regiones de manera que a cada punto del conjunto se le asocia el lugar
geométrico de los puntos del plano que son méas cercanos a él que a cualquier otro
punto de P.

Mallados simples

Los mallados simples son representaciones discretas de objetos caracterizadas
por que la conectividad entre vértices es constante ([Del94) Del97]). Para la re-
presentacién de superficies se utilizan los mallados 2—simple, véase la figura 4.5
En uno de estos mallados cada punto estd unido mediante aristas a exactamen-
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te tres puntos diferentesﬂ Al tener una conectividad entre vértices constante la
geometria es muy sencilla.

Un mallado k—simple, (M), definido en R? representa un mallado de conec-
tividad k+ 1. La principal diferencia respecto a los otros los mallados poligonales
reside en que la funcién de conectividad se define como:

N: Vv — (v}
PieV —s (Ny(i), Na(d), ... Npp1(i)).

Estos mallados constituyen un tipo particular de mallado en donde todos los
vértices tienen exactamente el mismo niimero de vecinos. Lo que hace interesante
este planteamiento es:

= Su generalidad: es posible representar cualquier tipo de superficie orienta-
ble, pudiéndose representar deformaciones de superficies k—dimensionales
mediante mallados k& + 1—simples

= Su facil y eficiente implementacion.

= Su adaptabilidad: es posible refinar el mallado para aumentar el ntimero de
vértices en dreas con gran curvatura. Si la superficie a construir estd basada
en una serie de puntos dados, también es posible refinar el mallado para
corregir valores o adaptarlo para crear contornos en donde los datos son
incompletos.

Ademas se puede demostrar, [Del94], que una triangulacién es equivalente a
un mallado simple en el que las caras que forman las aristas son planas. También
es posible definir un modelo con ambos enfoques, de esta forma es posible tener
las mejores caracteristicas de cada uno combinadas, [GJ10].

Se utiliza este tipo de representacion en la segmentacion de imagenes médicas
[MDSAQ0Q, [IGPE™10]. Este modelo también puede ser utilizado en la segmenta-
cién de imdgenes en general, en [Del99] se propone un algoritmo general de re-
construccién de imagenes volumétricas y de barrido basado en mallados simples
deformables. Los objetos obtenidos pueden tener cualquier topologia y, ademas,
es posible dividir un objeto en multiples partes.

4.1.2. Sistemas de particulas

Los sistemas de particulas parten del concepto de que cada objeto a represen-
tar se encuentra formado por un conjunto de particulas que se pueden caracteri-

2Existe una dualidad entre la representacién mediante triangulaciones y la de mallados sim-
ples

105



Representacion de objetos deformables

a) b) c) d)
Figura 4.5: Dualidad entre una triangulacién y un mallado 2—simple. a) representacién
de una superficies mediante una triangulacién regular. b) mallado 2—simple, en azul,
sobre la misma superficie, existe un problema en el contorno. c) se corrige el mallado

incorporando el dual del contorno de la triangulacién, en rojo. d) el mallado 2—simple
acabado con el contorno.

zar por un conjunto de parametros fisicos (masa, posicién, velocidad, aceleracion,
... ). El comportamiento de las particulas viene determinado por las leyes de la
mecdanica newtoniana. La interaccién de las particulas se realiza por medio de
fuerzas de atraccién/repulsiéon mediante las que es posible obtener una cierta
organizacion.

Por su concepcidn los sistemas de particulas son muy adecuados para la re-
presentacién de fluidos o de objetos viscosos [CKOOI]. Aunque también han si-
do utilizados para representar el comportamiento de telas [BHGI1, BHW94a,
BHW94bl, EWS96].

En [ST92] se propone un modelo, el de particulas orientadas, basado en
particulas a las que se les afladen funciones de potencial que favorecen la or-
ganizacién de las particulas en determinadas formas. Cada particula tiene aso-
ciada una matriz de rotacién respecto de un sistema de referencia. Con dicha
matriz, juntamente con un vector normal asociado a cada particula, se consiguen
potenciales que inducen a las particulas a disponerse segiin unas restricciones
predeterminadas de coplanariedad, conormalidad y cocircularidad. De este modo
es posible conseguir la representacién de superficies de forma facil.

La utilizacién de los sistemas de particulas en combinacion con otras técnicas
ha sido utilizada para la representacion de objetos a partir de datos obtenidos
empiricamente. En [JSVO8], se utilizan primeramente curvas paramétricas pa-
ra definir el contorno de érganos obtenidos a partir de imagenes médicas. Una
vez obtenido el contorno, el interior es creado utilizando particulas de diferentes
tamanos y pesos que se organizan en capas. En [BN0O4] se utilizan particulas y
superficies implicitas para la representacién de nubes, de manera que cada nube
se define mediante sucesivos niveles formados por particulas, sobre cada nivel se
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definen las particulas del nivel siguiente. La forma final de la nube se obtiene
mediante una formulacién implicita.

Los sistemas de particulas combinados con otras técnicas han sido utiliza-
dos para representar objetos a partir de informacién obtenida empiricamente.
En [JSV9§|, se utilizan primero curvas paramétricas para definir el contorno de
organos obtenidos a partir de imagenes médicas. Una vez obtenido el contorno, el
interior es creado utilizando particulas, de diferentes tamanos y pesos, organiza-
das en capas. En [HLTC10] se presenta un proceso de modelado para producir la
simulacién de multitudes de personas basdndose en un sistema de particulas. En
particular, los fenémenos no deliberativos emergentes de multitudes, es decir: la
auto—organizacion de un grupo de personas de manera que el colectivo muestra
un comportamiento no detectado en los individuos por separado. Finalmente, en
IMTBVQ9] los sistemas de particulas se utilizan como modelo para la represen-
tacién de formas unidimensionales y bidimensionales, como pueden ser el pelo y
la ropa.

El mayor inconveniente que plantean los modelos basados en particulas re-
side en la dificultad que representa obtener medidas precisas de la forma de los
objetos representados (por ejemplo: la curvatura de una superficie). Otro de los
inconvenientes es el coste computacional inherente, que suele ser bastante elevado.

4.1.3. Modelos masa-resorte

Los modelos masa-resorte son una de las técnicas fisicas més utilizadas. Un
objeto representado con este modelo consiste en una serie de masas puntuales
conectadas mediante una serie de resortes, con masa despreciable y con una lon-
gitud determinada, que forman una estructura deformable. Los resortes suelen ser
lineales, basandose en la Ley de Hooke, aunque es posible utilizar cualquier otro
modelo de comportamiento para los mismos. El comportamiento de los objetos
durante su deformacion vendra establecido por la aplicacién de segunda ley de
Newton a cada de las masas puntuales. Las fuerzas que actien seran las definidas
externamente por el usuario y también las que se generen por el estiramiento
de los diferentes resortes como resultado del movimiento de las masas, [GOT97],
[PDAQQ].

Las masas puntuales pueden estar conectadas mediante resortes de manera
mas o menos compleja, Figura Por ejemplo, en [Pro95|] se establecen tres
tipos diferentes de resorte: los resortes estructurales, los resortes de cizalladura
y los resortes flexurales; cada tipo de resorte actiia frente a un tipo de tensién
determinado (traccién—compresion, cizalladura y doblamiento respectivamente).

Estos modelos son utilizados frecuentemente para representar tejidos ya que
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a)

Figura 4.6: Diferentes configuraciones de masas y resortes. a) configuracién simple:
cada masa estd conectada mediante resortes con sus vecinos inmediatos. b) configuracién
propuesta en [Pro95)]: cada masa estd conectada mediante los resortes estructurales (1),
los resortes de cizalladura (2) y los resortes flexurales (3).

la estructura de las telas, formada por una malla y una urdimbre, hace ficil su
descripcién representando la superficie mediante una serie de puntos, el lugar en
donde se entrecruzan las fibras del tejido, unidos cada uno con sus vecinos por una

serie de ligaduras que confieren al conjunto una cierta elasticidad y flexibilidad
(IDGPRO7], [MDDBO1]).

No es ésta la dnica forma en que se utiliza este modelo. En [TV91l, VT92]
se utilizan masas y resortes, los denominados mallados adaptativos, para la re-
construccién de objetos a partir de imagenes. En la misma linea, en [NA93] se
utiliza un modelo masa-resorte para realizar la segmentaciéon de iméagenes y el
seguimiento de los objetos detectados en las mismas.

Lejos de ser abandonado, éste modelo se mantiene como un tépico de gran
actualidad. Asi, en [McDOI] se utiliza, paraddjicamente, para representar objetos
rigidos con un alto grado de realismo en su movimiento. En [JL04], se parte de las
particulas orientadas, [ST92|, para plantear un sistema en el que las particulas
mantienen unos vectores de referencia que permiten representar objetos con una
gran estabilidad sin que sea necesario tener que afiadir una gran cantidad de
resortes para garantizar dicha estabilidad.

En general es muy dificil determinar los pardmetros de elasticidad adecuados
para representar el comportamiento real de un objeto, aunque en [NCC10] se
propone un método automatico para ello.

En [SIGGMTT1I] los objetos deformables se definen como mallados simples,
aunque en realidad representan masas (por lo que se trata en realidad un modelo
de masa-resorte). La evolucién viene dirigida por una imagen y el resultado es la
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segmentacion de dicha imagen.

En un enfoque diferente, [SLF08] utiliza un modelo masa—resorte para repre-
sentar cientos de miles de cabellos en una cabeza humana. Este modelo tiene
en consideracién las interacciones entre los diferentes cabellos mediante técnicas
fisicas.

4.2. Modelos explicitos

Los modelos explicitos parten de la base que los objetos pueden ser repre-
sentados de manera que puede conocerse cualquier punto de los mismos. Para
conseguir este objetivo es usual describirlos matematicamente mediante una serie
de pardmetros que determinan su forma. Asi un objeto, Sq, se puede describir
a partir de un vector de parérnetro de forma, q = (¢, ... ,qnq)T, de mane-
ra que si € es el espacio paramétrico en el que se define el objeto, entonces la
representacion del objeto sera:

Sq: RMa x Q — RS

(@ o) — (x(q, ), y(q,1), 2(q ). (4.2)

Las caracteristicas de la forma obtenida, y de las deformaciones que podra ex-
perimentar, seran unas u otras en funcién del tipo de parametros escogidos. Asi,
por ejemplo, si los pardametros permiten controlar deformaciones locales, es de-
cir, deformaciones que afectan a una pequena parte de los objetos, sera posible
obtener objetos con formas muy elaboradas, pero a cambio de un esfuerzo compu-
tacional importante. En cambio si los parametros controlan el objeto globalmente,
entonces el coste computacional serd menor y también lo sera la complejidad de
los objetos que se podran obtener con ellos.

En general, este modelo tiene una serie de inconvenientes:

= Al ser modelos continuos necesitan una discretizacién en el espacio pa-
ramétrico, esta discretizacién conllevard un cierto grado de error.

» La descomposicion del espacio paramétrico en intervalos regulares no con-
duce necesariamente a una descomposicion regular de la superficie.

= La representacién explicita requiere que se introduzcan condiciones de con-
torno para poder definir la topologia del objeto.

3Bastantes autores consideran a los modelos explicitos dentro de grupo de los modelos pa-
ramétricos. Sin embargo, algunas de las caracteristicas especificas permiten también considerar-
los como un grupo independiente.

109



Representacion de objetos deformables

Por otra parte, la representacion de los objetos tiende a ser sencilla. En las
primeras aproximaciones a los objetos deformables era frecuente que el modelo de
representacion de dichos objetos siguiera un planteamiento que se puede clasificar
como modelo explicito.

4.2.1. Cilindros generalizados

De entre las primeras representaciones de objetos deformables cabe destacar
las que se basaron en la forma en que un contorno evolucionaba a lo largo de una
curva, figura (4.7

Los cilindros generalizados consisten en una curva en el espacio, el eje, y un
conjunto de secciones transversales que se describen en este eje. Permiten describir
de forma natural e intuitiva piezas que poseen elongacion, o que tienen simetria
axial. Los cilindros generalizados pueden ser unidos entre si de diversas maneras
para formar objetos complejos [Agi72]. La forma en que se obtiene el sélido es
mediante el barrido de una curva a lo largo del eje, de este barrido se obtienen las
secciones transversales que definen la forma. La curva se puede deformar mediante
una funcién de escalado mientras evoluciona a lo largo del eje, esta funcion de
escalado puede describirse como una curva secante y perpendicular a la curva que
servird de modelo para las secciones transversales, ver figura 4.7

Las primeras referencias de trabajos que utilizan este modelo se remontan a
principios de los anos 70 del siglo XX, [Agi72]. En [AB76] los cilindros generaliza-
dos se utilizan para reconstruir la forma de objetos reales obtenidos mediante un
escaner 3D primitivo. La recuperacién de objetos a partir de los datos recogidos
a partir de imagenes de objetos reales utilizando cilindros generalizados ha sido
utilizado en otros trabajos con posterioridad, por ejemplo en [TWEKSS|, (CAL™04].

Mediante la combinacién de varios cilindros generalizados es posible cons-
truir figuras complejas. Sin embargo, no siempre es facil representar una forma
mediante un eje y un contorno; tampoco es la forma mas intuitiva de describir
objetos, con lo que no parece que sea un modelo adecuado para ser utilizado con
asiduidad.

El concepto de cilindros generalizados ha sido adoptado como base para otros
modelos, tal es el caso de las denominadas swung surfaces, [QT95], y las superfi-
cies de barrido (swept surfaces, [PT97]) que en realidad son superficies paramétri-
cas aunque en esencia siguen el planteamiento de los cilindros generalizados.

Recientemente han aparecido algunas nuevas aplicaciones de los cilindros ge-
neralizados. Por ejemplo, [FNMMGI12| utiliza cilindros generalizados para mo-
delar las microestructuras del suelo. El ambito de los cilindros generalizados ha
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a) b) c)

Figura 4.7: Un cilindro generalizado se forma a partir de una curva que sirve de eje, a),
sobre el que otra curva, el contorno, evoluciona, b), para generar la forma del sélido, c).

sido extendido para incluir aspectos tales como la representacion de iméagenes
médicas. En [MCI10] se utilizan los cilindros generalizados para segmentar y re-
construir drboles vasculares 3D. En el mismo campo de aplicacién, en [WXXL12]
los cilindros generalizados son utilizados para representar tendones, ligamentos y
suturas quirdrgicas (en el mismo articulo, otros tejidos bioldgicos son modelados
mediante mallados triangulares y cuadrangulares).

Una aproximacién equivalente a los cilindros generalizados aparece en [LLCI10],
donde se presenta un modelo capaz de representar tubos huecos con secciones
transversales deformables.

4.2.2. Modelos de contornos activos

Propuestos en [KWTSS]|, los modelos de contornos activos, comtinmente co-
nocidos como snake, son curvas que modifican su forma buscando ajustarse a una
imagen dada. El mecanismo de ajuste dependera de una serie de parametros que
impondran restricciones. La evolucién de los snake permite localizar los contornos
y lineas asi como otras caracteristicas de objetos representados en imagenes. En
principio los snake son curvas unidimensionales que pueden adaptarse a contor-
nos, seguir movimientos, etc, respondiendo a las tensiones internas que se oponen
al estiramiento y doblamiento, a las fuerzas que el usuario pueda imponer y a
las que se puedan inferir de las imdgenes. Otros autores, [CC93|, han extendido
los modelos de contornos activos de manera que pueden ser aplicados también en
entornos 3D.

Los snake son utilizados asiduamente para el realzado y la detecciéon de érga-
nos en imdagenes médicas [BN94] [BN95, BNC96]. En [RAH97| se utilizan para
extraer la informacién necesaria para reconstruir con un modelo paramétrico el
ventriculo izquierdo del corazén. La segmentacion de imagenes es pues el ambito
natural de este modelo.

En la misma linea, en [LLS™11] se propone un método alternativo para recons-
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truir defectos craneales. Los autores combinan informacién médica, imégenes de
baja resolucién y los modelos de contornos activos para suprimir defectos de volu-
men parcial. El resultado es que partiendo de un craneo con una parte defectuosa
se obtiene una representacién del mismo con la parte defectuosa reconstruida.

En general, los modelos de contornos activos son computacionalmente cos-
tosos. Este inconveniente se ve parcialmente reducido en [ZFT09], su propuesta
consiste en analizar el flujo de gradiente de la curva para poder estudiar la evo-
lucién del contorno activo. Cuando la curva se encuentra alejada del objeto se le
aplica un traslaciéon global, y cuando se encuentra cerca del objeto se le aplica
una deformacién local. Con este enfoque la evolucion del contorno activo es mas
eficiente y menor es el esfuerzo computacional requerido. Otro planteamiento se
propone en [dVL09], consiste en discretizar el espacio, reemplazando la curva
continua mediante un poligono, y definiendo la energia interna como una funcién
basada en el poligono de menor longitud.

Otro problema de los modelos de contornos activos, en el campo de la seg-
mentacién de imédgenes, es que no resulta facil discriminar objetos adyacentes.
En [BHI2| se propone un modelo de contornos activos basado en grafos, los de-
nominados network snakes. La idea principal consiste en tratar de identificar los
objetos que aparecen en una imagen y también las relaciones que puedan exis-
tir entre ellos de manera que se pueden diferenciar objetos adyacentes de forma
correcta.

4.2.3. Objetos continuos

Los modelos basados en una representacion continua consideran el objeto
definido en un subconjunto €2 del espacio 2D o 3D. El planteamiento es valido
tanto para curvas como para superficies. Algunos de los articulos con mayor
trascendencia en el contexto de la representacién de objetos deformables han
planteado modelos que siguen este planteamiento [TPBE8T7, [TWS8S|, [TF88b].

Los objetos representados segin este modelo se encuentran ubicados en el
espacio euclideo 3D segin un marco de referencia, ®. En un instante ¢ la posicion
de cada punto u € , z(u,t), se define de diferentes formas.

En una primera formulacién, [TPBF87], denominada formulacidn primal en
[TEF88al, la posicién de cada punto material se define directamente como:

z(u,t) = (21 (u, t), 22 (u, t), z3(u, t))

Esta formulacién lleva a obtener objetos que pueden deformarse y moverse
libremente, aunque existe siempre un cierto riesgo de obtener un sistema mal
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3 T3 Objeto deformado
Objeto sin deformar Objeto deformado

Figura 4.8: Representacién de un objeto explicito: a) definido a partir de un sistema
de referencia y b) definido como un desplazamiento rigido respecto a un sistema de
referencia y una deformacion.

condicionado tal y como se pone de manifiesto en [PMGO0]. Ello hace que para
la representacién de objetos con un cierto grado de rigidez esta formulacién no
sea del todo adecuada.

Existe una segunda formulacién, la formulacion hibrida, descrita en [TWS§],
que plantea una combinacién de conceptos de dinamica de cuerpos rigidos y de
objetos deformables. En esta segunda formulacién la posicién, q, de cada punto
de un objeto vendra definida a partir de un sistema de referencia local al objeto,
¢, de manera que dichas posiciones se representan como

q(u,t) = r(u,t) + e(u,t),

en donde r(u,t) es una componente de referencia, que define la forma del objeto
sin que esté sujeto a deformaciones, y e(u,t) es la componente de deformacién,
que anade a la componente de referencia el desplazamiento relativo de cada punto
en cada instante de tiempo. Tanto r como e se definen respecto a ¢, que se ubica
en el centro de masas del objeto, ¢(u,t), cuya posicién a su vez se define respecto
al sistema de referencia inercial ® (véase la figura 4.8). Dicho centro de masas se
mueve de acuerdo a las leyes de la dindmica de los cuerpos rigidos.

Esta formulacion hibrida no tiene los problemas de mal condicionamiento
que aparecen en la formulacion primal, pudiéndose representar con ella objetos
con un alto grado de rigidez. Cuanto mayor sea la rigidez de los objetos, mejor
condicionado estard el sistema. Por otro lado este sistema no obtiene buenos
resultados a la hora de simular objetos flexibles (telas, objetos eldsticos, ...).
Sin embargo, en [TEF88b| los autores consiguen representar el comportamiento
de materiales viscoeldsticos y plasticos asi como fracturas mediante el uso de
funcionales spline generalizados.
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4.3. Modelos implicitos

Otra forma diferente de representar la forma de un objeto, S, es tomando
los valores nulos de una funcién a valores reales dada, f:

f:R*—R
Sy ={peR’| f(p) =0} (4.3)

De hecho, la ecuacién (4.3)) define la frontera del objeto, su superficie. Depen-
diendo de cual sea el tipo de funcién utilizada se tendrd mas o menos capacidad
de representacion.

4.3.1. Superficies algebraicas

Si la funcién f de la ecuaciéon es un polinomio, entonces las superficies
que se obtienen se denominan superficies algebraicas. Este tipo de superficies es
muy utilizado aunque el uso de ciertos tipos de polinomio puede dar lugar a
problemas. Por ejemplo, el determinar los ceros de una funcién polinomial no es
un problema sencillo. Ademaés el niimero de formas que pueden ser representadas
no es tan extenso como seria deseable.

Supercuadricas

De entre todas las superficies algebraicas, la familia de las supercuadricas goza
de bastante popularidad ya que con ellas se pueden obtener superficies simétricas
con gran facilidad. Fue precisamente por este hecho por lo que, alrededor de 1965,
se convirtieron en uno de los primeros modelos de superficie utilizados para definir
fuselajes de aeronaves. El nombre de supercuddrica fue propuesto por Alan Barr,
[Bar81], para definir a todo un conjunto de superficies definidas en R? obtenidas
como el producto esférico de dos curvas definidas en R? ([JLS00]), véase la figura
Por ejemplo si se define el semicirculo s(¢), definido en el plano (y, z):

wol3

0= (o). ~gzos

y el circulo ¢(#), definido en el plano (z,y):

sin 6

6(0):<C089>, —r<f6<m,

114



4.3. Modelos implicitos

e

Figura 4.9: Esfera definida como una superficie supercuddrica. a) Dos curvas definidas
en un plano. Del producto esférico de ambas se genera una superficie de revolucién, b),
que finalmente genera la esfera, c).

entonces del producto esféricoEl de s(¢) y de ¢(0) se obtiene la superficie esférica

r(¢,0):

cos ¢ cos 6 p n
r(6.0) = 5(0)@elb) = | cososing |, 205D
sin ¢ -

Si en lugar de la ecuacién de un semicirculo se utiliza la de una elipse, se
obtiene un elipsoide en lugar de una esfera. También se puede hacer uso de una
funcién de exponenciacion con signo y utilizar diferentes parametros para definir
las dos curvas. En su trabajo Barr deduce que los superelipsoides son solo un tipo
de supercuadrica. En general una superficie supercuddrica se define como:

a1C1H (¢)C3* (0)
Q(,0) =s | a2C1'(4)S5°(0) (4.4)
azSy* (¢)

Siendo a1,a2,a3 € Ry s,€1,e3 € RT[J{0}; de manera que s es un factor de
escala, a1, ag, az son parametros para controlar la proporcionalidad de la figura
y €1 v €2 son los coeficientes que controlan la forma, de manera que para valores
menores que 1.0 la forma tiende a ser rectangular con las esquinas mas o menos
redondeadas y para valores mayores que 1.0 la forma se asemeja mas a la de la

figura

En general la forma de una supercuddrica vendra dada por las funciones C§(¢),
C5(0), S$(¢) y S5(0). Segin cuales sean estas funciones se suelen establecer cuatro

X Y; Ximn
“El producto esférico, ), se define como: ' ® )= xive |
X5 Y, e
2
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tipos de supercuadricas:

1. Superelipsoides:

3 <o< % 49
- <6< .
2. Superhiperboloides de una hoja:
Ci'(¢) =seco,  C5*(8) = cosh?,
ST (¢) = tan ¢, S52(0) = sin 6,
-1 <6< .
3. Superhiperboloides de dos hojas
Ci'(p) =seco™,  C5*(0) =sech?,
St (¢) =tan¢®,  S52(0) = tan 6,
-5 <0< 5 (hojal),
2 <6< I (hoja2).
4. Supertoroides:
C1H(¢) = as +cos ¢, C5*(¢) = cos ¢,
STH(0) = ag + sin 6, S5 (0) = sin 0,
-T <¢< o, (4.8)
- <6< m,
ag = —=L

Q
=
q

>
a3

Siendo la exponenciacién una operaciéon con signo definida de la siguiente

forma:
b b
a’ = sgn(a)lal’,
-1, sia<0,
sgnla) = 1, sia>0 °

Ahora bien, una superficie definida mediante una supercuadrica es regular y
simétrica, a priori no parece adecuada para representar un objeto deformable. Sin
embargo, algunos trabajos ([TM91]) plantean supercuéddricas a las que se anade
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a) b)

Figura 4.10: Un ejemplo de superficie supercuddrica: un superelipsoide con pardmetros
s=a; =ay =az = 1.0, ¢, = ¢ = 5.0. a) Forma normal, b) Con una deformacién.

una componente de perturbacién local, de forma que un objeto vendra expresado
por:

Q(¢,0) = c+ R(Q(¢,0) +d(¢,0)). (4.9)

Siendo c el centro de inercia de la supercuddrica Q(¢,6), R una matriz de
rotacién, y d(¢, 6) un campo de desplazamientos sobre la superficie. El resultado
obtenido es el de una forma regular excepto en los puntos en donde el campo de
desplazamiento modifica la forma de la supercuadrica.

La representacion de supercuadricas puede definirse también a partir de fun-

ciones implicitas’} [BCA9S, BCAIS:

1. Superelipsoides:

F(z,y,2) = ((51)2 + <§’2)2>1 + <;3)1 (4.10)

2. Superhiperboloides de una hoja:

F(z,y,2) = ((51)22 + <52>22>? - <;3)21 (4.11)

STambién es posible representar a las supercuddricas como funciones paramétricas. Por tanto
también se cuentan entre los modelos paramétricos.
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3. Superhiperboloides de dos hojas:

reaa=((5)7- (1)) ()

4. Supertoroides:

o= () (2)°) ) ()"

En [XY12] este modelo se utiliza juntamente con el modelo de geones (un
modelo volumétrico que permite extraer propiedades cualitativas) para obtener
geones supercuddricos, que pueden ser utilizados para definir partes de objetos
3D y ademas las relaciones topoldgicas entre las diferentes partes. Por otro lado,
en [PSDS09] se propone una solucién al problema de detectar contactos entre
supercuadricas convexas mediante el uso de ecuaciones implicitas.

Aunque las superficies supercuadricas proporcionan una buena aproximacién
global, las formas que se pueden representar mediante esta familia de superficies

estan muy limitadas para poder representar de forma precisa formas complejas,
[BCA95, BCA9S].

El modelo de supercuddricas también se utiliza para extraer informacion a
partir de imégenes [BVWI0)]. Véase también [ZYFT09], en donde se propone un
modelo de segmentacién 3D hibrida basado en deformaciones de formas libres
(FFD) y supercuddricas.

Hipercuadricas

Las superficies hipercuadricas se proponen como una extensién de las super-
cuddricas, [Han88|. Una superficie hipercuddrica se define de la siguiente forma:

n>3
fa(P) =D _lajpe + bjpy + ¢jp. + d;| =1, (4.14)
j=1
siendo ¢; >0V jyq= (a1,b1,c1,d1,€1,...,an, by, Cn,dn, €,) 7. Para un valor

de n mayor que 3 esta ecuacién no tiene una representacion explicita. La forma
representada se encuentra inscrita en la envolvente convexa definida por los planos
a;pz + bjpy + ¢;jp. +d; = £1. El coeficiente €¢; es un pardmetro de ajuste de
la superficie a su envolvente. La cantidad de formas representables mediante
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este tipo de superficies es mayor que la cantidad representable con superelipses,
aunque solamente es posible definir formas homeomérficas con una esfera, [CC94].

4.3.2. Isosuperficies

Otro posible planteamiento es definir la superficie a partir de una funcién de
potencial, es decir una funcién que a cada punto del espacio le hace corresponder
un valor numérico:

F:R? — R.

Con dicha funcién se puede definir una superficie como el conjunto de puntos
del espacio en donde la funcién toma un cierto valor, v.

Sy ={p € R’| F(p) =v} (4.15)

Para una misma funcién se pueden obtener multitud de superficies simple-
mente cambiando el valor v, véase la figura Las superficies que se generen
dependerén de la funcién F utilizada. Por ejemplo, si se define F(p) = p? +p§ +p2,
entonces para cada posible valor de v > 0, S, definird la superficie de una esfera
de radio /.

A este tipo de superficies y segun sea la funciéon de potencial utilizada se las
denomina:

1. Blobs: superficies descritas inicialmente en [Bli82] con una funcién de po-
tencial que estaba inspirada en el comportamiento de los atomos al unirse
entre si para formar moléculas:

F(p) = bie ", (4.16)

siendo r; la distancia del punto p al centro de la molécula i-ésima. Para
cada molécula, se define una campana de Gauss centrada en 7; con una
altura a; y una desviacién estdndar b;. El potencial para cada punto del
espacio vendra expresado por la contribuciéon de cada una de las particulas.

2. Metaballs: planteamiento algo posterior, [NHK™'85|, define la funcién de
potencial para cada una de las metaballs como:
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T4 2 b
d; 1—3(1,—;) ;o 0= < 3,
ooy "\ | 417
i(p) 33,( 72;> , o<y < by (4.17)
0, bi < 1,

en donde r; es la distancia del punto p al centro de la i-ésima metaball, b;
es su radio y d; es un coeficiente de ponderacién.

Si se define M como un conjunto de metaballs que se combinan, un fusion
cluster, entonces la funcion de potencial seré:

F(p)= Y_ wi(p). (4.18)

m;EM

3. Soft objects: una evolucién de las moléculas blob ([WMWS86a, WMWS6h])

en donde la funcién de potencial es aproximada con un polinomio cuyo valor
es nulo a partir de una cierta distancia, el radio de influencia:

Ci(p) = { 9 (ﬁ)(j T (?)4 ) (f)Q N R T)

0, ri > R.

En este caso r; es la distancia del punto p a cada uno de los puntos clave y
R; es el radio de influencia del punto clave i-ésimo. Por lo tanto si se desea
calcular el campo potencial que corresponde a un conjunto de puntos clave,
la funcién de potencial seré:

F(p) =} Ci(p) (4.20)

&AL
a) b)

c) d)

Figura 4.11: Isosuperficie definida a partir de tres esferas equidistantes con un un radio
de influencia expresado como porcentaje de sus respectivos radios: en a) del 99 %, en b)
del 45% , en c) del 30% y en d) del 25 %.

Los tres modelos descritos son muy parecidos, aunque existen diferencias no-
tables entre unos y otros. Asi, en el modelo de blobs para calcular la intensidad
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del campo en cada punto del espacio es necesario calcular la aportacién de cada
una de las moléculas, lo que puede hacer que el cédlculo sea demasiado costoso.
Originalmente el problema se resolvié determinando una esfera de influencia para
cada una de las moléculas, despreciando su efecto en las zonas externas a dicha
esfera. En el modelo de metaballs y de soft objects el problema no es tal debido a
la forma de las funciones, ya que éstas convierten el potencial de cada elemento
en un valor nulo a partir de una cierta distancia. Sin embargo, una funcién po-
linomial, como es el caso de las ecuaciones y (4.19), es menos costosa que
una funcién exponencial, caso de . Los soft objects tienen como principal
ventaja el hecho de que su funcién de potencial es la mas sencilla de evaluar ya
que incluso la raiz cuadrada implicita en el calculo de las distancias puede verse
simplificada gracias a los exponentes de la funcion.

Posteriormente han aparecido modelos definidos a partir de formas geométri-
cas mas complejas que una esfera. En realidad ya en los trabajos seminales se
plantean variaciones y posibles extensiones. A posteriori se han planteado isosu-
perficies a partir de un esqueleto geométrico mas o menos elaborado.

Existe otro aspecto asociado a las isosuperficies: la representacién de las mis-
mas. Uno de los algoritmos mas utilizados es el de marching cubes, [LC87]. Bési-
camente el algoritmo consiste en dividir el espacio a tratar en pequenios cubos
o wvozxels; cuanto mas pequenos mayor suavidad tendra la superficie. Entonces
se recorren todos los vértices de los cubos determinando si el valor del campo
escalar es mayor o menor que el umbral marcado. Una vez realizado el recorrido,
cada uno de los ocho vértices de cada cubo tendra un valor cierto o falso segin
haya resultado la comparacién. En total existen 256 posibles combinaciones de
valores cierto y falso de los ocho Vérticesﬁ Cada combinacién determina una po-
sible forma de la superficie buscada en ese cubo concreto. Por lo tanto, lo que se
tiene que hacer es sustituir cada cubo por el trozo de superficie que determine su
combinacién.

El resultado del algoritmo es la isosuperficie de un determinado valor en el
campo escalar. La suavidad dependera del tamano escogido para los cubos. En
la figura se muestran dos moléculas blobs representadas con el algoritmo
descrito y con diferentes tamafios de cubo. Otros planteamientos en esta misma
linea aparecen en [Blo88, [BS91) [She99].

Este tipo de superficies puede ser utilizado para definir contornos deformables,
en [CD97] se utilizan isosuperficies definidas a partir de un esqueleto.

En trabajos recientes, [BN04], se utiliza esta técnica para modelar nubes a

5En la préctica es suficiente con 16 combinaciones diferentes, el resto se puede obtener a
partir de transformaciones afines.
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partir de un conjunto de particulas.

X' L 4 4

Figura 4.12: Dos blobs ([Bli82]) representadas, de izquierda a derecha, con un nivel de
detalle mayor.

Otro de los aspectos en los que la utilizacion de este método ofrece ventajas,
es en la representacion de objetos a partir de datos de imagenes, o de mecanismos
de medida que generan nubes de puntos con un cierto ruido. En [IF03] se hace
uso de un mecanismo hibrido, parte modelo explicito y parte implicito, con el que
se pueden generar superficies a la vez que se pueden deformar.

4.3.3. Conjuntos de nivel

Los conjuntos de nivel, también conocidos como level sets, fueron planteados
originalmente por Osher y Sethian, [Set&7, [OS88, [She99]. Su funcién es la de
seguir el contorno de objetos que cambian de forma, este planteamiento es muy
similar al propuesto en los modelos de contornos activos introducido en

Béasicamente su planteamiento consiste en ubicar el objeto a deformar en un
espacio con un mayor numero de dimensiones. Si el objeto cambia de forma, la
funcién de movimiento deberd también proyectarse.

Asi pues, si I'(t) representa el objeto, entendido como una hipersuperficie
cerrada, en movimiento:

T(t) : [0,00) — R",

entonces sea F' la velocidad de desplazamiento de I'. Puede considerarse que el
desplazamiento se realiza en direccién normal al objeto, sea +d la distancia al
frente de propagacién. Suponiendo que el frente de propagacién es el conjunto
de nivel 0 de una funcién, ¢, definida en el espacio de dimensién superior, se
tiene que ¢(z € R",t = 0) = +d. Entonces se puede plantear una ecuacién en
derivadas parciales que describa la evolucion de ¢:

¢t+F|V(f>‘ =0,
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Figura 4.13: Los level set visualmente pueden ser interpretados como los contornos de
la interseccién de dos superficies. En la imagen, de izquierda a derecha puede verse, en la
fila superior, cémo una superficie 3D genera una forma 2D (el level set) sobre un plano.
Segun sea el desplazamiento de la superficie 3D, la forma 2D generada cambia.

para un ¢(x € R™ ¢t = 0) dado, F representa la velocidad de I', véase la Figura
4,15

Una de las principales ventajas de este modelo es que el level set sigue siendo
valido aunque la hipersuperficie cambie su topologia. Los demés modelos descritos
se basan en la determinacién de la posiciéon de algunos puntos del contorno y
en calcular la forma de dicho contorno a partir de los puntos calculados. Este
planteamiento no suele ser aplicable si se producen cambios en la topologia de
los objetos, como por ejemplo cuando se producen roturas.

El planteamiento es perfectamente aplicable a superficies. Sin embargo su
4mbito de aplicacién es el de la segmentacién de iméagenes, [MRYTOS], y el de las
iméagenes médicas. Se trata pues de un modelo alternativo al de contornos activos.
Un reciente estudio sobre los level set aplicados a imédgenes médicas 2D/3D se

encuentra en ﬂm .

En el mismo campo de las iméagenes médicas, [MRAO04] utiliza los level set
para identificar y rastrear células bioldgicas utilizando técnicas de microscopia
electrénica. Otra aportacion interesante se puede encontrar en [SNMOT7] en donde
se propone un mecanismo automatico para la segmentacién de pulmones a partir
de imagenes médicas.

Ademas [Act01], [AMO00a, [AMO0OOc, [AMOODb] utilizan los level set para la seg-

mentacion de imagenes y la deteccién de contornos. En estos trabajos se pre-
senta una propuesta basada en operadores morfolégicos implementados mediante
algoritmos muy eficientes, de manera que se reduce significativamente el coste
computacional asociado con este modelo, véase también [LPLOT].

Aunque los level set son utilizados mayoritariamente en los &mbitos ya indica-
dos, no se restringe a ellos su utilizacién. En los level set son utilizados
para reconstruir modelos 3D complejos utilizando un campo de fuerzas externo
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que determina la evolucion del sistema. Ademads, este modelo también puede ser
utilizado para describir fluidos, y otros objetos complejos (humo, fuego, ...) [SS03].

4.3.4. Representaciéon de Objetos por Muestreo

La representacién de objetos a partir de muestra o SOR (Sampled Object
Representation) consiste en la representacién de objetos utilizando informacién
obtenida a partir de un proceso de muestreo. En este proceso se obtiene un
conjunto de muestras de posiciones discretas en el espacio con la intencién de
obtener informacién geométrica y fisica de uno o varios objetos reales, [CCIT07].

Esta técnica no permite disponer de la informacién topolégica, geométrica o
semantica que es necesaria de cara a poder manipular los objetos de una manera
adecuada. Dicha informacién debera ser obtenida de alguna otra forma.

Algunas propiedades de esta técnica son:

s Informacién geométrica limitada. Aunque no tiene por qué ser siempre asi,
es usual que los datos muestreados no contengan informacién geométrica y
esto, aunque representa una cierta limitacion, permite describir facilmente
objetos amorfos — humo, fuego, polvaredas — que son especialmente dificiles
de modelar con otros modelos.

= Informacién topolégica limitada. La tnica informacién topolégica disponi-
ble es la de la ordenacién espacial o temporal en que se han obtenido las
muestras.

= Informaciéon semdantica limitada. La informacion muestreada dificilmente
puede contener informacién seméntica de los objetos origen de las muestras.

= Canales de datos multiples. Los datos obtenidos pueden ser de muy diversos
tipos: temperaturas, imagenes, sonidos, ...

= Canales de datos multivaluados. Los valores de las muestras pueden dar pie
a una cierta incertidumbre debido al tipo de datos que describen.

Segun sea la informacién concreta a tratar este modelo hace uso de otros para
poder generar los objetos.

4.4. Modelos paramétricos

Una forma tradicional de plantear la deformacién de superficies consiste en
determinar que dichas superficies deben ajustarse de acuerdo con ciertas restric-
ciones. Por lo tanto, partiendo de una superficie inicial, mds o menos ajustada a
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la forma final deseada, deben realizarse las modificaciones oportunas para que la
superficie se ajuste los mas posible al resultado final. Las restricciones se plan-
tean en base a funciones matematicas que se combinan con la definicién de la
superficies para obtener un sistema de ecuaciones. La definicién de la superficie
debera tener suficientes grados de libertad para que dicho sistema de ecuaciones
pueda ser resuelto ([Gre94]).

Con este modelo, la representacién de los objetos es mas restrictiva que la
obtenida mediante los modelos explicitos. Ello es debido a las restricciones que
deben imponerse. Sin embargo, mediante la modelizacién paramétrica se simpli-
fica mucho la representacion.

La representacion paramétrica de un objeto, matematicamente hablando, es
aquélla en que cada punto es representado separadamente mediante una funcién
explicita de un conjunto de pardmetros independientes. Asi, una superficie pa-
ramétrica se representa como una aplicacién, 9, definida en un dominio Q C R?
de manera que a cada punto, (u,v), del dominio se le hace corresponder un punto
de R3, (2(u,v),y(u,v), z(u,v)):

S:QCR?> — R?

(4.21)

S(U,U) — (x(u,v),y(u,v),z(u,v)).

La representacion no es unica, de echo existen multiples representaciones pa-

ramétricas para un objeto dado, de todas las posibles interesa la familia de re-
presentaciones que [PT97]:

= Sea capaz de representar con precision todas las formas que el usuario que
las utilice requiera.

= Se pueda implementar de forma eficiente en un sistema informédtico; es
especialmente importante que:

e ¢l calculo de puntos y derivadas sea eficiente,

e las operaciones de calculo sean robustas, sin problemas de error numeéri-
co, ¥

e no requieran demasiado espacio de almacenamiento.

= Sean simples y bien entendidas desde el punto de vista matemaético.

De entre las diferentes representaciones que se han planteado la més sencilla es
la de los polinomios, aunque existen numerosos objetos que no son representables
mediante éstos.
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4.4.1. Supercuadricas

Las supercuddricas, descritas en el apartado [4.3.1] son susceptibles de ser
representadas de forma paramétrica. Los coeficientes seran, en este caso, los va-
lores que caracterizan a la supercuddrica en cuestién. En [TM91] se utilizan para
representar objetos 3D deformables.

4.4.2. Descomposicion modal

La esencia de estos modelos consiste en considerar el objeto a representar
como incluido en un espacio donde se pueda expresar como combinacién lineal de
una base ortonormal de dicho espacio. Los coeficientes de la combinacion lineal
seran los pardmetros que definan al objeto. La ventaja de esta representacion
es que es posible obtener una aproximacién del objeto mediante un subconjunto
finito de los coeficientes.

Asi pues, si un objeto, f, puede ser considerado como un elemento de un
espacio de Hilbert, H, un espacio con un producto escalar, (-,-). El objeto, f, se
podra expresar como:

f = Z O‘nd’m

nezZ+

donde {¢,},cz+ es una base ortonormal de H y

oy = <f, (f)z> Vie 7.

Para un cierto valor, p € Z™, una aproximacién de f ser

p
=Y ardr,
k=1

de manera que el vector (o, aq,...,qp) forma el conjunto de pardmetros que
definen la forma del objeto con un cierto grado de aproximacion. Evidentemente,
a mayor numero de pardametros mayor sera la exactitud de la representacién.

En [SD96] se plantea el uso de bases de Fourier, de manera que son los coefi-
cientes de Fourier los que determinan la forma de los objetos. La esencia de este
trabajo consiste en plantear el objeto en el espacio de frecuencias. Cada una de
las ondas de frecuencia que describen un objeto estd formada por un conjunto
de armonicos. La representacion de objetos de forma paramétrica siguiendo el
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planteamiento de la descomposicién requiere que los parametros sean los pesos
correspondientes a dichos arménicos. El objeto se podrd aproximar mas o menos
seguin el namero de armonicos utilizado. En la practica interesa reducir al maximo
dicho nimero, siempre y cuando el modelo representado se ajuste suficientemente
al objeto que se desea representar.

En [PW89] se utiliza este modelo para la representacién de modelos dindmicos
simplificados, consiguiendo la reduccion de la complejidad en la representacion
y una simplificacién gracias a la eliminacién de los modos de vibraciéon de ma-
yor frecuencia. El precio a pagar es una cierta limitacién en las deformaciones
posibles.

Mediante el analisis modal es posible descomponer una objeto deformable en
partes utiles, requiriendo solamente una tnica entrada, [HWAGQ9]. El anélisis
modal es capaz de determinar qué partes tienden a moverse rigidamente y es
posible determinar el campo de deformaciones asociado al objeto.

Otra aplicacién del andlisis modal puede verse en [DRBR09], en donde se pre-
senta un método que permite la animacién en tiempo real de escenas complejas
compuestas por miles de arboles sujetos a la acciéon de un viento controlado por
el usuario. Los principales modos de la deformacién son precalculados y utiliza-
dos posteriormente para deformar los arboles segiin la accion del viento. Esta
propuesta puede ser implementada de forma eficiente sobre hardware grafico y
requiere un esfuerzo computacional reducido.

4.4.3. Superficies de subdivision

La idea general de subdivisién de curvas y superficies es la siguiente: dado un
conjunto inicial de puntos de control p° formando una malla, donde

(los valores pg son puntos de R? o R? dependiendo de si se considera el plano o el
espacio) y una matriz denominada matriz de subdivisién S, se halla el siguiente
conjunto de puntos de control p! de la forma siguiente: p* = Sp°. Y, en general,
se halla la sucesién de puntos p* como p*+! = Sp*.
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Los puntos p¥ se consideran una aproximacién de nivel k de la curva o super-

ficie.

s
A" v
i

e

Figura 4.14: Ejemplo de subdivisién de una superficie, mostrando 3 niveles sucesivos de
refinamiento [ZS00]. A la izquierda, un mallado triangular inicial como primera aproxi-
macién a la superficie. Cada tridngulo se divide en 4 de acuerdo a una regla de subdivision
particular. A la derecha de la malla se subdivide una segunda vez siguiendo el mismo
esquema.

Cuando se define una subdivisién hay que tener en cuenta:

Los valores propios de la matriz S. Para que haya convergencia, todos los
valores propios \; de S deben verificar: |)\;| < 1, Vi. Para que haya inva-
riancia affn, S debe tener el valor propio 1 con vector propio (1,...,1)T.

En el caso de curvas, asumiendo que A\g = 1 < A1 < ;. Supdngase que

n 1
p’ = 3 a;x; donde x; es el vector propio correspondiente al valor propio
i=0
\;. Entonces el vector tangente de la curva en p* para k suficientemente
grande se puede aproximar por a;. (a; son vectores de R? o R?).

En el caso de superficies, si se supone que \g = 1 < A\; = dg < \j ¥y
n 1

p’ = > a;x;, los vectores que generan el plano tangente en p* para k
i=0

suficientemente grande se pueden aproximar por a; y as.

Regularidad de la superficie generada por subdivisién. Como los puntos de

control p* forman una malla, se denomina valencia del punto de control pf

al nimero de aristas de la malla que inciden en él. Se considera que el punto

de control pf es extraordinario si tiene una valencia distinta a los demads de

la malla donde haya regularidad. En los puntos donde hay regularidad la

superficie generada por subdivisién es C! pero en los puntos extraordinarios,
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la superficie puede dejar de ser C'.

» Mapa caracteristico. A partir de los vectores propios x; y x2 (que depen-
den del esquema de subdivisién) y de los vectores a1 y as (que dependen
de la malla inicial p® de la subdivisién) se puede hacer un estudio local de
la superficie generada por subdivisién en p* para k suficientemente gran-
de. A partir de dicho estudio, es posible definir el mapa caracteristico que
indicard la regularidad de la superficie en un entorno de p*.

Los origenes de este modelo aparecen en [Cha74] en donde se plantea un
algoritmo para representar curvas suaves a partir de un poligono de control.
Basicamente se trataba de recortar las esquinas de dicho poligono de control para
generar otro poligono, para cada vértice del poligono original se formaban dos en
el nuevo que, a su vez, podia ser recortado nuevamente. El proceso recursivamente
hacia que los poligonos de control convergieran hacia una curva cada vez maés
suave. El proceso se detenia cuando la distancia entre los vértices del poligono
era menor que un cierto umbral, por ejemplo la resolucién del dispositivo en
donde se representaba la figura.

Las primeras referencias a este modelo son [CC78| y [DS78], aunque el con-
cepto ha sido desarrollado ampliamente con posterioridad. De hecho ejemplos
de este tipo de objetos pueden ser vistos asiduamente en cualquier pelicula de
animacién actual, para un ejemplo véase la figura 4.14.

Los métodos basados en subdivisién se pueden clasificar en categorias segin
cuatro criterios [ZS00]:

= Tipo de regla de refinamiento: divisién de vértices o divisién de caras.
= Tipo de malla generada: triangular o cuadrilateral.

= Tipo de esquema: aproximacién o interpolacién.

= Continuidad de las superficies obtenidas (C1,C?,...).

A continuacién se muestra una clasificacién de algunos de los métodos més
comunmente utilizados:

Divisién de caras

Mallados triangulares | Mallados cuadrangulares

Aproximacién | Loop [Loo87]: C? Catmull-Clark [CC78]: C?

Interpolacién | Butterfly [DLGI0]: C* Kobbelt [Kob96]: C*

Division de vértices

| Doo-Sabin [DS78]: C! |
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Una aplicacién de este modelo puede verse en [AWOT10], una aproximacién
a la representacién de objetos deformables libre de mallados. Los objetos son re-
presentados como un conjunto desordenado de nodos cuya separacién se describe
de una forma similar al descrito como fast marching method [Set99]. La defor-
macion se expresa mediante el uso de técnicas de descomposicion modal,
Los resultados muestran que este modelo es capaz de manejar formas comple-
jas en tiempos que permiten pensar en una interactividad con los usuarios y al
mismo tiempo que permiten representar formas 3D deformables y en movimiento
realistas.

Este modelo es cominmente utilizado en el contexto de las deformaciones de
formas libres (FFD), aunque debido a su elevado coste computacional requiere
una conversion final a otro modelo poligonal. Especialmente cuando existe una
restriccién de tiempo real, como puede ser en el caso de los videojuegos. Para
solventar este handicap es posible utilizar hardware especifico, como por ejemplo
GPU (Graphic Processing Units), a pesar de que este tipo de procesadores estan
especialmente disenados para acelerar calculos polinomiales, aunque mucho se ha
avanzado en este sentido [LSNCO09].

4.4.4. Curvas de Bézier

Las curvas de Bézier fueron estudiadas independientemente por Bézier y por
de Casteljau en la misma época (finales de la década de 1950 para el caso de
de Casteljau y principios de la de 1960 para el de Bézier). Su solucién, nunca
hasta entonces planteada, se basé en el uso de los polinomios de Bernstein, cuyo
origen se remonta a principios del siglo XX, y de los denominados poligonos de
control. El planteamiento fue revolucionario: no se definia la curva a partir de los
puntos que se situaban sobre la curva, sino de algunos puntos cercanos a la misma,
el llamado poligono de control; en lugar de modificar la curva directamente se
modificaban algunos puntos del poligono de control y, al hacerlo, la curva seguia el
movimiento de una forma intuitiva. Los trabajos de ambos investigadores fueron
desarrollados con posterioridad y se constaté que eran equivalentes.

Una curva de Bézier de grado n se define como
C(u) =) Bin(wP; 0<u<l. (4.22)
i=0

Siendo B; ,(u) los polinomios de Bernstein de grado n:
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T; > (1l —u)" " = z'(nnlz)‘u(l — )" (4.23)

Bin(u) = <

Todos los puntos de control influyen en mayor o menor medida en la forma

de la curva, el grado de influencia viene dado por los polinomios de Bernstein,
véase la figura [4.15

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.15: Los polinomios de Bernstein establecen la influencia que cada punto de
control tiene en cada punto de la curva. En la imagen aparecen los cuatro polinomios de
Bernstein que corresponderian a una curva de grado 3.

Los coeficientes geométricos, {P; € R?,0 < i < n}, son los denominados pun-
tos de control. El poligono que se forma uniendo los puntos de control mediante
lineas rectas es el denominado poligono de control y resulta ser una aproximacién
de la curva. Los puntos de control también definen una envolvente convexa de la
curva. Otra caracteristica interesante es que la curva pasa por el primer y ultimo
punto de control.

Dentro del ambito de la representacién de objetos deformables, en [VW96]
se propone la utilizacion de parches triangulares de Bézier para la representa-
cién de superficies construidas a partir de restricciones segiin un planteamiento
variacional.

De entre todas las formas que existen para realizar la representacion de super-
ficies paramétricas una de las mas utilizadas es la basada en el producto tensorial.
En este caso, las funciones bésicas bivariantes, funciones de las variables u y v,
se construyen como productos de las respectivas funciones béasicas univariantes.
Los coeficientes geométricos se ordenan en una red, y el producto de tensores
tendra la forma:

nom bij = (%45, Yij» 2ij)
S(u,v):ZZfi(u)gj(U)-bij, a<u<b,
=0 j=0 c<wv< d7

que expresado en forma matricial queda:
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S(u,v) = [fi(u)] " [bi;] [g;(w)]-

Siendo [f;(u)]" un vector fila, [gj(u)] un vector columna, representando ambos
las bases univariantes. A su vez, [b;;] es una matriz (n + 1) x (m + 1) de puntos
tridimensionales.

El dominio de (u,v) es el rectdngulo [a,b] x [c,d] € R2, aunque es bastante
usual utilizar el rectangulo [0,1] x [0,1] como dominio, ya que ello no supone
ninguna restriccién y en cambio permite realizar algunas simplificaciones.

En el caso concreto de superficies de Bézier el producto tensorial adoptara la
formas:

S(u,v) = Bip(u) - Bjg(v) Py 0<u,v<1. (4.24)

n m
i=0 j=0

Los puntos de control forman un poliedro, el poliedro de control, que resulta
ser una aproximaciéon lineal de la superficie. Las propiedades que satisfacen las
superficies de Bézier son andlogas a las descritas para las curvas, extendiéndose
para espacios paramétricos de dos dimensiones.

Tanto las curvas como la superficies de Bézier, al ser representaciones polino-
miales, tienen una serie de inconvenientes:

= Se requiere un grado muy elevado para el polinomio si la forma a representar
tiene que ajustarse a un nimero elevado de restricciones (en general para
satisfacer n restricciones se requiere un polinomio de grado n—1). Lo mismo
ocurre si la forma es compleja. Los algoritmos de representacién son menos
eficientes cuanto mayor es el grado. Ademas existe el problema que a mayor
grado mayor es la inestabilidad numérica.

= El control de la forma no es local. La manipulacién de cualquier punto de
control afecta a la forma entera de forma poco intuitiva. Esto hace que sean
poco atractivas para su utilizacién en entornos interactivos.

= Existe una gran conjunto de formas que no pueden ser representadas me-
diante una curva polinomial: las cénicas y cuddricas (circulos, conos, esfe-
ras, ...). Una extensién a las formas de Bézier son las formas de Bézier
racionales propuestas en [Far83]. Mediante el uso de polinomios de Bézier
racionales se solventan algunas de las limitaciones comentadas ya que es
posible definir conicas con este tipo de curvas.
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4.4. Modelos paramétricos

4.4.5. B-Splines

Una solucién a los problemas planteados por los esquemas de Bézier pasa por
utilizar funciones polinomiales a trozos.

La idea consiste en construir una forma compleja mediante la unién de dife-
rentes trozos con estructura polinomial de grado reducido, sin los inconvenientes
derivados de la utilizacién de polinomios de grado elevado. Asi pues, una curva se
plantea como un conjunto de segmentos polinomiales unidos uno tras otro. Las
uniones entre segmentos son los llamados puntos de ruptura, mas conocidos como
nudos. Cada uno de los segmentos es independiente de los otros de manera que
entre dos nudos consecutivos se define cada uno de los segmentos polinomiales.
Las uniones se realizan de manera que se pueda garantizar un cierto grado de
continuidad a lo largo de toda la curva (véase la figura .

Las B-Splines se definen a partir de las denominadas funciones de base B-
Spline. Dado un conjunto de valores reales U = {a = ug,u1,...,u, = b} tales
que u; < u;41Vi € {0...m — 1}, se define recursivamente la i—ésima funcién de

base B-Spline de grado p comﬂ

1 siu <u<Luy
N _ i > W > W41,
io(u) { 0 en otro caso. (4.25)
Nip(u) = F=U-Nipoi1(u) + =Ny o1 (u).

Uit p—Ui Uitp+1—Uit1

Cada funcioén de base, N; ,(u), estd definida en R, aunque el interés se centra
en el intervalo [ug, u,,]. Es usual que el conjunto de nudos se defina de manera
que ug =0y uy, = 1.

®

o

Figura 4.16: Las curvas definidas como formas polinomiales a trozos se forman como
resultado de la unién de los segmentos de curva que cada forma polinomial representa.
En la imagen aparecen los segmentos diferenciados.

"Existe la posibilidad de obtener un cociente de la forma 2 o 5 que, a efectos del desarrollo

0
algoritmico, se considera como 0.
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Representacion de objetos deformables

A partir de las funciones de base B-Spline se definen las curvas y superficies
B-Spline. En concreto, dado un conjunto de nodos:

U=A{a,...,a,upq1,...,Um—p-1,b,...,b}, (4.26)

p+1 p+1

y un conjunto de puntos, {P; € R3,i = 0...n}, se define la curva B-Spline de
grado p como:

Cu) =S Nyp(u)P;. (4.27)

Los polinomios de Bernstein, (4.23)), pueden obtenerse a partir de las funciones
de base B-Spline, ([4.25)), si el conjunto de nudos se define como:

U=1{0,...,0,1,...,1},
— ——

p+1 p+1

por lo que puede considerarse a las curvas y superficies de Bézier como un caso
particular de las B-Spline. Sin embargo las capacidad de representacion de las B-
Spline es superior. Ello es debido a algunas de las caracteristicas que las definen.
De hecho las formas B-Spline resuelven los problemas comentados para las formas
de Bézier:

1. La construccion de las formas B-Spline como formas polinomiales a trozos
se realiza precisamente para reducir la complejidad y el grado de las formas
de Bézier.

2. El soporte local proviene del hecho de que una determinada funcién de base,
N; p(u), tiene valores no nulos exclusivamente en el intervalo [u;, Uiqp+1).
En la préactica, esto hace que la influencia de cada uno de los puntos de
control se reduzca a solo un intervalo de la forma. En concreto el punto de
control P; afecta al intervalo [u;, uj;p+1) de la forma representada. Por lo
tanto, el cambio en un punto de control solo afectara a una parte y no a la
totalidad de la forma.

3. Otro de los problemas, el de la dificultad a la hora de definir formas comple-
jas, se soluciona debido a que es posible definir formas con angulos agudos
e incluso sin continuidad visual, gracias a que la multiplicidad de los puntos
de control puede ser mayor que 1. Véase la figura [4.1
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o 2
L Ld

Figura 4.17: Diferentes curvas B-Spline y sus correspondientes poligonos de control.

De la misma forma que mediante el producto tensorial se obtienen superficies
de Bézier a partir de curvas, , también se pueden obtener superficies B-
Spline. Una superficie B-Spline, S(u,v), de grados p en una dimensién y ¢ en la
otra, con los conjuntos de nudos

U= {0,...,O,Up+1,...,1mn,p41,1,...,1},‘/:Z {0,...,O,Uq+1,...,Usqul,l,...,l},
N—— —— N—— N——

p+1 p+1 q+1 q+1

y con los puntos de control

{P;€R*i=0...n,j=0...m}

de manera que r =n+p—+1y s=m+ g+ 1, se define como:

S(u,v) =Y > Nip(u)- Njg(v) - Pij 0<u,0<1, (4.28)
i=0 j=0

También es posible definir objetos sélidos utilizando B-Splines. La forma seria
a partir de un producto tensorial tridimensional:

I J
S(u,v,w) = ZZZN@?(U) “Njq() - Npr(w) Py, 0<u,v,w <1
i=0 j=0 k=0
(4.29)
Este planteamiento es seguido en [RAH97| para la representacién a partir de
imagenes médicas del ventriculo izquierdo del corazén humano. Para maés detalles
relativos a curvas y superficies B-Spline véase por ejemplo [Far93| y [PT97].

Las formas B-Spline son utilizadas también en otros dmbitos, como puede
ser en algoritmos de registro, es decir, clasificacién. En [RAHT06| se propone
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Representacion de objetos deformables

un método de registro difeomérfico basado en la composicién de secuencias de
deformaciones de formas libres (FFD) basadas en B-Splines.

Otros articulos interesantes relacionados con este modelo son [GHJCMNBOS]
en donde se propone una solucién analitica basada en un modelo evolutivo para
deformar superficies B-Spline. En [GHMNO06] se introduce un modelo de evolucién
dindmico para deformar superficies paramétricas. Finalmente, en [GHJICMNB10]
se propone un método para deformar superficies paramétricas no planas basadas
en B-Splines. Para desarrollar este método se hace uso de un funcional de energia
expresada con una formulacion variacional.

Aunque la variedad de objetos que se pueden representar mediante B-Splines
es mucho més amplia que mediante el uso de los esquemas de Bézier, siguen sin
poderse representar las conicas y las cuadricas, formas que aparecen con asiduidad
en entornos de simulacion, animacion, diseno, etc. Por este motivo es necesario
buscar un esquema, que siendo mas general, permita representar dichas formas.

4.4.6. NURBS

Los objetos NURBS aparecen como solucién a una necesidad dentro del mun-
do del diseno asistido por ordenador, CAD, y de la manufactura asistida por
ordenador, CAM: la necesidad de representacion de elementos geométricos dife-
rentes de una forma unificada.

Figura 4.18: Una superficie NURBS, los puntos de control son los puntos azules, conec-
tados por el mallado de control, las lineas rojas.

Considerando la formulacién establecida en el apartado[4.4.5] una curva NURBS,
C(u), se define como:
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n

Z Ni’p(u) . wiPi

C(u) = =2 , (4.30)
;) Ni@(u) * Wy
andlogamente, una superficie NURBS, S(u,v), se define como:
;) 2 Nip(u) - Njq(v) - wij - Pi
S(u,v) = = 0<wu,v<1, (4.31)

||M3 °

é () - Njg(v) - wij

siendo w; y w;; valores reales denominados pesos.

Los objetos NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) se han convertido en
un estandar de facto en el ambito de la representacién de objetos, véase la figura
Algunas de las caracteristicas que han promovido este hecho son:

= Permiten representar un amplio rango de formas, desde formas analiticas
hasta formas libres, proporcionando un modelo unificador. Esto hace que al-
goritmos que combinen diferentes objetos, tales como la interseccion, unién
y demds, sean generales.

» Los algoritmos son rapidos y numéricamente estables, [PT97].

= Se pueden representar discontinuidades tales como doblamientos, marcas,
retorcimientos, etc.

= Son invariantes para las transformaciones afines.

= Tienen una semi invarianza proyectiva.

= Tanto las curvas y superficies de Bézier como las B-Spline son casos parti-
culares de las NURBS.

= Son intuitivos, en el sentido en que las modificaciones que se puedan realizar
sobre la forma a representar se corresponden con naturalidad a cambios en
los elementos que los definen.

Las primeras referencias a las NURBS datan de mediados de los anos 1970, de
la mano de Versprille, [Ver75]. A principios de los afios 1980 aparecen los primeros
modeladores basados en NURBS. El interés que despiertan en el dmbito de la
aeronautica, del mundo académico y de las entidades relacionadas con estructuras
en general es grande.

La incorporacion de NURBS dentro de los estandares graficos de la época
(PHIGS+, IGES) asi como sus caracteristicas especiales han permitido una gran
aceptacién en el ambito de CAD/CAM.
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Algunas de las caracteristicas que presentan las NURBS son las siguientes:

= Se sustentan en un modelo matematico que permite representar tanto for-
mas libres (FFD) como formas analiticas (cénicas, cuddricas, ...). Al ser
una extensién de las formas B-Spline, también es posible representar formas
paramétricas de Bézier y B-Spline.

= Manipulando los puntos de control y los pesos se consigue poder representar
una gran cantidad de formas. Ademas la manipulacién es local, es decir el
cambio en un peso o en un punto de control solo afecta a una parte de la
figura, esto hace que la modificacion de la forma sea facil.

= En general, los algoritmos son estables numéricamente.

» La interpretacion geométrica es intuitiva, lo que hace mas facil su utiliza-
cion.

» Existe un extenso conjunto de operaciones que se pueden aplicar a las
NURBS, con lo que es posible realizar ajustes y adaptarlas a multiples
formas de una manera sencilla.

= Son invariantes ante transformaciones afines y perspectivas, lo que las con-
vierte en la herramienta ideal para el diseno.

Aunque las ventajas que representa trabajar con NURBS son muchas, este
tipo de elementos tiene una serie de inconvenientes:

= La parametrizacion depende de los pesos asignados, una aplicacién inco-
rrecta de los mismos provoca deficiencias en la forma.

= No todas las operaciones geométricas se ajustan adecuadamente para tra-
bajar con NURBS. Determinar la interseccién de objetos, o la deteccién de
contactos, son operaciones que requieren algoritmos computacionalmente
bastante costosos.

= Algunos algoritmos, en particular el que determina los pardmetros corres-
pondientes a un punto de la superficie, son inestables numéricamente y
requieren algoritmos con un coste computacional elevado, [PT97].

» Algunas representaciones elementales (circulos, cuadrados, ...) requieren
una mayor cantidad de datos utilizando NURBS que utilizando otras formas
de representacion.

Este modelo ha sido ampliamente utilizado en diversas areas, como por ejem-
plo obtencién de formas a partir de iméagenes [LW94, MBPDO00, BARBO1], de-
formaciones libres de forma [LW94, [Juh99, LGRGO07, [CGMPO08] y en muchas
mas [BS96, KMLI6, [LCI6], incluso en el &mbito de las imagenes biomédicas. Por
ejemplo, en |[CG1I] se propone un método de representacién paramétrica y de
medidas funcionales de formas cardiacas 3D basadas en NURBS deformables.
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Para mejorar el rendimiento, este modelo puede ser implementado para mos-
trar superficies NURBS en tiempo real mediante el uso de procesadores graficos
(GPU) [YY09].

4.4.7. T-Splines

Cuando se unen dos superficies NURBS, surge el problema de la combinacion
de los mallados de control de ambas. Mediante NURBS, es preciso anadir filas y
columnas de puntos de control en el mallado en donde sea preciso. El nuevo ma-
llado obtenido permite representar la forma de las dos superficies unidas, aunque
es computacionalmente costoso y con frecuencia requiere un esfuerzo adicional a
los usuarios. Ademads, aparece otro problema en el momento en el que se desea
anadir un punto de control. En este caso se tiene que anadir al mallado de control
una fila o una columna entera debido a la regularidad requerida en dicho mallado.

El modelo de T-Splines [SZBNO3] permite representar superficies B-Spline
no uniformes con T—junctions. Con este modelo es posible insertar puntos en
el mallado de control sin que ello provoque que se tenga que anadir toda una
fila o columna. Ademads es factible combinar dos T-Splines sin ningin esfuerzo
adicional [SS10]. De esta forma, la regularidad impuesta al mallado de control en
el modelo de NURBS puede ser evitada.

El principio de las T-Splines se basa en las denominadas B-Splines basadas
en puntos, PB-Splines. La ecuacién de una PB-Spline es

P(s,t) = Lz b Bils, 1) (s,t) € D, (4.32)

Z?:l Bi(s’ t)

en donde P; son los puntos de control, y B;(s,t) las funciones de base:

Bi(s,t) = Nig(s) - Nig(t),

siendo N}j(s) la funcién de base de grado p asociada con el vector de nudos
Si = 840, Sils - - - Sip, Sip+1 ¥y N (t) la funcién de base de grado ¢ asociada con el
vector de nudos t; = ;0,%i1,. .. tig, tigr1. De esta manera, para cada punto de
control se debe suministrar un vector de nudos.

El dominio D en (4.32)) es la unién de los dominios de cada punto de control
individual:

DCDyUDyU...D, =U" D,
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Figura 4.19: Un mallado T-mesh. Las lineas punteadas representan los s—edges y los
t—edges. Los puntos son los puntos de control, de los que los de color rojo representan
los puntos de control regulares y los amarillos son los T—junctions.

D no tiene por qué ser rectangular, solamente debe ser conexo y tal que:

n
ZBi(s,t) >0 Vs, teD.
i=1

La T-Splines son PB-Splines con un mallado de control, T-mesh, que impone
algin tipo de organizacién a los puntos de control. El mallado de control permite
manipular méas facilmente a los puntos de control de lo que el planteamiento to-
talmente libre de las PB-Splines permite. Este mallado de control permite ademéas
tener un mecanismo de calculo de los nudos de control s; y t; para cada funcién
de base.

El aspecto fundamental es que cada punto de control en un mallado de control
NURBS, exceptuando los puntos de los bordes de dicho mallado, tiene exactamen-
te dos vecinos en cada direccién del mallado, tanto horizontal como verticalmente.
Sin embargo, en un mallado de control T-mesh es posible tener un punto de con-
trol con solamente un vecino horizontal o vertical, este punto es conocido como
unién en 7T', T-junction.

Un mallado T-mesh es basicamente un mallado rectangular que permite T-
junctions. Cada arista en un T-mesh representa un segmento de linea para un
valor constante s, un s-edge, o ¢, un t-edge. Un T-junction es un vértice compar-
tido por un s-edge y dos t-edge o bien por dos s-edge y un solo t-edge, véase la
figura 4.19.

Cada arista en un T-mesh esta etiquetada en un intervalo de nudos, segin las
siguientes reglas:
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1. La suma de los intervalos de aristas opuestas en cualquier cara debe ser
igual. De esta forma, para la cara F' de la figura 4.19: ro = r5 + 16 y
Co + Cq4 = Cs.

2. Si una T-junction en una arista de una cara puede ser conectada a una
arista opuesta de la cara (dividiéndose de esta forma la cara en dos) sin que
se transgreda la primera regla, entonces dicha arista puede ser incluida en
el T-mesh.

Para determinar los vectores de nudos, s; y t;, de un punto de control P; se
utilizan dos lineas en el espacio paramétrico. Sean (s;;,t;) las coordenadas de F;
en dicho espacio, entonces la linea R(a) = (s + o, tj;;) intersecard con los s-edge
y dicha interseccién suministrard los nudos s;. Los nudos t; se obtienen de forma
analoga. Por ejemplo, en la figura 4.19, para el punto de control P, y si el grado
es 2, entonces los nudos en la direccién s son: s = {s1, s2, s2 + 13, s3}.

En definitiva, las superficies T-Spline tienen las mismas ventajas que las
NURBS, pero requieren un modelo de representacion mas versatil. Representan
pues un modelo de representacién muy interesante. En esta linea, en [NTNXBRII]
se presenta una alternativa al analisis isogeométrico basado en NURBS que per-
mite un refinamiento local. Ademds, en [LEB™10] se investigan funciones de grado
elevado y continuidad en andlisis estructural isogeométrico con grandes distorsio-
nes del poliedro de control y con mallados fisicos.

En [SZBNO3]| se propone una extensién de las T-Splines, las denominadas T-
NURCCS. Béasicamente son una extensién de las superficies NURBSS presentadas
en [SZSS98]. Las T-NURCCS son superficies racionales no uniformes compatibles
con el modelo de subdivisién de Catmull-Clark (NURCC) que permiten el uso
de T—junctions en sus mallados de control, de una forma andloga en la descrita
para las T-Splines.

Mediante este planteamiento es posible tener un modelo que combine NURBS
y superficies de subdivision, ya que ambos modelos serian casos particulares del
modelo de superficies T-NURCC, y dicho modelo ademaés tendria una formulacién
simple.

4.5. Conclusiones

Existen multiples formas en las que los objetos pueden ser representados. Una
clasificacién visual de los modelos descritos se muestra en la tabla [4.1l

La respuesta a la cuestion acerca de qué modelo debe ser utilizado depen-
derd de cada caso en particular. Aunque es posible establecer una regla general:
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’ Clasificacién \ \ Propiedades
@
s| |
[SEY _ <
ET |8 | &g
- g (SR —
.| 82|82
Q= Lo | ¥ o
SE| 85| 8=
Categoria | Representacién | Modelo Ko | Oa|0OT
Mallados poligonales v v v
Discretos | Discreta Sistemas de particulas v
Masa-resorte v v v
Cilindros generalizados v v
Explicita Contornos activos v
Objetos continuos v
Superficies algebraicas v
Imolicita Isosuperficies v v v
P Level sets v v v
Continuos Sampled/Ob']ect Representation v
Supercuddricas v
Descomposiciéon modal v v
Subdivision v v
Paramétrica Bézier v v
B-Splines v v v
NURBS v v v
T-Splines v v v

Tabla 4.1: Una clasificacién de los modelos de representacién de objetos descritos.

si los objetos pueden ser modificados o cambiados para ajustarse a algin tipo
de restriccién, entonces es preferible tener un control local de la deformacién.
Ademds hay que tener presente el hecho de que los objetos puedan ser genera-
dos sintéticamente o, por el contrario, puedan ser generados a partir de datos

obtenidos de objetos reales.

No todos los modelos pueden ser utilizados en la misma forma. Ademaés cada
uno puede ser utilizado con ventajas respecto de los demds para algunos casos
particulares. Sin embargo, tal y como se resume en la tabla los modelos
paramétricos continuos, en particular los modelos basados en B-Splines, NURBS
y T-splines son una buena eleccion y pueden ser considerados como modelos
deformables de propdsito general.
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Capitulo 5

BSpline4D un nuevo modelo
de representacion

La representacion de objetos mediante NURBS ha sido estudiada profusa-
mente por multitud de investigadores. Aunque la representacién de deformaciones
basada en modelos fisicos sobre una representacién NURBS puede dar buenos re-
sultados, el hecho de que las formas NURBS tengan una componente racional hace
que su manipulacién computacional pueda ser compleja, [QT95| [QT96] [QT97].
En este capitulo se desarrolla una hipétesis que permite reformular las formas
NURBS para que dicha manipulacién pueda simplificarse en gran medida.

5.1. Hipotesis

La utilizacién de una superficie NURBS descrita como una superficie B-Spline
en un espacio R?* simplifica la representacién de las ecuaciones que expresan la
deformacioén de dicha superficie. A dicha representacién se la denominara BSpli-
ne4D.

5.2. Desarrollo

La demostracién de la hipdtesis requerird inicialmente la formulacién de las
superficies con las nuevas condiciones para acto seguido utilizar esta nueva formu-
lacién para expresar las ecuaciones del movimiento. Finalmente restard contrastar
los resultados obtenidos con los de los dema&s modelos estudiados para poder de-
terminar si la hipdtesis es correcta.
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5.2.1. Formulacion

Una superficie NURBS en R? se expresa como un cociente:

i i Pi jwi N (u) Nji (v)
S (u,v) = ; (5.1)

siendo P; ; = (R jor Pig,s L ) € R? los puntos de control. Los valores w; ; son

los pesos asociados a dichos puntos de control (w; j € R™"). Por su parte, N; ;(u)
y Nji(v) € R son las funciones de base B-Spline de grados k y [ respectivamente,

véase (4.25)).

Ahora bien, esta representacién corresponde a la proyeccién en el espacio R?
de una superficie B-Spline definida en R*:

ZZP Nix (u) Nj; (v), (5.2)

=0 j=0

9,70 1 j ) ’Lj ’
ocasion los valores w; ; de aparecen expresados como la cuarta coordenada
de los puntos de control, mientras que las otras tres coordenadas se obtienen del
producto del peso asociado a cada punto por la correspondiente coordenada; es
decir:

en donde P, = (P“’ B B B ) € R? son los puntos de control. En esta

11’1.)71 = Wj- Pi,jz7
i, = wij P,
g, = wij- P,
1’1,l}j,w = Wiy

Por otra parte, N;r(u) y Nj;i(v) € R, siguen siendo las funciones de base de
grados k y [ respectivamente. Su valor dependera exclusivamente del valor del
parametro, u o v, y del vector de nudos asociado. El vector de nudos de una
curva B-Spline de grado k con n puntos de control tendria la siguiente formas:

n+k+1
U= {ug,...,uo,ul,uQ,...,um,...,um} Ui < Ujg1 Vie0,...m—1. (53)
———

k+1 k+1
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5.2. Desarrollo

Cabe remarcar que el niimero de nudos, n+ k + 1 en el ejemplo, esta relacionado
con el grado y con el nimero de puntos de control, pero no con el valor de los
puntos.

Si se desea obtener P;; a partir de P;"j entonces se tiene que utilizar una
aplicacién, H : R* — R?:

P, w. w.
(2% Zv]y %] 2 1 w
si P #0
"LU' ) ’LU ) w 7/7]11) ’
H (P;l,]]) = Pz».]'w P7"-7U/ Pl’]w (54)
. . s w w w 1 wo =
direccién (Pi,jw’ Pi,jy’ Pi’jz> si Py = 0.

Recuérdese que wj ; es directamente la cuarta componente de Py’
9

wij = B .
La forma de las superficies depende de los puntos de control que, a su vez,
pueden cambiar a lo largo del tiempo.

p(t) =P} Vi€ 0.n,j €0..m (5.5)

Para hacer explicita la dependencia de la superficie de los puntos de control,
que dependen del tiempo t, se expresara la superficie dada en (5.2)) de la forma
S(u,v,p), donde p es el vector obtenido al concatenar todos los puntos P;‘; de la
forma

P = (P, P, PE)

que a su vez dependen del tiemp(ﬂ Por lo tanto, la ecuacién (5.2)) puede expre-
sarse como:

S (u,v,p) =J-p, (5.6)

siendo J la concatenacién de las matrices jacobianas de S(u,v), dada por la
14 (I — w w w w
ecuacién 1j con respecto a Pi,j = (sz, Pwy’ sz, wa>.

Como P}, es un vector de cuatro componentes, el jacobiano para cada punto
9.
serd a su vez una matriz 4 X 4 cuyos elementos seran todos nulos salvo en la
diagonal, que tomara los valores:

1Obsérvese que la dependencia tendria que ser expresada finalmente como
S (u,v, Ps’o, Ps’ss - .., P o, t). Sin embargo, al expresarla como S(u,v,p) se tiene una
forma més compacta y clara, lo que permitird simplificar, como se verd méas adelante, cdlculos
ulteriores.
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a8
Py, apw ZZP Nig (w) Njg (v) | = Nig (u) Njg (v) -

=0 j=0

De hecho, al ser P}’; un vector de cuatro componentes:
9.

as_(as 2s  0S as)
oPy, — \opy OBy " opy " oPy |’

la expresién debe desarrollarse para cada una de ellas:

08 oS 08 oS oS

OR 9Py, 0Py, T ORS " OPy,

= Nij (u) Nji (v) -

Se denotard por J;; el elemento del jacobiano correspondiente a punto de
control P;i’j:

aS

s 000
aS
P L
" 0 0 % 0
]

9S
0 0 0 P

¥

el vector J se obtiene concatenando los diferentes valores J; ;

J=JooJo1- - Jmn)-

El vector J es en realidad la siguiente matriz de dimensién 4 x 4(m+1)(n+1):

aS oy a8
ohm 0 0 0 g 000 0 ppE- 0000
oS oS oS
| 0 am; 00 0 5 0 0 0 5o 0 0
0 0 5z 0 0 0 32 0 0 0 z2- 0
’ ¥ )
oS oS oS
00 0 550 0 055 0 0 0 5

Ahora bien, jes cierto que S(u,v,p) = J-p? La respuesta es afirmativa, como
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se puede comprobar en el siguiente desarrollo:

8%% 0O 0 O (Péf}ozapéf}oy> 007P00)
0 a?o% 0 0
Jp=|--- &
p 0 0 55 0
(2%}
0 0 0 ;25 w w w w
8Pi,j ‘Pmn7]Dmn?Pmn?'Pm,ngC

NIE

M=

>

%

=

NIE

M: —
=

e () Ny (0) P
() Ny (0) P,
e (1) Ny (0) P

Nji (v) qu}w

©
Il
o
<
Il
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R
-
Il
o
<
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o
ol

IfvgE

10
3
S8
<

|

INvgE

10

=

NIE
M=
3%
;QE
NIE
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=

I
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I
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I
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I
o

NIE
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S8
g
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=
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=

I
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-

I
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I
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I
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NE
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<
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Seria también interesante poder demostrar
S(u,v,p) =J - p. (5.7)
ahora, gracias a la ecuacién la correspondencia es muy simple:
S(u,v,p)=J-p = S(u,v,p)=J-p+J-p,

como J = N, j(u) - Nj(v) Vi=0,..,m,j =0,.,n, no depende de t, su derivada
respecto al tiempo sera idénticamente nula. Por lo tanto:

. dJ
J = — = .
7 =0 (5:8)

y entonces ]
Asi, una superficie NURBS se podra expresar de la forma

S(U,U,p) = Jp7

donde p es el vector dado por la concatenacién de los puntos de control de R*, y J
es la concatenacion de las matrices jacobianas de S(u,v) con respecto a P} s que
depende exclusivamente de (u,v) y de las funciones de base B-Spline. Ademas se
tiene que

S(u,v,p) =J- p.
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de ahora en adelante, como ya se conocen las dependencias, se escribira S en
lugar de S(u,v,p) y S en lugar de S(u,v,p).

De lo anterior se concluye que es posible expresar una superficie NURBS en
funcién de los puntos de control definidos en un espacio R*. Por lo tanto, es
razonable plantearse la representacion de superficies deformables basadas en el
modelo BSpline4D.

Ecuacién del movimiento

El siguiente paso a dar es el de escribir las ecuaciones, que rigen el movimiento
y deformacion de las superficies descritas, en funcion de sus puntos de control
definidos en R?, es decir, las coordenadas generalizadas que se utilizaran seran
los puntos de control de la superficie Spline4D.

Partiendo de la ecuacién obtenida en .17t

d(@T) T  OF U

opi opi * opi 8pz =fi (5.9)

se adapta dicha ecuacion para contemplar las particularidades de las coordena-
das generalizadas, que en definitiva son los puntos de control de la superficie
BSpline4D. Los términos T', F' y U tienen el siguiente desarrollo:

» Energia cinética 71"

//MSTSdudv = // Jp (Jp) dudv

(5.10)
2p // uJTJdudvp = QpTMp,

siendo

M (p) = / / pd " Idudv (5.11)

» Disipacién de Rayleigh F"

/ / ST Sdudv = = / / v (Ip)" (Ip) dudv

1 (5.12)
= 2pT //'yJTJdudvp = 2pTDI')

con
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= / / I T Jdudw (5.13)

= Energia de deformacién, U. Del estudio realizado en se concluye que
utilizar el funcional de energia basado en la Geometria Diferencial conlleva
serios problemas numéricos ([TPBE87], [WW92]). Una solucién razonable
es la de utilizar un funcional alternativo que presenta un mejor comporta-
miento, el denominado thin plate under tension, [WW92l [TQ94], que puede
ser interpretado como una simplificacién del primero:

§ / Or + B <8r2 >2 dardz (5.14)
Q; 7, 1 2- .
](%c, 837 J O0x;0x;

t,j=1

En dicho funcional los coeficientes «;; representan la tendencia de la super-
ficie a encogerse mientras que los valores (3;; representan la tendencia que
tiene la superficie a mantenerse plana.

Por lo tanto la energia de deformacién en base a se desarrolla como
sigue:

s T 05 asTaS 928" 928
Ylgy Gu T 4225, thge a2
928 T 928 928" 625
thegas guae T 2252 gz dudv
1 0(Jp) "9 (Ip) 0(Jp) "9 (Ip) 515
_2//0‘1’1 ou ou T o ow (5:15)
5, 20R) 2 Ap) o 0" (Ip) O (Ip)
LI 502 ou? L2 udv Oudv
8% (Ip) ' 9% (Ip)
+[32,2 902 902 dudv

y como p no depende explicitamente ni de u ni de v entonces sus derivadas
se anulardn. Asi pues
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0
oJp) 03 %/ 83
ou  ouP +J ou oul’

0
oJp) 03 /a&/ 83
R S W

0
82 (Jp) 0% 923
02~ 02 T ou T ga2®
0
82 (Jp) 023 92
Oudv _8u8vp+J ov _Buavp’
0
82 (Jp) 023 ! 923
a0~ 92P T, T G2

y la expresién para U queda de la siguiente forma:
// TaJTaJ T o3 8 023" 62.1
a1,1p up 22p o ap 1,1p 02 8u2

23 T 923 923" 923
T T
gudy duoeP TP G gzPdudy,

+ B1.2p

es decir

1 o7 // aJTaJ 03703 | 923" 9%
aLlg s 228 9 152 92
923 ' 923 0°3" 9°3

9ud dude T 225z gz dudv-ps

+B125 - 902 o2

si se define

// aJTaJ 01703 | 3%
aLigs 22(9 BN 152 902
"o 923" 9%

0%J
5228 2 W

P50 dude

dudov,

entonces

1
U= §pTKp.

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)
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Cabe recordar que p es el conjunto de puntos de control, que dependen de ¢,
y que se expresa como un vector columna:

Po,o (t)
p(t) = : P () = : ;
Pm,n (t) pm,n (t)

por consiguiente, los vectores transpuestos seran:

(oo -+ Pmn(t) ),
( p0,0 (t) U pm,n (t) ) .

de cara a simplificar la notacién, cada coordenada generalizada del vector p se
designard a partir de ahora como p;.

Las fuerzas aplicadas a la superficie también deben expresarse en funcién de
los puntos de control, asi pues

fo = / / I7 f (u, v)dudv. (5.25)

Ahora bien, cabe preguntarse cual es el valor que deberda tomar la cuarta
componente de cada punto de control para cada fuerza, ya que éstas se describen
en un espacio de tres dimensiones. Toda vez que no esta prevista la variacién de
los nudos ni de otros aspectos geométricos de las superficies BSplinedD, parece
razonable también suponer que las fuerzas no afecten a los puntos de control méas
alla de sus componentes R3. En consecuencia, se puede fijar la cuarta componente
de las fuerzas con el valor 0.0, lo que representa que no hay ninguna fuerza
externa que afecte a los pesos de los puntos de control de la superficie. Si dichos
pesos cambian a lo largo de la simulaciéon serd como resultado de la energia
interna proveniente de las tensiones que se produzcan como consecuencia de la
deformacion.

Finalmente, la ecuacién , que expresa el movimiento y deformacion de un
objeto, aplicada a una superficie parametrizada con las coordenadas generalizadas
escogidas, los puntos de control de la superficie BSpline4D, y después de los
calculos realizados, puede ser escrita de la siguiente formas:

dt op; op; op; Op;

1.7 . 1T . 1T 1T
d0(3p Mp) 0(30 Mp)  0(;0'Dp)  0(3p Kp) —f. (5.26)
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A continuacion se desarrollan cada uno de los sumandos de la parte izquierda
de la igualdad (/5.26)). Primero se desarrollardn las derivadas parciales respecto a

iy a p;.

. o M
= Primer sumando, M Puede desarrollarse:

Op;
d(5p"Mp) 10p' LroM, 1 ;
(P MB) _ 1067y 1,7OM, 1m0
Op; 2 Op; 2% Op; oP op;
entonces, analizando el valor que toman %1;/1, gz y %‘;i :
GpL =0,
ap [ < componente i—ésima,
= 0 ) ,
/I\
componente i—ésima
se obtiene:
0
(30 'Mp) 1 Lo |
Z2r 2 (0 - 1 - 0)MD+-pD'M]| 1
Ips 3 ( )M+ 3B '
0

Al ser M una matriz simétrica, véase la ecuacién (5.11)), obtenida por el
) )
producto de un vector por si mismo, entonces:

VieO...(m+1)(n+1),
(m+1)(n+1)

(Mp),; = Z M; kpr

(m+1)(n+1)

= Z pkMk,i:(f)TM>i

k=0

y por lo tanto:
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0 (36 Mp)
22 TP (g - 1 --- 0 ) MD.
5, ( ) Mp
= Segundo sumando, %})M) También tiene un desarrollo:
0(3p"Mp) _10p' LorOM 17y 0P
== Mp + = -p M
Ipi 2 Jp; T3P Ipi o 0T 2P opi’
que se simplifica de la siguiente forma:
0
o _ 0dp_dop _d| | _,
api N 8])2' dt N dt api N dt . -
0

y otro tanto ocurre con %r;) Entonces

0(1p"™p) 1.10M,

=5Pp p.
Op; 25 Op
o(3p ' Dp) :
= Tercer sumando, QBT' Se puede desarrollar de la misma forma con la
que se procede con el primero, por lo tanto
0 (30 'Dp)
2= 7 (9 ... 1 --- 0)Dp.
o\ )DP
1T
= Cuarto sumando, 8(21; ,_Kp). Tiene un desarrollo algo diferente:
T T
K 10 1 8K 1 0
0(sp'Kp) _10p Kp+-p' TK p
opi 2 Ops 2P 9P Op;’

en este caso

385 = < componente {—ésima,
T
6}71 - o O )’

/l\

componente i—ésima,
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y por lo tanto

0

8(%pTKp)_1 1 +0K 1 + :
o _5(0 e 1 - O)Kp+§p apip+§p K 1 ;

0

por el mismo razonamiento que el utilizado en los sumandos primero y
tercero, al ser K simétrica

d (37" Kp)
api

1 0K

=(0---1---0)K Z )
( ) P+5p op; P

Finalmente hay que considerar la derivada respecto a ¢ del primer sumando:

do(3p'Mp) d i
- 55, _a((()...l...())l\/[p)

Por lo tanto, la ecuacion que rige el movimiento para una coordenada gene-
ralizada, p;, sera:

. 1,+0M
0--1---O)Mp+(0---1---0)Mp — =p :
1 0K
+(0...1...())DI')+(0~--1~--0)Kp+§pT8pAp:fpr

De donde se puede inferir la representacién matricial siguiente

1,+0M T

: : 1 10K T
—p 8p‘p”' +Dp+Kp+[...pT p] = fp,
(2

p+Mp 2 2P op;

o lo que es lo mismo:
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L 1LroM, |7 .. 1 +0K 1"
Mp+Dp+Kp:fp+{..pTap'p...] —Mp—[...pTap'p...] . (5.27)

2 2

La ecuacién (5.27) posee algunos términos que deben ser estudiados. Prime-
ramente, la expresién
1 10K T

se anula, como se puede ver a continuacién. Primeramente, hay que recordar que
p=p(t) no depende de los puntos (u,v). Ademds, K(p) toma su valor segin lo

expresado en la ecuacién (/5.23))

- S J. J. J . J,
213 8p,-p 2P ap, // (041,1 wdu T a22d,

4 BT T + Brod] Tuw + /3272ijva) dudv) p. (5.28)

Como formalmente se demostrara, cada uno de los sumandos de la integral se
anula.

pdudwv,

lpT Offa113)Jydudv 1 // o1 ipT O (J)Ju)

2 317 ) p= 5 Gpi

(I Ju 83T . T ,
T Ty p 4 p I Wap = pT (%) 3up+p'3]%p

T
= (%%jp) J.p+p' I} %p,
ahora bien, J no depende de p; para ningun ¢, por lo tanto

0J

=0 5.29
entonces
03, _ 003 901
op; p= op; o’ ~ du 8pip -
y, asi,
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(‘3(JTJ )
T u s u
ZNuTY 5
P Op; p
1 033,
:’//%pT( o T4) b v = 0
2 ’ Op;
= -p a11d, Jydudv | p =0,
2% Opi '

y lo mismo ocurre con los otros sumandos, en consecuencia:

Los otros dos sumandos correspondientes a la parte derecha de la ecuacién

G.27)

[ 1. 10M,

también se anulan. En primer lugar, de la definicion de M vista en la ecuacién
(5.11)) se deduce que, siempre que pu no dependa de t:

M://MJTJdudv+//uJTjdudv,

siendo la derivada de J con respecto al tiempo idénticamente nula, ecuacién (5.8)),
se determina que también lo serd M por lo que

Mp = 0,

el sumando restante también se anula, si se tiene en consideracién que

-
M _ 9 / / pJ T Jdude | = / / ua‘] Jdudv + / / uJ’ 0J dudv,
op;  Op; Op; Opi

y por (5.29):

M
gp ://MOJdudv+//uJTOdudv:0.
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Eliminando los términos que se anulan en la ecuacién que rige el movimiento
y deformacién de la superficie, (5.27)), dicha ecuacién puede expresarse como

Mp + Dp + Kp = f,. (5.30)

Como puede observarse, la ecuacién (5.30)) tiene una forma equivalente a la ecua-
cién ([2.22)). Por consiguiente, todos los estudios y desarrollos que se han mostrado
en el capitulo [3| aplicados a la ecuacién (2.22)) son aplicables a la ecuacién ((5.30]).

5.3. Deformacién del modelo BSpline4D

Una vez determinada la forma en que se pueden representar las superficies
mediante el modelo de BSpline4D y obtenida la ecuacién que representa el movi-
miento y la deformacién de dichas superficies, cabe estudiar la forma en que todo
ello se puede utilizar para obtener la simulacién de la deformacién a lo largo del
tiempo de dichas superficies.

5.3.1. Discretizacién temporal

En el capitulo [3| se han estudiado algunos de los métodos de integracién que
pueden ser aplicados para la resoluciéon numérica de sistemas de ecuaciones di-
ferenciales como la obtenida en el apartado anterior, . En dicho estudio se
concluye que, de entre todos los modelos estudiados, el modelo de las diferencias
centradas implicito es el mas aconsejable. La cuestion que surge es si para un mo-
delo de representacién como el descrito en el presente capitulo seguira siendo asi.
La respuesta requerird estudiar el comportamiento de los métodos de integracién
con el nuevo modelo.

5.3.2. Discretizacién espacial

El modelo de representacién basado en BSpline4dD comparte las propiedades
de las formas B-Spline. Por ello, cada punto de una superficie B-Spline corres-
ponde a una combinacion lineal de las funciones de base. En consecuencia la
superficie es infinitamente diferenciable en cualquier punto de la superficie que se
corresponda con unas coordenadas del espacio paramétrico tales que no coincidan
con un nodo en ninguna de las dos dimensiones paramétricas. Ademads, en aque-
llos puntos que coincidan con un nodo, la superficie es diferenciable p — k veces
en la dimension a la que pertenece el nodo, siendo p el grado correspondiente
y k la multiplicidad de dicho nodo. Asi pues, es posible asegurar la continuidad
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necesaria en todo punto de la superficie. A tal fin sera preciso establecer que la
superficie tenga un grado suficientemente alto en cada dimension.

Como se ha visto en la expresion de las superficies se puede representar
como el producto del jacobiano, formado exclusivamente a partir de las funcio-
nes de base B-Spline, y los puntos de control. En el desarrollo de la ecuacién
del movimiento se ha obtenido la expresién utilizando como coordenadas
generalizadas los puntos de control de la superficie.

De cara a la resolucién de la expresion es precisa la resolucion de las
integrales definidas descritas en (5.11)), (5.13)), (5.23]) y (5.25)). Las expresiones que
definen las funciones de base son tales que no permiten determinar una forma
explicita para las integrales, por lo tanto se hace preciso utilizar métodos de
integraciéon numérica para poder resolver las integrales.

Cuadratura de Gauss—Legendre

Los métodos de cuadratura més precisos son los que encajan en la férmula
de cuadratura de Gauss [DB74, BE10]. La principal caracteristica de este tipo
de métodos es que los puntos que se toman en consideracién no se encuentran
repartidos uniformemente a lo largo del intervalo de integracion. La forma general
que describe la cuadratura de Gauss se puede representar mediante la siguiente
expresion:

1 n
/1 fla)dz =Y wif(z), (5.31)
B =1

para un conjunto discreto x; de valores y un conjunto w; de pesos asociados.

El primer aspecto a considerar es que, si el intervalo sobre el que se debe
realizar la integracién no es [—1, 1], es preciso realizar un cambio de la variable
de integracién que permita ajustar el intervalo. Asi pues, si la integral a calcular

se expresa como
b
/ f(z)dz,
a

se puede realizar el cambio

b—a + a+b
x = z
2 2
de manera que se obtiene
h—
dz = 5 adz, (5.32)
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de manera que

b Yb—a,(b—a a+b
/af(yc)dx_/_1 . f( 2o+ 23 >dz, (5.33)

con lo que (5.31)) se puede reescribir

L b—a b— b
/_ff(;v)dm% 2a;wif< 2a2i+a—2|— > (5.34)

Existen varias opciones para determinar los valores x; y los pesos asociados,
w;. La utilizacién de las raices de los polinomios de Legendre es una forma comun
de hacerlo. Un polinomio de Legendre de grado n se puede expresar como

1 d(z2-1)"
Pule) = i — @

(5.35)

Estos valores también pueden ser obtenidos de forma recurrente mediante la
siguiente expresion:

L, sin =0,
Pulz) =4 4 sin=1, (5.36)
wpn—l(x) —2=1p, o(z), sin>2.

En la figura[5.1]se puede observar la representacion de los polinomios de Legendre
hasta el grado 7. Para cada uno de los puntos, z;, es preciso calcular el valor del
correspondiente peso, w;, para ello se utiliza la expresion:

2
(1—27) (Ph(=))*

El nimero de puntos y pesos utilizado para realizar la aproximacion de las inte-
grales determinara la precision del resultado obtenido. En general, una cuadratura
de Gauss—Legendre de n+ 1 puntos es exacta para funciones polinomiales de gra-
do menor o igual a 2n + 1. Asi pues, si la deformacién representada requiere una
cierta continuidad CP,p > 0, entonces serd suficiente con establecer un nimero
de puntos, n, proporcional:

w; =

(5.37)

-1
p=2n+1 = n= []92—‘

A modo de ejemplo, si la superficie debe tener una continuidad C* serfa suficien-
te con 2 puntos para calcular la cuadratura. Cabe destacar aqui que lo descrito
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—Fy(z)
— P (z)
—Pa(z)
—P3(x)
— Py(z)
— Py (x)
— Pg ()

—Pr(z)

Figura 5.1: Representacién de los polinomios de Legendre hasta el grado 7. Puede obser-
varse la simetria respecto al origen de los polinomios y también la propiedad que tienen
consistente en que entre dos raices consecutivas de un polinomio de grado n existe una
Unica raiz del polinomio de grado n — 1.

respecto del grado hace referencia al grado de la expresién polinémica que des-
cribe la superficie y no al concepto de grado de la representacion BSpline4D. En
definitiva, la forma de la superficie determina el ntimero de puntos de cuadratura
que deben ser utilizados para poder calcular la deformacion. Idealmente, en cada
paso del célculo de la simulacién se podria estimar cual es el niimero de puntos
a utilizar para que el resultado sea el més exacto posible, otra opcién es la de
permitir que el usuario establezca el nimero de puntos de cuadratura que desea
utilizar.

Para probar el comportamiento del modelo en funcién del niimero de puntos
de cuadratura se ha disenado un experimento en el que se simula la deformacion
de un plano, sujeto por sus cuatro esquinas y sujeto a un campo gravitatorio
perpendicular. Para unos mismos valores (a1 = a2 = 1.0,3;; = 0.5), se ha
probado una simulaciéon de 2 segundos, con un incremento de tiempo At de 0.01
segundos. El plano se ha representado mediante una superficie BSpline4dD de
grado 3 y 11 puntos de control en cada dimensién. Se han realizado tres pruebas,
cada una con un numero de puntos de cuadratura diferente: 4 x4, 8 x 8 y 11 x 11
puntos. En las tres pruebas el comportamiento ha sido estable, aunque el resultado
ha sido diferente; a mayor nimero de puntos mejor ha sido el resultado. En la
figura se muestra el radio espectral de las tres pruebas y en la tabla se
muestra la evolucién a lo largo del tiempo de los tres experimentos.
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Tabla 5.1: El resultado de la simulacién puede verse afectado por el nimero de puntos de
cuadratura de Gauss—Legendre que se utilicen. En las imdgenes se muestra el resultado
obtenido para una misma simulacién en funciéon del nimero de puntos de cuadratura
utilizados, de izquierda a derecha: 4 x 4, 8 x 8 y 11 x 11 puntos. Puede verse que los
mejores resultados se obtienen para este tltimo caso.
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0.24
0.23 _ 4x4
— 8%x8
0.22 11 x 11
0.21
50 100 150 200

Figura 5.2: En funcién del niimero de puntos de cuadratura utilizados, el radio espectral
es uno u otro. En cualquier caso, el radio espectral se mantiene constante a lo largo de
toda la simulacién. En la imagen se muestra el radio espectral de los tres experimentos
descritos en el texto.

5.3.3. Imposiciéon de restricciones

A la hora de resolver problemas de ingenieria es frecuente tener que imponer
algin tipo de restriccién a algunas de las variables que forman el espacio de confi-
guraciones del problema a tratar. Usualmente las restricciones suelen representar
la imposiciéon de un determinado valor o el establecimiento de algin tipo de rela-
cién entre ciertas variables de manera que la solucién del sistema de ecuaciones
obtenida sea tal que dichas condiciones se mantengan.

En el presente trabajo las restricciones se han utilizado para fijar la posicién de
algunos puntos de control de manera que no queden afectados por la deformacion.
Esto ha permitido desarrollar los experimentos descritos en los que se ha fijado
uno o mas puntos.

La idea es representar el sistema mediante la expresion

1
ipTHp =p'f, (5.38)

y el conjunto de restricciones como

Ap=b. (5.39)

Las restricciones geométricas descritas en se imponen como funciones
lineales sobre los grados de libertad explicitos del sistema original sin restricciones.
Cada funcién representa una restriccion, y expresa una combinacién lineal de los
valores de las coordenadas generalizadas. El correspondiente valor de b representa
el valor que dicha combinacion lineal debe tomar. El sistema no tiene por qué tener
una solucién unica, aunque de hecho es deseable que asi sea, toda vez que este
hecho seré el que permita que el método sea mas util.
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En definitiva, la idea es expresar (5.38]) como

[0 .

op Hp=p f, (5.40)
de manera que se puedan obtener los valores de p a partir de los valores obtenidos
para p minimizando la expresién (5.38]) de forma que se cumpla la igualdad (/5.39))
al mismo tiempo. Lo interesante es que ([5.40)) representa un sistema de ecuaciones
sin restricciones, que sera minimo cuando su derivada sea 0, por tanto

op'Hp—p'f - -
5~ — P f=o0. (5.41)

Existen diferentes formas de obtener p, y existen una gran cantidad de tra-
bajos las describen ([Bat96l [Cel90, (CW92, [FB97, MT92, MT93, IMT96, [PBS8S,
QT95, [QT96l, [QT9I6, [Shalld, [TQI4, TWKSS, WEBS7| entre muchos otros). A

continuacién se describen algunos de los mas utilizados.

Los multiplicadores de Lagrange

El método de los multiplicadores de Lagrange es probablemente el método
ma&s general que puede ser aplicado. La idea es crear un nuevo funcional que
combine de alguna forma y (5.39). Para ello se anade para cada restric-
cién, representada por las filas de A, lo que se conoce como un multiplicador de
Lagrange, \;; que, en definitiva, viene a ser una nueva variable del sistema, es
decir un nuevo grado de libertad. Por lo tanto se trata de minimizar:

1
§pTHp —p' f+(Ap—b)TA, (5.42)

por lo tanto su derivada respecto de p y de A deber ser igual a 0 y, en consecuencia,

Hp+ A" =f

5.43
Ap—b (5.43)

que expresado de forma matricial queda
H|AT P f
<A 0><A>_<b> (5.44)

La resolucién del sistema obtenido es tal que asegura unos valores de p com-
patibles a la vez con ([5.38]) y con ([5.39).
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Los principales inconvenientes de este planteamiento, [Met96], son que las
restricciones se deben cumplir en el instante inicial y, principalmente, que el
sistema obtenido en un instante dado puede tener una matriz que no sea definida
positiva, con lo que la resolucion del sistema se podria complicar. Ademads, al
sistema se le anaden tantas incognitas como restricciones haya.

Por otra parte, el resultado es preciso y ademas permite contemplar todo tipo
de restricciones, tanto lineales como no lineales.

El método de penalizacién

Este es un método parecido al de los multiplicadores de Lagrange, pero a
diferencia de éste, no se aniaden nuevas variables sino que se fuerza cada restriccion
imponiendo un peso de valor mucho mayor que cualquier valor relacionado con
la variable en cuestion. El sistema a minimizar queda de la siguiente forma:

1

o
2pTHp —p'f+ 5 (Ap - b)? (5.45)

Con lo que el minimo se consigue si
Hp—f+aAp—ab=0

0, lo que es lo mismo:

(H+aAp=f+ab (5.46)

Cuanto mayor sea el valor de a tanto mejor se ajustara el resultado obtenido a
las restricciones que se hayan impuesto. El problema surge del hecho que aumen-
tar el valor de o puede provocar que el sistema resultante esté mal condicionado
y si el valor no es suficientemente elevado entonces no tiene por qué obtenerse
un resultado que cumpla estrictamente con las restricciones. A su favor tiene el
hecho que no se anaden més variables.

El método de proyecciéon sobre el espacio nulo

Otra posible forma de imponer restricciones lineales mediante la proyeccion
del sistema de ecuaciones en el subespacio que contiene las soluciones que son
compatibles con las restricciones impuestas, [Bj696], usado por algunos autores,
[Cel90, [CW92l, TQ94]. El método de proyeccién sobre el espacio nulo trata de
encontrar la solucién a un problema de minimos cuadrados con restricciones de
igualdad, [Bj696]. El problema a tratar se considerars escrito en la forma ([5.41):
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winl Hp - /|, (5.47a)

sujeto a Ap = b, (5.47b)

donde H € R™™y A € R"™*", siendo r el niimero de restricciones. Como el siste-
ma debe tener algin movimiento se tiene que r < n. El problema tiene solucién
solamente en el caso en que (5.47b|) sea consistente. Una condicion suficiente para

asegurar la consistencia es que las filas de A sean linealmente independientes. La
solucién de ([5.47) es unica si y solo si se dan los siguientes rangos:

R(A)=r

R( i ) . (5.48)

Asumiendo que el rango de A es r (R(A) = r), se puede calcular una matriz
ortogonal Q4 € R™ ™ tal que

QXAT==<}%’>, (5.49)

donde R4 € R™ " es una matriz triangular superior y no singular. Sea

Qa=(Q1,Q2) Q1 eR™", @€ R”X(”*T)’

entonces el espacio nulo de A es igual al rango de Q2, N (A) = R(Q2), es decir,
()2 proporciona una base ortogonal para el espacio nulo de A. Cualquier vector
que satisfaga (5.47b|) puede entonces ser representado como

-1
p=pi+Qpa, p1=Ab=0Q (RX) b, (5.50)

Al ser A una matriz no cuadrada no es posible obtener su matriz inversa, con A'
se representa la pseudoinversa de A:

Al =(ATA)1AT

En definitiva, p; es una solucién particular de (5.47b|) y po es libre y su valor
puede ser calculado a partir de ([5.47a)). Por lo tanto

Hp — fp=Hp1 + HQap2 — fp,  p2 € R", (5.51)

con lo que el sistema que debe ser resuelto es el sistema reducido

winl| (HQ2) p2 — (fp = Hp1) (552
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Sea po la minima distancia de (5.52)):

p2 = (HQ2)' (f, — Hp1), (5.53)

0, lo que es lo mismo
p2 = ((HQ2)" (HQ2)) "(HQ2)" (f, — Hp),
y sea p definido como ([5.50). Al ser p; ortogonal a QQ2p2, se comprueba que

P[5 = P13 + Qap2l3 = lIpall3 + [lp2113,

y por lo tanto p es la solucién minima del problema de minimos cuadrados con
restricciones de igualdad planteado.

Si el rango de la matriz

A Rl 0
o= (i )e=( i, wo, )

es igual a n, entonces todas las columnas de C' deben ser linealmente indepen-
dientes. Por lo tanto el rango de HQ2 es n—r. En tal caso la condicion expresada
en (5.48) se cumple y, en consecuencia, la solucién obtenida es tnica.

En definitiva, A determina dos subespacios complementarios. El primero es
aquél formado por los vectores de dimension r obtenidos por las combinaciones
lineales de las columnas de A y el segundo serd el formado por los vectores
ortonormales a las columnas de A para un cierto valor y, es decir

A% =0
siendo A la matriz del subespacio nulo de A.

La idea es que el vector de estados, las variables, representado por p debe ser
atraido al subespacio representado por y deberd desplazarse por dicho
subespacio hasta determinar el menor valor de (5.47al) en el subespacio. Las
soluciones se restringen a un conjunto de las soluciones posibles para el problema
planteado sin restricciones.

Con este método se obtiene un sistema bien condicionado aunque el radio
espectral de H sea grande, siempre y cuando el radio espectral de A y de HQ»
sean pequenos, [Bj696]. Experimentalmente se ha constatado que es asi.

Como el sistema representado por (5.39) es no homogéneo toda solucién x
sera de la forma
x = A% + g (5.54)
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siendo xy una solucién particular, y un conjunto reducido de valores, de dimensién
r, v A? el espacio nulo de A, de dimensién n x r.

Para obtener el valor de A° se _puede proceder aplicando Gauss—Jordan, se
trata de convertir Ap = b en Ap = b siendo

A= (Idr><7"|Rr><(nfr)) (555)

Sea p, una solucién particular. Entonces toda solucién p de Ap = b serd de la
forma p = p, + y siendo y € N'(4) ya que

A(py +v) Aﬂ'/ﬂ/—

Como Ay = 0 entonces

(IdTXTR)< r >_o,

Yn—r

siendo ¥, las r primeras componentes de y y 4, las tltimas n — r componentes
de y. Por lo tanto
Yr + Ryp—r =0

y asi
Yr = —Ryn—.

. —Rypn—r o -R 40
y—< Ynr >—<Id>ynr—Aynr7

siendo A° una matriz n x (n — 7).

Asi pues,

Por lo tanto, toda solucién de flp = b serd de la forma p= pp—i—AOyn_r, siendo
Yn—r libre.

A continuacién se deberd resolver el problema

min _ _[[Hp— fpll2, (5.56)
p solucién de Ap = b

que es lo mismo que

mz’nHHAOyn_r - (fp - pr)H% (5.57)

Yn—r

cuya solucion es

(HA)" (HA) ooy = (HA®) ' (f, — Hpy).
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o lo que es lo mismo
ynr = (HA®) (f, — Hp,). (5.58)

Asi pues el valor de p sera:
p=pp+ A (HAY)' (f, - Hp,) (5.59)

Este método tiene la ventaja de reducir el nimero de grados de libertad, y
por lo tanto de incégnitas a calcular. Ademaés se preserva la estabilidad numérica
y da resultados exactos.

Un inconveniente del método es que las restricciones no deben influir las
unas sobre las otras. Con todo y con eso este método es preferible al método de
penalizacion, [Cel90].

Este modelo ha sido el escogido como método de representacién de restric-
ciones lineales para el desarrollo de las pruebas del modelo de representacién de
superficies BSpline4D.

Ademds, si las restricciones se mantienen, el valor de A° permanece
inalterado, el valor de p, tampoco cambiara, a no ser que manteniendo el valor
de A en (5.39) se modifique el valor de b. Por lo tanto se puede plantear una
implementacién que tenga precalculado el valor de A° y pp con lo que aumentaria
el rendimiento.

5.4. Estabilidad

De cara a determinar la estabilidad numérica del modelo propuesto se ha pro-
cedido a evaluarlo mediante un conjunto de experimentos analogo al descrito en el
apartado Con el conocimiento previo del comportamiento de los diferentes
modelos de integracién se ha reducido el nimero de modelos estudiado, en este
caso se ha procedido a evaluar el modelo de deformacion solamente con el método
de las diferencias centradas, el método de las diferencias centradas implicito y con
el método de Newmark 3.

Se ha realizado un experimento equivalente en la medida de lo posible al
descrito en el apartado |3.3.5] Por lo tanto las caracteristicas comunes a las tres
simulaciones son:

= el objeto a deformar es un cuadrado unitario, plano,
= el objeto se ha descrito como una superficie BSplinedD de grado 3 en cada
dimension con 4 x 4 puntos de control,
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= cada punto tiene un coeficiente de amortiguacion y una masa unitarios,

= las fuerzas aplicadas corresponden a un campo gravitatorio normal a la
superficie del objeto y que afecta a todo el objeto exceptuando aquellos
puntos que hayan sido fijados,

= ¢l campo empieza a actuar en el instante ¢ = Os; anteriormente no se aplica
ningun tipo de fuerzas al objeto y por lo tanto éste permanece en reposo
con velocidad y aceleracién nulas.

= ¢l tiempo total simulado es de 2 segundos.

De cara a mantener los mismos criterios cada una de las simulaciones se ha
realizado con dos valores diferentes para At. Los valores han sido At = 0.01s y
At = 0.001s.

Las tres simulaciones realizadas han sido:

1) deformacién del objeto sujeto por sus cuatro esquinas con un coeficiente
ajp =gy = 1.0, a12 = 0.0y 5;; = 0.5 Vi, j € {1,2}. Los resultados pueden
verse en la tabla 5.2 para At = 0.01 y [5.3] para At = 0.001.

2) Deformacién del objeto sujeto por todo su contorno con un coeficiente oy =
az = 1.0, a12 = 0.0y B;; = 0.5 Vi, j € {1,2}. Los resultados pueden verse
en la tabla[5.4 para At = 0.01 y [5.5] para At = 0.001.

3) Deformacién del objeto sujeto por todo su contorno con un coeficiente a1 =
a2 = 1.0, a2 = 0.0y B;; = 0.0 Vi, j € {1,2}. Los resultados pueden verse
en la tabla [5.6] para At = 0.01 y [5.7] para At = 0.001.

Una vez mas, se ha intentado deformar un objeto comprobando el comporta-
miento en funcién de lo sujeto que esté (comparaciéon de las simulaciones 1y 2)
y en funcién de su rigidez (comparacién de las simulaciones 2 y 3).

Como puede observarse en las figuras, el resultado obtenido es el mismo con
independencia del intervalo de tiempo considerado y del método de discretizacién
temporal utilizado.

Para determinar la estabilidad numérica del método descrito se ha procedido
a realizar un conjunto de pruebas. Concretamente se ha estudiado el compor-
tamiento variando el grado de la superficie, el niimero de puntos de control y
el nimero de puntos de cuadratura de Gauss—Legendre utilizados. El las tablas
se muestran las diferentes combinaciones de grado y puntos de control que
se han probado. Para los tres métodos de integracion utilizados se han realizado
pruebas con diferente niimero de puntos de cuadratura de Gauss—Legendre, con-
cretamente se han utilizado las combinaciones de 4 x 4, 6 X 6 y 8 X 8 puntos de
cuadratura.
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n  Diferencias Diferencias Newmark £
centradas centradas
implicito
32

O N\ N\

~ '

96

~? e’

128

Tabla 5.2: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.01,
resultados para el caso 1). En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt.
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n  Diferencias Diferencias Newmark
centradas centradas
implicito

A g
N\

' G

96

~— e’

128

Tabla 5.3: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.001,
resultados para el caso 1). En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt.
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n  Diferencias Diferencias Newmark £
centradas centradas
implicito

S A 4
A 4 4
~ T~

Tabla 5.4: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.01,
resultados para el caso 2). En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt.
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n  Diferencias Diferencias Newmark
centradas centradas
implicito

. Y
4 4 4
~

Tabla 5.5: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.001,
resultados para el caso 2). En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt.

64

96
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n  Diferencias Diferencias Newmark £
centradas centradas
implicito

Ve " 4

VVYV

VYV

Tabla 5.6: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.01,
resultados para el caso 3). En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt.
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n  Diferencias Diferencias Newmark
centradas centradas
implicito

YA " 4

VVYV
VYV

Tabla 5.7: Evolucién de las simulaciones para los diferentes modelos con At = 0.001,
resultados para el caso 3). En cada fila, para cada modelo, se muestra el resultado de la
simulacién en el instante nAt.
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Puntos de control
314x4|6x6]| 8x8
416x6|8x8|10x10
5|1 6x6|8x8]10x10

grado

Tabla 5.8: En esta tabla se muestran las diferentes combinaciones de grado, puntos de
control que se han utilizado para constatar el grado de adecuacién del modelo.

El comportamiento desde el punto de vista numérico es mas que aceptable,
el radio espectral y el niimero de condicién se mantienen constantes a lo largo de
todo el proceso de simulacién. A modo de ejemplo, en la figura [5.3] se muestra el
radio espectral del experimento consistente en deformar una superficie de grado
5 sujeta por los cuatro extremos. La deformacion se produce al someter la super-
ficie a un campo gravitatorio perpendicular a la superficie. Los parametros que
determinan el comportamiento eldstico son a11 = a2 = 1.0y 3;; = 0.5. Se han
realizado un total de 9 experimentos diferentes, variando el niimero de puntos de
control y el nimero de puntos de cuadratura de Gauss—Legendre segun los valores
descritos en la tabla para los tres métodos de discretizaciéon temporal utili-
zados las combinaciones de puntos de cuadratura de Gauss—Legendre indicadas
anteriormente.

En todos los casos se ha constatado que el radio espectral y el nimero de
condicién se ha mantenido inalterado a lo largo de todo el proceso de calculo. Sin
embargo, no todos los experimentos han resultado satisfactorios. El método de
diferencias centradas se ha mostrado como poco fiable, el niimero de condicién
obtenido en los experimentos con grado 4 y 5 ha sido siempre muy elevado,
indicando de esta forma que el sistema obtenido estaba mal condicionado. En
cambio tanto el método de diferencias centradas implicito como el de Newmark
B han dados unos resultados adecuados.

Aun en los casos peor condicionados, el modelo BSpline4D ha mostrado un
comportamiento robusto. Es una muestra més de la adecuacién del modelo. A
modo de ejemplo, en la figura se muestra el nimero de condicién para el
caso de la simulaciéon de una superficie de grado 5. Cabe destacar que, como se
observa en la figura citada, a mayor ntimero de puntos de control y de puntos de
cuadratura de Gauss—Legendre utilizados, mejor condicionado resulta el sistema.

5.4.1. Influencia de los coeficientes en el funcional de energia

Como ya se ha comentado, el funcional de energfa utilizado (5.14) busca re-
presentar el modelo descrito como thin plate under tension, este modelo describe
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20 4.0
5.0
15
3.9
10 4.5
3.8
5 4.0
3.7
50 100 150 200 50 100 150 200 50 100 150 200
4x4 6 X6 8 x 8

Figura 5.3: El ntimero de condicién cambia con cada combinacién de grado, niimero de
puntos de control y nimero de puntos de cuadratura. Sin embargo en todos los casos
se mantiene constante a lo largo de toda la simulacién. En las imégenes se muestran
los resultados para una superficie sujeta por los cuatro extremos, colgando en un campo
gravitatorio perpendicular a la superficie, a11 = ag2 = 1.0 y 8;; = 0.5. En la imagen
aparecen los resultados para la superficie de grado 5 con los diferentes puntos de control
descritos en la tabla[5.8] en rojo para 6 x 6 puntos, en amarillo para 8 x 8 puntos y en azul
para 10 x 10 puntos. La simulacion en los tres casos se basa en el modelo de integracién
de diferencias centradas implicito. Cada imagen tiene indicada la cantidad de puntos de
cuadratura de Gauss—Legendre utilizados. Nétese que el niimero de condicién disminuye
cuanto mayor es el nimero de puntos de cuadratura.

un comportamiento parecido al de una membrana elastica.

El comportamiento de una membrana elstica es tal que ofrece poca resisten-
cia al doblamiento, solamente ofrece una resistencia considerable a los esfuerzos
de traccion, es decir de estiramiento.

El funcional descrito contempla dos tipos de parametros.

= «;j. Determina la tension de la superficie. A mayor valor, mayor tendencia a
minimizar su superficie, ofrece por lo tanto mayor resistencia a la elongacién.

= (3;;. Determina la resistencia al doblamiento. A mayor valor, mayor rigidez
tendra la superficie.

Los valores de «;; y 3;; determinaran el comportamiento eldstico de las su-
perficies. Como en el caso ya estudiado en el apartado [3.3.6] tampoco ahora es
razonable que estos coeficientes tengan valores negativos. El valor minimo que
ambos parametros pueden tener es 0.0, en cuyo caso se anularia la aportacion
correspondiente, y por lo tanto la resistencia a la deformacién que pudiera tener
la superficie seria también nula.

En el estudio realizado para el modelo basado en Geometria Diferencial se
concluye que con el modelo basado en mallados poligonales y con el funcional
basado en la Geometria Diferencial no era posible conseguir una superficie que,
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1.0 y
Elongacién 0.035 ¢

Maxima
0.8 distancia 0.030}
0.6 Distancia 0.025¢
a los 10s 0.020F
0.4 0.015¢
0.010}

0.2]
0.005
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
a) b)

Figura 5.4: En el estudio de la evolucién de una ldmina sujeta por un lado se puede
comprobar que no se consigue una rigidez completa, aunque es posible alcanzar un grado
de rigidez notable. El valor de a1 y aoo se han fijado en 5.0 y el de 8;; varia des de 0.0
hasta 300. La superficie tiene grado 3 en cada dimensién y esta formada por 4 x 4 puntos
de control. En a) se muestra en color rojo la elongacién maxima por cada valor de 3;;,
en azul se muestra el valor alcanzado tras 10 segundos de simulacién. En b) se muestra
la variacion de la forma de la superficie respecto de la forma ideal inalterada.

colgando por un lado, se mantuviera vertical sin sufrir ninguna elongacién. Tam-
bién se ha intentado determinar unos coeficientes 7;; y &;; que permitan mantener
una ldmina rigida, sin doblamientos perceptibles. Ambos escenarios han resultado
imposibles. Se trata ahora de evaluar el comportamiento del modelo BSpline4D
para determinar si es posible conseguir los objetivos descritos y no alcanzados
anteriormente. En todos los casos la superficie tratada es de tamafio unitario con
masa 1 y coeficiente de amortiguacién 1 por unidad de superficie. El grado de la
superficie es 3 en cada dimensién y con un total de 4 X 4 puntos de control.

Estudio de la elongacién de una ldamina BSpline4D

Se ha procedido a sujetar una lamina por uno de sus lados y se la ha deja-
do colgando. Fijando el valor de a1 y g9 a 5.0, valor empiricamente calculado.
Variando los valores de (3;; desde 0 hasta 300, se ha procedido a medir la deforma-
cién longitudinal de la superficie y se ha podido constatar que para 3;; = 300 la
elongacion de la superficie tras 10 segundos de simulacion es de aproximadamente
un 1.97 %. Para valores de (;; mayores no se ha conseguido una mejora apreciable
en el resultado. En la figura se muestra la evolucién en la elongacion de la
lamina en funcién del valor de 3;;.
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Figura 5.5: El experimento de sujetar una ldmina por dos lados adyacentes y determinar
la medida en que se mantiene rigida es plenamente satisfactorio. En a) se muestra en color
rojo la elongaciéon maxima por cada valor de 3;;, en azul se muestra el valor alcanzado
tras 10 segundos de simulacién. En b) se muestra la variacién de la forma de la superficie
respecto de la forma ideal inalterada.

Simulaciéon de una lamina BSpline4D rigida

También se ha intentado obtener la simulacién del comportamiento de una
ldmina cuadrada rigida sujeta por dos lados adyacentes. A diferencia del resultado
descrito en el apartado en este caso el comportamiento de la ldmina ha sido
estable. Ha sido posible simular el comportamiento de una lamina rigida mediante
los valores de aj1 = a2 = 5.0 y B;; = 1500. El doblamiento de la ldmina
ha resultado ser practicamente imperceptible, aproximadamente un 0.28% de
variacion en el extremo libre.

Los resultados obtenidos, como se puede observar en la figura [5.5] permiten
establecer que el modelo permite realmente representar superficies con un grado
de rigidez muy elevado.

5.5. Comparacion con otros modelos de representa-
cién

El modelo BSplinedD parece ser una buena forma de representar superficies
susceptibles de ser deformadas. Se podria aducir que el resultado no es comparable
con el estudio realizado en toda vez que el funcional de energia utilizado en
los dos casos no es el mismo y por tanto las deformaciones obtenidas no pueden
ser numéricamente equiparables.

Como ya se ha comentado, el funcional de energia basado en la Geometria
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Diferencial puede presentar problemas numéricos. Por ello se ha descartado el
intentar obtener una expresién del funcional coherente con las coordena-
das generalizadas utilizadas en el modelo BSpline4dD. En su lugar, lo que se ha
buscado es otro modelo de representacién de superficies alternativo sobre el que
implementar el funcional de energia thin plate under tension, . El modelo
escogido se basa en una representaciéon NURBS de las superficies y se detalla en
[TQ94]. A continuacién se describe cémo es dicho modelo.

5.5.1. Representaciéon de superficies deformables basada en NURBS
Como ya se ha indicado en (5.1)) una superficie NURBS de grados k y [ se

representa COImao:

S° 50 Py (Hwi (8 Nos () Ny (o)

=07

S(u,v) = (5.60)

=0
5™ S0 wi Ny () Ny ()

=0 j=0

[en]

En donde P;;(t) € R? representa los puntos de control y w; ;(t) € R son
los pesos asociados a cada uno de estos puntos, en cada instante de tiempo.
Combinando ambos valores:

Pig(t) = (Po(®) | wig (1) = (Pig, (8), P, (1), Pig. (D), wi5()) € RY,
se obtendrdn valores que pueden servir como coordenadas generalizadas. Asi, se

puede expresar S en términos de 15, expresando de esta forma la dependencia de
la superficie NURBS de los puntos de control y los pesos asociados:

S(u,v,p) = JIp, (5.61)

S(u,v,p) = Ip. (5.62)
Siendo J el Jacobiano, cuya forma es:

oS wz,szk( )le(v)

opi
p’J ZOdZOwchck( )Nd,l (v)

p ~
Ji,j(u’v7p) ) (563)
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i (Pij — Pe,d) We,alNek (W) Nag (v) Nig (u) Ny (v)

3

0S8 c

w ~\ _ =0 d:()
i,j(ugvap) - aw%] - m n 2
(£ 5 Vo () Nas ()
c=0d=0
(5.64)
Entonces concatenando J? ;¥ Ji, se puede plantear
3,0, 5) = [Tol T Thnl T - (5.65)

Es decir J es una matriz de 3x4(m+1)(n+1) componentes. Més precisamente,
es un vector de N = (m + 1)(n + 1) componentes cada uno de los cuales es una
matriz 3 x 4:

3 )
< 9Pij > z 0 0 ( 3“1?]' > @

o) 0
=0 GE), 0 (@), |- 6
0 o)
0 0 (apif ) z <3wia‘ ) 2

Con una expresién como la obtenida es perfectamente posible realizar un desa-
rrollo equivalente al realizado para expresar en funcién de las coordenadas
generalizadas del modelo BSpline4D. En este caso, las coordenadas generalizadas
seran los valores de los puntos de control expresados en la forma p indicada.

Las expresiones obtenidas son las siguientes:

s Primer término: %g;
)
M= [ [uJTJdudo,
dT __ =
= Segundo término: gg. Se anula.
» Tercer término: 2£.
Op;
F= 1p'Dp,
D= [ [~437Jdudv,
oF __ <
o5 = Dp
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= Cuarto término: g—g. Aplicando el concepto de thin plate under tension ya
descrito.

U— YK,
K= [] (al,lJIJu + agoJ ] I+
/BI,IJIuJuu + /81,2J;ry~]uv + 52,2JUTvva)dUdUa
ou o) 1. .
5o: = oo (30 KD) =

A T .
1 <o---i-~-0> Kp + 4p Kp + 1p K (0---1---0) .
= Término independiente:

fp= //JTf(u,v,t)dudv.

Por lo tanto (2.22]) se puede expresar como

. . 1,.+0M
Mp+Dp+Kp=fi+|--=p'
2 api

T T
_ - 1. 0K,

que también se puede escribir

Mp+Dp+Kp=f,—Ip
T (5.68)
I(p)://uJ Jdudv

siendo f, un vector de N componentes, cada uno de los cuales es un punto
en coordenadas generalizadas. Por su parte, I(p) es una matriz N x N cuyos
elementos son matrices 4 x 4.

Para poder comparar los dos modelos se ha procedido a aplicar la misma
deformacién a una superficie con idénticas caracteristicas utilizando los dos mo-
delos como unico elemento diferenciador. La simulacién realizada es la de una
superficie plana de grado 3 con 4 x 4 puntos de control y 4 x 4 puntos de cuadra-
tura de Gauss. La superficie ha sido sujetada por las cuatro esquinas y se la ha
sometido a un campo gravitatorio perpendicular a la superficie, los coeficientes
aplicados son a11 = agy = 1.0 y 3;; = 0.5, la duracién de la simulacién es de 2
segundos con At = 0.01. Se ha utilizado el método de integracién de diferencias
centradas implicito. En la figura [5.6| se muestra el radio espectral y el niimero de
condicion calculado para cada iteracién. Puede observarse que la estabilidad del
modelo basado en BSpline4D es claramente mayor, por lo tanto, aunque visual-
mente los resultados obtenidos mediante los dos modelos son muy semejantes,
véase la figura numéricamente el modelo BSpline4D se muestra mucho mas
sélido.
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Figura 5.6: Al comparar el modelo de representacién basado en BSpline4D con el basado
en NURBS se llega a la conclusion que el modelo BSpline4D es mejor desde el punto de
vista numérico. Para el experimento descrito en el texto se muestra, en a), el radio
espectral de las dos simulaciones y, en b), el correspondiente nimero de condicién.

50 100 150 200

Figura 5.7: Aunque el resultado obtenido con cada modelo no es exactamente el mismo,
la diferencia es poca. Para el experimento descrito se ha procedido a determinar para
cada iteracion la distancia euclidea entre el valor de cada punto de control calculado con
los dos modelos, en la grafica se muestra en azul la media de los valores y en rojo la
desviacion estandar.
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5.6. Estudio del coste computacional del modelo BS-
pline4D

En el apartado se ha realizado el estudio del coste computacional, en
tiempo, de los diferentes modelos de integracion estudiados. Al ser los mismos
modelos los que se han aplicado con el modelo BSpline4D, los razonamientos
planteados siguen siendo aplicables. De todas formas, con el modelo BSpline4D
existen algunas particularidades que se detallaran a continuacién.

= Primeramente, el uso como coordenadas generalizadas de los puntos de
control. El nimero de puntos de control requeridos para representar una
superficie BSpline4D no tiene por qué ser muy elevado. Por lo tanto el
numero total de incégnitas sera reducido en comparaciéon con la cantidad
de incégnitas necesaria para representar una superficie mediante un mallado
poligonal que tenga una apariencia semejante.

= El valor de J no varia si no cambian las propiedades geométricas de la
superficie. Por lo tanto su valor, junto con el de todas las derivadas que
sean precisas pueden ser calculadas una dnica vez.

= Para poder determinar los valores de las matrices M, D y K y del vector
f que aparecen en se utiliza el proceso de cuadratura de Gauss—
Legendre. Para poder establecer cada uno de los valores de serd preciso
realizar los calculos para cada uno de los puntos de cuadratura que se hayan
establecido.

= La propiedad de soporte local de las superficies BSplinedD permite que
para cada punto de cuadratura no sea preciso calcular los valores corres-
pondientes para todas las coordenadas generalizadas, sino solamente para
un subconjunto de ellas, en funcién del grado de la superficie.

= El método escogido para el establecimiento de restricciones permite reducir
el rango del sistema que deberd resolverse, pero a cambio de tener que
realizar més célculos para obtener el resultado.

En definitiva, el rendimiento computacional, en tiempo, esperado para el mo-
delo de deformaciones basado en BSpline4dD es mucho mejor que el rendimiento
de un sistema basado en mallados poligonales, como el descrito en la seccién [3.3.7
Ademis, el modelo basado en NURBS introducido en la seccién [5.5.1], que podria
ser considerado como equivalente al modelo BSpline4D tiene un coste compu-
tacional mayor al tener una representacién racional de la superficie. Es decir, el
modelo BSpline4D también es mas eficiente que el modelo basado en NURBS.
Por lo tanto, se puede considerar al modelo BSpline4D como una alternativa muy
interesante para representar superficies deformables.
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5.7. Conclusiones

La ecuacion , que describe el movimiento y deformacién de una super-
ficie BSpline4D basada en los puntos de control definidos en R?*, ha mostrado
un comportamiento numérico muy satisfactorio. Su forma es mas sencilla que
la correspondiente ecuacion, , obtenida para una representacion basada en
NURBS. Por anadidura, y como se ha constatado, figura también es mas
estable.

Ademsds, como se deduce de la funcién de proyeccion las superficies
NURBS definidas en R? pueden expresarse siempre como superficies B-Spline
definidas en R*. Por lo tanto, toda superficie NURBS deformable puede ser re-
presentada mediante BSpline4D.

Finalmente, computacionalmente es un modelo muy eficiente, con lo que su
utilizacién permitird poder representar modelos mas complejos que los que se
podrian elaborar basandose en otros medios.

En definitiva, el modelo BSpline4D se presenta como una alternativa viable
para la representacién de superficies deformables.
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Capitulo 6

Deformaciones simples basadas
en restricciones

Una vez desarrollado el modelo de representacién basado en B-Splines de-
finidas en R* y comprobada su adecuacién para la representacién de objetos
deformables cabe preguntarse si este modelo de representacion resulta adecuado
para su utilizacion con otros modelos de deformacién. Este capitulo se dedica a
dar respuesta a dicha cuestion.

Posiblemente una de las maneras més sencillas que hay para crear un objeto,
infograficamente hablando, sea partir de una forma m&s o menos simple a la que
se van efectuando cambios, deformaciones, hasta conseguir la forma deseada para
dicho objeto. La deformacién simple de objetos puede ser entendida como una
forma computacionalmente poco costosa de deformar objetos de manera que se
adapten a un patrén determinado. Los procesos que permiten realizar tal tarea
se dividen en dos grupos:

= Métodos iterativos que aplican transformaciones especificas a los objetos a
tratar. El proceso de deformacién se realiza repetidamente hasta que los
objetos tratados alcanzan un grado de estabilidad tal que los cambios que
sufren en su forma son tan pequenos que se puede considerar que los objetos
ya no cambian. Los métodos de esta categoria suelen asociarse con los mode-
los basados en las caracteristicas de los objetos, [TPBES7], [QT95], [QT96],
[MMPOO]. En definitiva en esta categoria se pueden ubicar los desarrollos
planteados en el capitulo

= Métodos independientes de los objetos a tratar. La deformacién se aplica a
todo el espacio en donde se encuentran los objetos. Al ser todo el espacio el
que se deforma, también se deforman los objetos que se encuentran ubicados
en este espacio. Dentro de esta categoria se encuentran, entre otros muchos,
los métodos propuestos en [Bar84], en donde se aplican transformaciones en
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R? tanto afines (escalado, rotacién, sesgado) como no afines (retorcimiento,
doblamiento, aplastamiento) o como en [SP86] en donde se plantea por
primera vez el método conocido como Free—Form Deformation. Es en esta
categoria para la que se intentard determinar la adecuaciéon del modelo
BSpline4D.

Esta segunda categoria tiene como principal ventaja el relativamente bajo cos-
te computacional que requiere su aplicacién respecto de otras soluciones. Ahora
bien, en general todos los métodos de esta categoria tienen el inconveniente de
la dificultad a la hora de manipular los objetos y el espacio circundante para
conseguir el resultado deseado, principalmente cuando los objetos a deformar
tienen una forma compleja y tienen que ser deformados por partes. Sin embar-
go existen algunas propuestas que permiten soslayar en parte el problema de la
manipulacién.

Generalmente la manera en que se pueden realizar dichas deformaciones de-
pende del modelo de representacién de los objetos. En la actualidad, la mayor
parte de los sistemas se basa en un sistema de mallado; sin embargo, existen
alternativas igualmente validas, como pueden ser las superficies paramétricas.

Los objetos basados en modelos discretos, como son los mallados, pueden
deformarse con facilidad seleccionando un vértice del objeto y, desplazandolo a
continuacién, el objeto se deforma en consecuencia. Esto es asi ya que se supone
que se mantienen las conexiones con los vértices vecinos, los que definen las
mismas caras que el seleccionado. También es posible definir unos pesos asociados
a cada vértice y otras muchas variantes que facilitan, en mayor o menor medida,
el proceso de deformacién. El inconveniente de este sistema es que aunque la
modificacién de un vértice pueda parecer sencilla, conseguir la deformacion de un
objeto para conseguir que tenga una cierta forma concreta mas o menos compleja
puede ser una tarea harto tediosa.

También existe la opcién consistente en aplicar primitivas simples (rotacion,
torsién, ...) a objetos aplicando una o méas matrices de transformacién a sus
vértices, [Bar84], para ver un ejemplo véase la figura

El resto de este capitulo se dedicara al estudio de la forma en que se puede
aplicar el modelo de BSpline4D a las deformaciones libres de forma, en particular
para las deformaciones basadas en restricciones. La estructura del capitulo sigue
con una primera introduccion a las deformaciones de formas libres, para luego
pasar al estudio de las deformaciones basadas en restricciones para posteriormente
elaborar un modelo de deformaciones basado en restricciones compatible con
el modelo de BSpline4D. Finalmente se procedera a extender el modelo para
contemplar trayectorias no lineales en las restricciones.
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Figura 6.1: Deformacién de objetos por aplicacién de matrices de deformacién a los
vértices utilizando primitivas simples. Ejemplos extraidos de [Bar84].

6.1. Deformaciones de formas libres

Las deformaciones de formas libres (FFD o Free-Form Deformations) permi-
ten modelar objetos de una manera sencilla. Segin este modelo, la deformacién
se basa en la definicién de espacios descritos mediante mallados volumétricos
basados generalmente en las ecuaciones de Bernstein—Bézier; dentro de estos es-
pacios se situan los objetos a deformar. El proceso de deformacién se aplica al
espacio volumétrico y los objetos que en él se han situado se deforman de manera
coherente. Los objetos susceptibles de ser deformados con esta técnica pueden
ser representados tanto con series de vértices, es decir con objetos poliédricos o
mallados (en definitiva con modelos discretos) como con formas paramétricas e
incluso con formas implicitas, aunque con la pérdida de la funcién matemética
que las define. En esencia es posible utilizar gran parte de las representaciones
descritas en el capitulo

En general debe tenerse en cuenta que las propiedades o caracteristicas intrinse-
cas de los objetos pueden perderse en el proceso de deformacién. Un ejemplo claro
es que partes que originalmente son interiores pueden convertirse en exteriores,
otro ejemplo es el de las autointersecciones, en donde parte del objeto deformado
se cruza consigo mismo. Es preciso pues tener presente que la utilizacién de estos
modelos de deformacion puede permitir una modelizacién visualmente aceptable
aunque requerird de un elevado grado de responsabilidad por parte de quien los
utilice a la hora de realizar la manipulacion para que la deformacién sea adecuada.

Los objetos poliédricos, descritos en razon de sus vértices y caras, son los
mas utilizados con estos modelos debido a que al estar su estructura definida por
la relacion de los vértices formando aristas, y éstas a su vez formando caras, es
facil mantener la relacién de vecindad entre los vértices y por tanto mantener de
alguna forma la esencia del objeto pese a su deformacion.

El principio de estos modelos es simple, los vértices del objeto a deformar
se definen en un sistema de coordenadas que determina el entorno a deformar.
Dicho entorno suele representarse como un mallado regular. La modificacion de
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este sistema de coordenadas, su deformacién, provocara que deba recalcularse la
posicién de los vértices del objeto a tratar y, en consecuencia, éste es a su vez
deformado. A partir de los trabajos de Sederberg y Parry [SP86] ha habido una
considerable aportacién por parte de diversos investigadores en el area ([DHI9I],
[CF01], [RGLGOT]).

En [Coq90] se propone una extensién al modelo FFD (Eztended Free—Form
Deformation o EFFD). Su propuesta consiste en modificar la forma de una super-
ficie a través de su adaptacién a un espacio definido por un mallado con formas
arbitrarias. El espacio viene definido por un volumen Bézier. El usuario define la
forma del mallado que a su vez determina la forma de la deformacién. El pro-
ceso es equivalente al definido para el modelo FFD a excepcién de la forma del
mallado original. De forma parecida, en [LW94] el espacio en el que se inscri-
be el objeto a deformar se describe como un volumen NURBS. En cambio en
[CR94] se propone una variante en la que la deformacién se plantea en base a
una generalizacion del algoritmo de de Casteljou, por la aplicacion iterativa de
transformaciones afines, en donde el objeto a deformar se adapta a una curva
de Bézier que sirve como referencia a la deformacién. Desde el punto de vista
computacional su planteamiento resulta mas eficiente que el modelo original de
[SP8a].

En [MQO0] se plantea la utilizaciéon de un espacio volumétrico basado en
el esquema de subdivisién de Catmull-Clark, [CCT78§], la deformacién se obtiene
mediante la aplicacién recursiva de la subdivisién sobre un entramado de vértices
de control especificados por el usuario.

Un enfoque diferente es el que aparece en [Cel90] y [CGI1] en donde se propone
un modelo basado en elementos finitos. El método de elementos finitos es utilizado
para generar primitivas que permitan la construccién de objetos deformables a
los que aplicar un nuevo estilo de modelizacién de formas libres. Las primitivas
se deforman auténomamente para minimizar un funcional de energia sujeto a las
restricciones geométricas impuestas por el usuario y a las cargas que se definan.
Esta aproximacion requiere una menor interaccion por parte del usuario debido
a que el objeto manipulado puede ser parametrizado independientemente de los
grados de libertad necesarios para describir su forma.

En algunos casos, [HHK92], el entorno en el que se integra el objeto a deformar
queda oculto y se plantea la deformacion a partir de la manipulacién directa de
dicho objeto, de manera que los puntos del espacio a deformar cambian gracias
a una aproximacion por minimos cuadrados.

En [RM93] y [RNM95] se utilizan las FFD para aproximar objetos a partir de
nubes de puntos obtenidas mediante técnicas de digitalizacion, como por ejemplo
tomograffas. Algo parecido se propone en [MMT97] en donde se describe un
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modelo de representacién de la musculatura, en particular del movimiento de
una mano. En [FvdPT97] se plantea un modelo dindmico, es decir, se dota de
movimiento a los objetos de manera que la deformacién que se les aplique no
sea instantdnea sino que se produzca dicha deformacién durante un periodo de
tiempo. El resultado busca dotar a los objetos de un movimiento al estilo de los
dibujos animados.

Dentro de lo que se entiende como Free-Form Deformations es en donde se
encuadran los modelos simples de deformaciones basadas en restricciones, Scodef,
[BR94], [RNDIS].

En este capitulo se realiza un estudio de un modelo simple de deformaciones
basado en restricciones geométricas. Dicho modelo se basa en el propuesto en
[BR94] extendiendo el mismo para contemplar deformaciones a lo largo de tra-
yectorias no rectilineas. El estudio puede ser considerado como una extensién del
trabajo descrito en [CGMPOS].

6.2. Scodef - Simple Constrained Deformations

En el trabajo descrito en [BB91], que puede ser considerado como un trabajo
seminal, se propone un modelo que permite representar deformaciones basadas
en restricciones establecidas por los usuarios. El sistema implementado, denomi-
nado DOGME por los autores, ha seguido evolucionando con el tiempo con la
contribucién de otros trabajos. El planteamiento parte de la consideracién de que
tanto el espacio original como el deformado son espacios n-dimensionales, R", que
en realidad son proyecciones de un espacio R™ de dimensién superior (es decir
m > n), algunos autores citan al modelo como nD-defomations. La deformacién
se define como la composicién de una funciéon F : R™ — R™, que se encarga de
transformar los puntos del espacio original en R™ en puntos del espacio R™, con
una proyeccién (7' : R™ — R", con una matriz de proyeccién M) del espacio
R™ al espacio deformado R", véase la figura[6.2] Es decir, si n es la dimensién del
espacio en donde se encuentra el objeto a deformar S, entonces la deformacién
de S, D(5), se caracteriza por la funcién de deformacién D : R" — R™

D(S) =S +d(S) =S, (6.1)

siendo S el objeto deformado y d : R —s R™ la composicién de una funcién F :
R™ — R™, que especifica cémo se aplica la deformacion a cada uno de los puntos
del objeto a deformar, con la transformacién lineal M : R™ — R”, representada
por su matriz y calculada de manera que se satisfagan todas las restricciones
establecidas, combindndolas de manera adecuada. La matriz de proyeccién puede
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Figura 6.2: Modelo de proyecciones Scodef. Un objeto definido en un espacio R™ es
proyectado a un espacio R™ de dimensién superior mediante una funciéon F y luego es
proyectado nuevamente a R™ mediante otra funcién, T'.

calcularse de manera que se cumplan ciertas restricciones, previamente impuestas,
en el desplazamiento de algunos puntos respecto del espacio original. Asi pues

S=58+4(MoF)(S)=5+MF(S),

y por consiguiente
d(S) = M F(9), (6.2)

en donde se representa con M la matriz de la aplicacién lineal M.

Con este planteamiento se consigue una deformacién con las siguientes carac-
teristicas:

= Se deforma todo el espacio en el que se inscribe el objeto.

» La deformacion se puede definir interactivamente con facilidad, simplemente
desplazando algunos puntos, las restricciones.

= Las restricciones impuestas pueden dar lugar a méas de una deformacién,
para calcular la matriz de proyeccién M serd preciso utilizar algiin meca-
nismo de optimizacién, como puede ser el de minimizar la distancia a un
punto dado o bien minimizar los desplazamientos.

= La forma de la funcién de deformacién, F, puede permitir deformaciones
globales, es decir que afectan a todo el espacio, o bien a deformaciones
locales, que restringen su ambito de aplicacién a una parte del espacio y de
los objetos o partes de los mismos que en ella se encuentren. Si F se define
como una funcién de base B-Spline puede conseguirse facilmente el efecto
de deformacion local.

= El modelo es aplicable a objetos de cualquier dimension.

Este planteamiento puede ser considerado como perteneciente a la categoria
de FFD, en donde todo el espacio es deformado, pero en este caso solamente se
realizan calculos para los puntos de interés.
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Este mismo concepto se desarrolla en [BR94] que puede ser considerado como
el primer trabajo sobre Scodef. En él se formaliza el concepto de Scodef tal y
como es conocido en la actualidad. Las funciones de deformacién se definen como
funciones de base B-Spline y se introduce el concepto de radio de influencia de
las deformaciones, es decir: las deformaciones se aplican afectando a un punto del
objeto y a un entorno del mismo en el espacio en el que estd inmerso. Ademas se
plantea la posibilidad de aplicar dos o més restricciones que actiien simultianea-
mente sobre el objeto. La funcién de deformaciéon d : R — R” para cada una
de las restricciones se describe como:

Q) = (19241, (©3)

siendo f; la funcién de deformacion que se aplica al punto @) del objeto a deformar,
R; es el radio de influencia, C; es la restriccion y B; es una funcién de base B-
Spline centrada en 0 y tal que B;(0) = 1y B;(1) = 0. De esta forma los puntos que
estén a una distancia de C; mayor que R; no quedaran afectados y los puntos que
estén mas cerca sufriran una deformacién proporcional a su distancia al punto Cj.
Surge un problema si dos restricciones aplicadas son tan préximas entre si que la
distancia entre sus puntos de aplicacién es menor que el radio de influencia de al
menos una de ellas, fenémeno que puede dar lugar a singularidades numéricas que
pueden provocar efectos no deseados en la deformacién resultante. Para minimizar
el problema se plantea la definicién de un segundo radio de influencia para poder
limitar el efecto negativo del solapamiento de las restricciones.

Ademsds se proponen una serie de extensiones al modelo basico como son:

1. La aplicacién de la restriccién no se realiza solamente sobre un punto del
objeto sino que se aplica a una region del mismo, todos los puntos que estén
a una distancia menor que r; del punto C; se deforman igual. La forma de
la funcién de deformacién cambia:

- 17 HQ_C’LHSTM
Q) = B; (7”Q7%H7”) , Q =Gl > .

2. La definicién de zonas de influencia con diferentes parametros para cada
dimension:

j=1 ij
3. Utilizar una parametrizaciéon local de las deformaciones, definiéndose un
sistema, de referencia de coordenadas para cada restriccién. De esta forma
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el resultado de las deformaciones es mucho mas preciso aunque el coste
computacional es mucho mas elevado.

6.2.1. Extensiones al modelo Scodef

Trabajos posteriores han extendido la funcionalidad original de las deforma-
ciones basadas en restricciones. En [RNDO98] se describen una serie de extensiones
para las Scodef, las e-Scodef. En dicho trabajo se propone un modelo general para
la funcién de deformacién, f. Estableciéndose tres restricciones que debe cumplir
dicha funcion:

1. fi(C;) = 1 para satisfacer la restriccién de C;.

2. fi(Ci + R;) = 0 segun la definicién del radio de influencia, que puede ser
considerado como un desplazamiento.

3. f debe ser continua para asegurar la continuidad de la deformacién.

En el trabajo se define también una extensién del radio de influencia, defi-
niéndose, en lugar de una region circular centrada en el punto de aplicacién de la
restriccién, lo que se denomina un contorno de influencia que virtualmente puede
ser de cualquier forma. En particular, en el trabajo se propone la utilizacién de
supercuddricas y también de formas estrellada&{ﬂ Este planteamiento permite que
si una restriccion C; engloba en su contorno de influencia el punto de aplicacién
de otra de las restricciones, C}, es decir si ambas restricciones son no disjuntas,
entonces se puedan recortar los contornos de influencia mediante un hiperplano
ortogonal a C;C; de manera que se mantenga la convexidad de los contornos y a
la vez se elimine el problema del solapamiento de las restricciones.

Hasta el trabajo de [RN.J99] no se plantea la posibilidad de que la deformacién
aplicada por la restriccién siga una trayectoria. En este trabajo se propone mo-
dificar el modelo de e-Scodef para que también se pueda definir una trayectoria
que deberan seguir las partes del objeto sujetas a deformacion. El nuevo modelo
de desplazamiento se formula de la siguiente forma:

d(U) = Mg(U) VU €R", (6.4)

siendo ¢g(U) una nueva funcién de deformacién que combina el efecto de una
funcién de desplazamiento, T', con la funcién de deformacién (6.3)):

g(U) =T(f(U)) VUeR"

1Un objeto n-dimensional A tiene una forma estrellada respecto a un punto H si para cual-
quier punto M de A el segmento M H pertenece a A.

194



6.2. Scodef - Simple Constrained Deformations

T representa la trayectoria que debera seguir el punto asociado a la restriccion.
En el trabajo se propone que T sea una curva de Bézier, de manera que el primer
punto de control se asocia con el punto C; del objeto y el ultimo punto con el
lugar en donde debe ir a parar dicho punto como resultado de la deformacién;
los puntos intermedios permiten describir la trayectoria y por tanto la forma de
la deformacién. Este planteamiento permite combinar muy facilmente T y f.

Segin como se defina la trayectoria, los objetos deformados con este plantea-
miento pueden resultar aplastados. En [RNJ00] se propone una solucién que palia
en parte el problema mediante el desplazamiento del lugar al que va a parar cada
punto segtin el vector normal al punto correspondiente de la curva de la trayecto-
ria. Ademaés se contempla la posibilidad de la aplicacién de miltiples restricciones
mediante la reescritura de , aplicando a cada punto del objeto el resultado
de la influencia de todas las restricciones definidas. Asi, si hay r restricciones, el
desplazamiento del punto () sera:

d(Q) = Z T;(M; fi(Q)).

En [BGO03] se refina el mismo planteamiento de deformaciones siguiendo trayec-
torias curvas ampliando el concepto para definir deformaciones curva—curva, en
donde, en lugar de definir un punto al que se aplica una restriccién, se define
una curva sobre el objeto a deformar que determina el conjunto de puntos a los
que se aplica la restriccién. Dicha restriccion puede seguir una trayectoria curva.
También se describe la forma de definir volimenes de influencia, que se corres-
ponden con el interior de cualquier poliedro. El modelo presentado, una extension
de DOGME, ha sido diseniado e implementado para su uso en entornos virtuales,
IBGO4].

Otras extensiones del modelo se han centrado en la definicién de diferentes
métodos para representar el drea de influencia, [JLP0O|, o sobre diferentes mode-
los de representacion de las superficies, por ejemplo en [LRN06] se aplican Scodef
sobre superficies de subdivisién. Otro planteamiento muy interesante es el pro-
puesto en [LGO5] y en [LGRGOT] en donde se aplican Scodef sobre superficies
NURBS estableciendo el desplazamiento, m(i,j) de cada punto de control de la
superficie, P(i,j) segin la expresion:

(i g) = £(6.4)
7 ZZ:O Z?io Rk,l(u7 v)f(ka l)

siendo e = MM el vector que une el punto M, el lugar original de la restriccidn,
con el punto M, el destino de dicho punto. La funcién f representa el medio para

e, (6.5)
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determinar qué puntos de control quedan afectados por la restriccién, Ry (u,v)
se define como:

Nip(u) Ny g(v)wy
Z?:o Z;'n:o NLP(U)Nj,q (U)wi,j ’

Ry (u,v) =

siendo IV las funciones de base B-Spline de la superficie NURBS y w; ; el peso
asociado al punto de control F; ;. Para el caso de deformaciones compatibles con

el ideal Scodef, f(k,1) = Ry (u,v).

En el mismo trabajo se propone también la deformacién de superficies NURBS
siguiendo una trayectoria realizando el proceso de deformacién a lo largo de una
serie de pasos y en cada uno de ellos calculando una restricciéon puntual adecuada
para realizar una deformacion utilizando . La trayectoria viene definida por
una curva NURBS, C(t), t € [0,1] de manera que el punto M, lugar en donde
se fija la restriccién marca el lugar del primer punto de la curva (y por lo tanto
del primer punto de control) y el lugar a donde debe ir a para dicho punto
corresponde con el dltimo punto la curva (y por lo tanto del ltimo punto de
control). La curva es recorrida iterativamente en una serie, N, de pasos discretos
(los autores proponen como valor de N diez veces el producto del grado de la
curva por el nimero de puntos de control de la misma), a cada paso se define una
restriccién temporal para hacer que los puntos de control cambien para ajustar
la superficie. Surge el problema de la cantidad de puntos de control necesarios
para poder ajustar de una forma adecuada la deformacién de la superficie a la
curva de trayectoria. Ademads, la superficie resultante deja de ser una superficie
NURBS.

6.3. N-Scodef

A continuacién se detalla un método generalizado de deformaciones basado en
Scodef que permite su aplicacién a superficies BSpline4D, permitiendo que éstas
mantengan sus propiedades. El método propuesto permite la utilizacion de un
elevado niimero de funciones de deformacién que podréan ser aplicadas al conjunto
de restricciones impuestas por el usuario con una gran cantidad de diferentes
zonas de influencia. Ademas se realizara el estudio de un conjunto de normas y
distancias para determinar su adecuacién a la hora de calcular la deformacion
y las zonas de influencia de las restricciones, de manera que se pueda conseguir
representar el mayor nimero posible de formas de aplicar las deformaciones.

196



6.3. N-Scodef

6.3.1. N-Scodef una extension de Scodef

Partiendo de la notacién expresada originalmente en [BB91] y después utili-
zada en [BR94] a la hora de definir las deformaciones simples basadas en restric-
ciones (Scodef) la deformacién de un objeto se define mediante la manipulacién
de las denominadas restricciones, puntos seleccionados por el usuario que deben
tener un determinado comportamiento durante la deformacién del objeto a tratar.

A partir de la funcién de deformacion escogida y de las restricciones definidas
por el usuario se calcula la matriz de proyeccion, M, con la que se podra asegurar
que las restricciones impuestas se cumplan.

La zona de influencia de una restriccién se define como el conjunto de puntos
del modelo de referencia, el objeto original, cuya distancia a la restriccion es menor
que un cierto valor, el denominado radio de la zona de influencia. Evidentemente,
la forma de la zona de influencia cambiard dependiendo de la forma en que se
calcule dicha distancia y de la manera en que se determine el radio de influencia.

El proceso de deformacién se descompone en tres fases:

1. Seleccién por parte del usuario de los desplazamientos, D;, del conjunto de
restricciones, C;, asi como la definicién de la zona de influencia de cada
restriccién. Eleccién del radio de influencia, R;, y de la formulacién de
F. De esta forma, dado cualquier punto Q € R™ se puede determinar su
desplazamiento respecto de las restricciones definidas mediante:

Q) =>_ M; fi(Q), (6.6)
=1

en principio f;(Q) puede ser tal y como se define en o bien cualquiera de
sus extensiones. La ecuacién puede ser reescrita como d(Q) = MF(Q)
siendo M una matriz de n filas y r columnas, una para cada una de las
restricciones, F((Q) es un vector de dimensién r formado por las funciones
fi para cada una de las restricciones.

2. Calculo de la matriz de proyeccién, M, de manera que se satisfagan las
restricciones impuestas por el usuario. Es decir, se debe resolver el sistema
de ecuaciones lineal; d(C;) = M F(C;),1 < i < r, siendo r el nimero
de restricciones y F = (f1, f2,..., fr). La influencia que una restriccién
pueda tener sobre otra dependera principalmente de la forma de la region de
influencia y del radio de influencia. Si existe un solapamiento en las regiones
de influencia puede darse el caso que la deformacién no se desarrolle como es
de esperar, entonces deberd establecerse un mecanismo que permita paliar
el problema, este aspecto se estudia con mayor detalle en el apartado [6.3.2
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a) b) c)

Figura 6.3: Aplicacién de una deformacién simple basada en restricciones. a) El objeto
a deformar: un cilindro. b) Las restricciones mostradas como un punto sobre la superficie
del cilindro y el lugar al que debe ir a parar el punto, también se muestra la zona de
influencia como una esfera de puntos. ¢) El cilindro una vez aplicada la deformacién.

3. Con la matriz de proyeccién M ya calculada se puede proceder a deformar
el objeto a manipular aplicando las ecuaciones (6.1)) y (6.2)).

En la figura se muestra un ejemplo en el que se aplican varias deforma-
ciones sobre un cilindro.

En el trabajo presentado en [BR94] las restricciones corresponden a puntos
definidos sobre la superficie del objeto a deformar o cercanos a ésta. Para cada
uno de estos puntos se define un desplazamiento, de manera que se indica cual
serd la posicion que dicho punto ocupard una vez que la deformacién del obje-
to se haya realizado. El desplazamiento se expresa como un vector lineal, pero

también podria ser especificado mediante una curva ([RNJ99], [RNJ00], [BG03],

El objetivo es deformar un objeto (en principio una curva o superficie) BSpli-
ne4D, S, de una forma interactiva y siguiendo el esquema descrito previamente.
El usuario tiene que definir los puntos sobre el objeto sujetos a restricciones y sus
desplazamientos, que pasaran a formar parte de la funcién de deformacién que
se aplicard sobre S.

La deformacién se expresa, de acuerdo con de la siguiente forma: sea
d:R"™ — R" (usualmente n = 2,3 0 4) la funcién de deformacién que representa
el desplazamiento de los puntos de una superficie BSpline4D, d(S(u,v)) siendo
(u,v) € [0,1]?. La funcién es de la forma:

V(“?”) € [Oa 1] X [O’ 1] d(S(u,v)) = ZM’L fi(S(u,v)),
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b) ) d)

Figura 6.4: Elementos de una deformacién basada en restricciones y su accién sobre
una superficie NURBS. a) La funcién de deformacion, b) Restriccién seleccionada (punto
amarillo sobre la superficie) y desplazamiento de dicha restriccidn, la esfera de puntos
muestra la zona de influencia, ¢) muestra la superficie deformada con la restriccién su-
perpuesta, y d) muestra la deformacién tal cual resulta.

siendo

= 7 el niimero de restricciones impuestas por el usuario.

= M, la i-ésima columna de la matriz M.

] ﬁ : R — R una funcién escalar monétonamente decreciente definida de
manera que f;(0) =1y fi(z) = 0Vz : |z| > 1. Ademis estd asociada a la
restriccién C;. Dicha funcién determina la influencia de la restricciéon sobre
cada punto de la superficie S(u,v). De esta forma la funcién f; : R" — R
dependiente de las restricciones C; y de los radios de influencia R; de cada

una de ellas, se define como:

stu ) = 7 (1P =C1), (67

De manera que para cada punto @ = S(u,v) se cumple

1, si |Q —Cil| =0,
fi(Q) = 0, si |Q—Cill > Ry, (6.8)

0 < fi(Q) <1, en otro caso.

De cara a asegurar la continuidad de la superficie deformada, f; debe a su vez
ser continua. En este caso la funcién F = (fi1, fa,..., fr) es una funcién vectorial
cuyas componentes son funciones continuas.

En la figura se muestran graficamente los componentes descritos. Tanto
la zona de influencia como la funcién de deformacién son calculadas utilizando
la distancia euclidea. Si un punto de la superficie se encuentra dentro de la zona
de influencia de la restriccién entonces dicho punto es deformado con lo que su
ubicacién en el espacio cambia. La deformacion se aplica exclusivamente sobre
los puntos que se encuentran originariamente en la zona de influencia de una
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Figura 6.5: Algunas funciones de deformacién aplicables a las deformaciones basadas en
restricciones. Se definen a partir de una funcién de base B-Spline de grado 3, 2, 1y 0
respectivamente.

restriccién quedando el resto inalterados. La deformacion de los puntos sigue la
forma de la funcién de deformacién escogida, tal y como se puede ver en la figura
0.4

Es posible definir una gran variedad de funciones de deformacion que satisfa-
gan las condiciones descritas. Véase la figura en donde se muestran algunas
funciones de deformacion basadas en funciones de base B-Spline, en particular la
figura [6.5]a se corresponde con la funcién de deformacién introducida en [BR94]
y denominada radial deformation ya que permite una propagacién isotropica de
la deformacién. Obviamente la forma de cada funcién de deformacion, fi, influye
directamente en la forma en que se deforma el objeto, tal y como se puede obser-
var en la figura De cara a ofrecer una mejor funcionalidad, un usuario podria
escoger la funcién deseada dentro de un conjunto de funciones ya definidas.

Sin embargo no es solamente la forma de las funciones, f,-, lo que determina
la forma en que se deformara el objeto sino que, teniendo en cuenta la ecuacion
, la norma escogida y el radio de influencia de la regién son también aspectos
a tener en cuenta. El usuario debe poder cambiar ambos de manera interactiva ya
que de esta forma se consigue aumentar considerablemente el rango de posibles
deformaciones aplicables.

El concepto de radio de influencia, tal y como es introducido en [BR94], es
de gran ayuda en el proceso de deformacién ya que controla la localidad de las
deformaciones, limitando la influencia espacial de la restriccién [RNJ00]. El efecto
del radio de influencia puede observarse en la figura [6.7 en donde aparece una
superficie BSpline4D a la que se aplica una deformacion utilizando una region de
influencia esférica con diferentes radios y utilizando una distancia euclidea.
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a) b) c)

Figura 6.6: La forma de la funcién de deformacién afecta a la manera en que la defor-
macién se produce. En a) se puede apreciar el mismo objeto a deformar, un circulo, en
donde se ha seleccionado un punto y con la misma zona de influencia (esfera de puntos
alrededor). El resultado difiere: en b) la funcién de deformacién es la que aparece en la
figura[6.5la y en ¢) la funcién es la que aparece en la figura [6.5}c.

Figura 6.7: El efecto del radio de influencia: una superficie NURBS es deformada en el
punto central con un radio de influencia esférico, en a) el radio es menor y en c¢) mayor.
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Zona 1: Zona 2:
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Figura 6.8: Diferentes formas para determinar las zonas de influencia y sus respectivas
distancias. Estas formas son las que han sido utilizadas en las figuras [6.11] y [6.12]

Es posible utilizar zonas de influencia con formas no esféricas, y también es po-

sible utilizar distancias no euclidianas RNJ99, RN.J00, LGRGO7,

[CGMPO0§]. En la figura se muestran diferentes formas posibles para determi-
nar las zonas de influencia asi como las correspondientes distancias que pueden

ser aplicadas para calcular . Es posible utilizar envolventes definidas por su-
percuddricas en la misma forma en que se detalla en [BCA98| de forma que se
puedan definir facilmente diferentes envolventes. El usuario puede modificar la
forma de la superficie simplemente cambiando unos pocos parametros. De esta
forma pueden conseguirse con suma facilidad restricciones con zonas de influencia

anisotrépicas aplicables sobre los objetos a deformar.
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6.3.2. Interaccién entre diferentes restricciones

Las deformaciones descritas segiin el modelo detallado en el apartado anterior
son continuas ya que se definen mediante un aplicacién R®™ — R" definida como
una combinacién lineal de funciones continuas, definidas por la ecuacion .
De hecho el grado de suavidad de la superficie deformada depende del grado de
suavidad de las funciones definidas en . Asi, para un punto () de la superficie
a deformar, la funcién dada en puede expresarse, por ejemplo, como:

1Q — Cil|

Q) = (19241, (6.9)

siendo @ el punto considerado, C; una restriccién, R; el radio de influencia de la
deformacion y B; una funcién de base B-Spline centrada en 0 y que es igual a 0
en -1 y en 1. Es decir, f; es una funcién de distancia que vale 1 si Q = C; y que
vale 0 si ||Q — Cj|| > R;, de acuerdo con la ecuacién (6.8)).

Cabe recordar que las restricciones imponen el lugar en donde deben ir a
parar los puntos, C;, sobre las que son aplicados los vectores de desplazamiento
D;. Para ello debera determinarse cual es la forma de la matriz M. Para satisfacer
la restriccion C;, M debe ser tal que:

y asi el desplazamiento de C; se correspondera con la restriccion definida. Si n
es la dimensién del espacio considerado y r el nimero de restricciones definidas,
entonces M es una matriz n x r y F(C;) es un vector columna de dimension r;
y por lo tanto D; es un vector columna de dimensién n, siendo cada componente
el valor del desplazamiento en la correspondiente coordenada del espacio.

Sea D;; la j-ésima coordenada de D; y sea M; la j-ésima fila de M, entonces
de la expresién anterior se obtiene que

Dij=M; F(C;)) =F'(C;)-M] Viel, ...

y esto para cada una de las restricciones. Combinando todas las restricciones en
una ecuacién; se obtiene para la j-ésima coordenada que

Dy Fr(cy)
DiC)=| : |= : M =X M, (6.10)
D?‘J’ ]:T(Cr)

donde X es una matriz » x r obtenida a partir del producto de los valores de
F = (f1, fa, ..., fr) por las restricciones. Como puede observarse, el valor de X
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no depende de j en absoluto; lo que permite definir un sistema de ecuaciones
lineales para cada coordenada, siendo la solucién la correspondiente fila de M.
Por lo tanto, la solucién para la coordenada j-ésima serd la fila M.

En caso de que se decida utilizar més de una restriccion, dependiendo del
radio de influencia de cada una de ellas pueden darse dos casos, el primero es que
las restricciones no interfieran entre si:

Vi,j€1l,...,m i # G fi(Ci) =0,
con lo que X = I y por lo tanto

T

d(Q) = 3D, F(Q).

=1

es decir, que el desplazamiento de un punto @ se corresponde con la media pon-
derada de los desplazamientos de las restricciones. El peso o influencia de cada
restriccién sera inversamente proporcional a su distancia respecto a Q.

El segundo caso es el que contempla que las restricciones interfieran las unas
con las otras:

E|i,j€1,...,7‘, Z#]|f](cz)7é0

lo que en definitiva significa que las restricciones se aplican a puntos afectados
por la zona de influencia de otras restricciones:

d(Q) = Z M; fi(Q).
i=1

Mientras que el primer caso no representa ningiin problema anadido, no sucede
lo mismo con el segundo. En general, el desplazamiento de un conjunto de r
restricciones no disjuntas puede expresarse segin la siguiente expresion:

AC) - fU(G)
@Cy) ... dC)=M| . |, (6.11)
fr(cl) fr(Cr)

que representa un sistema de ecuaciones siendo M = (M7, Ma, ... M,) las incégni-
tas. Suponiendo el caso de una Scodef con solamente dos restricciones que tengan
el mismo radio de influencia, que éste sea mayor que la distancia que separa ambas
restricciones y que por lo demas sean idénticas; entonces se puede expresar:

f2(C1) = f1(C2) = a
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y por lo tanto la ecuacién ([6.11]) se reduce a:

e ey =ar ( §)=anm) () 1),

de manera que para conocer el valor de M = (M; M) seréd preciso resolver el
sistema:

aenac) (1) = (1 0) (10) = anam 1= n

1 -1 1 —a
—a )
a 1 1—a?2 1—a?

entonces el valor de M = (M; My) es:

siendo

1 a
M= @) -1 d%),
—a 1
Mo =)~ =4,
suponiendo que d(Cy) = —d(Cs2) entonces
M1 = —M2 = iad(ol)
y por lo tanto
a(c
1@ = T (1) - p(Q)

- 1—a

De este desarrollo se deduce que:

= Si la distancia entre las restricciones tiende a 0, entonces a tiende a 1, los
valores de M pueden crecen enormemente.

» Si d(C}) # d(Ca) y las restricciones coinciden (a = 1) entonces no existe
ninguna M que pueda satisfacer las restricciones, ya que lo que representa
tal situacion es que un mismo punto acaba en dos lugares diferentes una
vez aplicada la deformacién, figura [6.9]1.

» Como la magnitud de d(C1) es independiente de f1(Q) — f2(Q), un punto
Q) préximo a las restricciones, puede resultar desplazado muy lejos. Lo que
visualmente puede apreciarse como una rotura del espacio, esta situacion
puede producirse cuando la distancia entre dos restricciones es mucho menor
que la magnitud de los radios de influencia de las mismas. Véase la figura

E9le.
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e) f)

Figura 6.9: Comportamiento de un Scodef con dos restricciones. a) las restricciones,
disjuntas, antes de aplicar la deformacién y después, b). En c) y d) las restricciones estédn
cada vez més cerca la una de la otra. En ¢) las dos restricciones se aplican a puntos muy
préximos entre si. Finalmente en f) las dos restricciones se aplican al mismo punto, no
existe ninguna M que pueda satisfacer las restricciones.
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El sistema planteado en tiene una solucién unica, si no fuera asi el
usuario tendria la posibilidad de escoger de entre todas las posibilidades la que
se ajustara mds a sus intereses. Por ello, en [BR94] se propone un duplicado
de las restricciones, con lo que se incrementan los grados de libertad de (6.10)).
El resultado de ello es que para cada restricciéon se dispone de dos radios de
influencia que el usuario puede manipular de forma independiente y asi conseguir
ajustar la deformacién en las zonas donde puedan surgir solapamientos. Para cada
restriccion el radio mayor determina el radio de influencia de la restriccién y el
radio menor determina hasta qué punto la restriccién influye sobre los puntos.
El inconveniente de esta solucién es que la matriz X se convierte en singular y
para la solucién del sistema de ecuaciones se hace preciso utilizar el calculo de su
pseudoinversa.

En cambio, en [RND9§]| el problema se soluciona definiendo unas nuevas fun-
ciones de deformacién, parametrizando la zona de influencia de las restricciones
y anadiendo una regla de no influencia de las restricciones unas respecto de las
otras. Cada zona de influencia se delimita mediante una envolvente de influencia.

Para evitar las singularidades se separan las restricciones no disjuntas estable-
ciendo que las envolventes de influencia puedan ser cortadas por un hiperplano,
manteniéndose asi la convexidad. Para ello se realiza una comprobacién para cada
restriccién para determinar si existe otra que esté afectando a su punto de apli-
cacién, es decir, que la interseccién de las envolventes de influencia es no nula,
v en el caso de que asi sea la envolvente es cortada por un hiperplano ortogonal
al segmento que une las dos restricciones afectadas, de manera que cada punto
quede afectado solamente por una unica restriccion, véase la figura [6.10| para ver
un ejemplo en R2. El método es el siguiente:

Para cada i, j, i # j, sean C; y C; dos restricciones, y sean E(C;) y E(C)) las
correspondientes envolventes. Si C; € E(Cj):

a) Se determina el hiperplano P que pasa por C; y es ortogonal a la recta
Ci + MGGy

b) Si p € E(C;) N E(C;) y ademds p se encuentra en el semiespacio que no
contiene a C; entonces p queda en la zona de influencia de Cj.

c) Sip € E(C;)NE(C}) y ademas p se encuentra en el semiespacio que contiene
a Cj entonces p queda en la zona de influencia de Cj.

Con este método se consigue que la restriccién Cj no afecte a C; y, en conse-
cuencia, se puede asegurar que todas las restricciones seran disjuntas. La ventaja
de este planteamiento es que no requiere el cdlculo de pseudoinversas y por lo
tanto cabe esperar que sea mas rapido.
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' By

E(Cy)

Figura 6.10: Proceso para la separaciéon de restricciones no disjuntas mediante hiper-
planos. En a) se muestran dos restricciones R; y R; aplicadas a los puntos C; y C;
respectivamente y cuyas envolventes de influencia son E(C;) y E(C;), puede observarse
que C; € E(C;) por lo que las restricciones son no disjuntas. En b) se determina la recta
P que pasa por C; y es ortogonal a C;C}, los puntos de E(C;) N E(C}) que se encuentran
en el semiplano que contiene a C; pertenecen a E(C};), mientras que los que se encuentran
en el semiplano que no contiene a C; pertenecen a E(C}), c). Finalmente, en d) puede
verse como quedan definidos E(C;) y E(C}).

En [LGO5] se plantea una solucién iterativa que converge hacia la solucién
optima. En dicho trabajo se comenta, aunque no se demuestra, que en el caso
que haya restricciones no disjuntas el resultado es que los puntos afectados tienen
un comportamiento equivalente a la sustitucién de todas las restricciones por
una Unica situando el punto de destino en el baricentro de todas las restricciones
afectadas.

6.3.3. Particularidades de la implementacion sobre BSpline4D

Todo lo descrito hasta aqui es perfectamente aplicable a cualquier tipo de
objeto sin tener en cuenta el modelo de deformacién utilizado. El inconveniente
de utilizar modelos basados en BSpline4D es que la manipulacién de los mismos
a través de Scodef provoca la pérdida de la relacion entre el objeto representado
y su estructura, tal y como se puede observar en la figura en donde la super-
ficie cambia, pero los puntos de control de la misma permanecen inalterados. El
objetivo ultimo de este apartado es el de la aplicacién de Scodef sobre superficies
BSpline4D con la condicién de que éstas mantengan sus propiedades.

Para que una deformacién basada en restricciones de una superficie BSpline4D
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Figura 6.11: Deformacién de una esfera.
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Figura 6.12: Las mismas deformaciones de la figura pero aplicadas a un circulo. En
esta figura se muestran también las restricciones aplicadas.
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sea tal, un punto de la superficie debera ser trasladado a otro lugar del espacio, el
resto de puntos que se encuentren dentro del entorno de influencia de la restriccién
deberan ser trasladados segun sea la funcién de deformacién elegida. Si ademas
la superficie resultante debe seguir siendo una superficie BSpline4D, entonces los
puntos de control deberan ser modificados de forma coherente. Si la deformacion
es puntual, es decir el punto en donde se aplica la restricciéon se traslada a otro
lugar del espacio directamente, entonces el planteamiento descrito en [LG05] y en
[LGRGO7] es méas que suficiente.

Para una superficie BSplinedD S(u,v) de grado p y ¢ con m X n puntos de
control a la que se desea aplicar una deformaciéon basada en restricciones, sea C
el punto de la superficie en donde se aplica la restriccién y sea C el punto al
que debe ir a parar, de manera que D = C — C es el desplazamiento de dicho
punto como resultado de la deformacién. La superficie resultante S (u,v) serd una
superficie BSpline4D de grados p y ¢ y con m X n puntos de control de manera
que si S(u,v) = C entonces S(u,v) = C.

En general la ubicacién de cada punto de una forma BSpline4dD no queda
afectada por todos los puntos de control de la misma. Supdéngase el caso de una
superficie BSpline4D, al punto del espacio paramétrico (u,v) le corresponde el
punto del espacio S(u,v), el valor de dicha funcién (véase la ecuacién (4.31)),
en la pagina depende de las funciones de base B-Spline (4.25)), que, en
definitiva, determinan el grado de influencia de cada punto de control en la
ubicacién de (u,v). El valor de una funcién de base B-Spline, N;,(u), es 0 si
u & [U;, Uiy pt1)- Por lo tanto para un valor dado u € [U;, U;41) las tnicas funcio-
nes de base con valor no nulo son N;_p,,(u) ... N;,(u). Por lo tanto, para el caso
de una superficie, si el punto del espacio paramétrico (u,v) pertenece al intervalo
(Ui, Uit1) x [V}, Vjq1), entonces su ubicacion dependera solamente de los puntos
de control Py, i—p < k <14, j—q <[ < jsiendo py ¢ los grados de la superficie.

Asf pues, para convertir S en S, se deberd modificar cada punto de control
original, P;;, anadiéndole un cierto desplazamiento, m(i, j), para obtener un nuevo
punto de control desplazado P;;:

Pyj = Pj+ml(i, j). (6.12)
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Por lo tanto

n m
C = S(u,v) = Z ZNi,p(u)Nj,q(U)Pi'
i=0 j=0
=3 Nip(u)Nj g (0)(Py +mli, )
i=0 j=0
=D Nip()Njg(0) Py + 3 3 Nip(@)Njg(0)m(i, )
=0 j=0 i=0 j=0
=5(u,v) + D Y Nip(u)Njg(v)mli. )
i=0 j=0
=C + D,
de donde se deduce que
D=3% Nip(u)Njg(v)m(i.j). (6.13)
i=0 j=0

Queda por definir cémo debe ser m(i, j) para que la igualdad (6.13) se verifique.

De forma general, es preciso determinar qué puntos de control quedan afecta-
dos por la restriccién, y por lo tanto deberan modificarse. Cada restriccién tiene
una influencia sobre el punto C' = S(u,v) y los puntos de control que le afectan.
Para definir esta influencia se utilizard lo que pasard a denominarse funcion de
restriccion de localizacion, f (,7), que controlard la influencia de la restriccién
sobre el conjunto de puntos de control que afectan a C'. Es decir se define la fun-
cién f (i,7) para que, a la hora de definir la superficie resultado de la deformacion,
solamente los puntos de control que sea preciso modificar realmente cambien. La
funcién se define de manera que cada punto de control que influye sobre C' puede
quedar mas o menos afectado por la deformacion:

f:{0,...,n} x{0,...,m} — R*. (6.14)

Existe ademdas un condicionante adicional, consistente en que al menos algunos
puntos de control que cambien deberdan pertenecer a la envolvente convexa del
punto, es decir:

3(i,5) € {0,...,n} x{0,...,m} | Nj,(u)N;q4(v)f(i,j) # 0. (6.15)

En definitiva, f (i,7) indica qué puntos de control son afectados por una restric-
ciéon y en qué medida lo son. En principio cualquier funciéon que satisfaga las

212



6.3. N-Scodef

condiciones anteriores puede servir, en [LG05] se proponen varias, por ejemplo:

£, 5) =cos(i)cos(j),

. 1 2442
1 1 = 2

Una forma sencilla de determinar el valor de esta funcién es estableciendo que
dicha restriccién venga dada por las propias caracteristicas de la superficie a
tratar, de manera que las propias funciones de base utilizadas para expresar la
superficie sean utilizadas para determinar la funcién de localizacién, es decir:

f(i,3) = Nip(u)Njq(v)- (6.16)

Incorporando el concepto de restriccién de localizacién definido, se puede
definir el desplazamiento de los puntos de control, m(i, j), de la siguiente forma:

mi, j) = ' D, (6.17)

demostrandose la igualdad (6.13)):

i.p(U)Njq(v)m (i, 7)

<.
Il
o

S

I
1= 1M

NE

=

I
[en]
W.
[e=]

3

Ni,p(U)Nj,q(v)f(iv .7)

M=
NE

Nigp(u)Nig(v) f(k, 1)

I

S =

. Ii
o
2
Il
o

Si se utiliza (6.16]) entonces
Nip(w)Njq(v)

m

50 3 (Nip () Nig (0))2
k=01=0

m(i, j) = D. (6.18)

Observando las expresiones y se puede comprobar la exigencia
de que la funcién de restriccion de localizacién deba satisfacer y .
En la figura pueden verse algunos ejemplos de deformaciones obtenidas me-
diante el método descrito, en la figura se puede observar el resultado de aplicar
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Figura 6.13: Dos ejemplos de deformacién de una superficie mediante la aplica-
ci6n de una restriccién lineal. a) la superficie con la restriccién definida; b) la
deformacién mostrandose los puntos de control y la restriccién; c) la superficie
deformada con la restriccién; d) la superficie tal cual resulta.
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la restriccion en un punto coincidiendo con un punto de control, imagenes de la
izquierda, y también en un punto arbitrario, imagenes de la derecha.

En definitiva, mediante la utilizacién de la funcién de restricciéon de locali-
zacioén, f (i,7), se consigue que para cada punto de control, P ;, cuya imagen
paramétricaﬂ caiga fuera de la zona paramétrica de inﬂuenciaﬂ se mantengan
inalterados ya que f (i,7) = 0. En cambio, para los puntos de control cuya ima-
gen paramétrica caiga dentro de la zona paramétrica de influencia, f(i,j) repre-
sentard la medida en que P;; deberd cambiar, tanto mds cuanto mds cerca se
encuentre la imagen paramétrica de F;; del punto del espacio paramétrico al que
se aplica la restriccién. Si en la zona paramétrica de influencia no hay suficientes
puntos de control como para realizar la deformacién, previamente a su cdlculo se
debera proceder a anadir los suficientes puntos de control para poder asegurar
que la deformacién se podré realizar de forma correcta.

6.3.4. Restricciones sobre trayectorias

La definiciéon de una deformacién basada en restricciones siguiendo una tra-
yectoria sobre una superficie BSpline4D de manera que ésta preserve sus propie-
dades es un trabajo no del todo resuelto. Un planteamiento como el descrito en
[LGO5] y en [LGRGOT] no parece suficiente. En esta seccién se propone una forma
alternativa para realizar esta operacion.

Los principales elementos a considerar para poder definir una deformacién
basada en restricciones segtin una trayectoria son los siguientes:

= La curva de trayectoria, C?, que determinars la trayectoria que deberd se-
guir la deformacién. Vendra dada por una curva BSpline4D.

= La curva de perfil, CP, que determinara el contorno de la deformacién. En
lugar de definir un entorno de influencia mediante algin tipo de funcién
matematica, se puede definir mediante una curva BSpline4D, en principio
cerrada, que determinara el area a deformar. La curva bien puede ser indi-
cada mediante un proceso interactivo con el usuario, en el que se dibujaria
dicha curva sobre el propio objeto, o bien puede ser seleccionada una curva
ya definida que seria aplicada sobre el objeto en la zona a deformar.

Las curvas implicadas pueden tener el espacio paramétrico definido entre cua-
lesquiera dos valores reales a y b, con la tnica restriccién que a < b (aunque por

2La imagen paramétrica de un punto de control P;; se define como el punto (u,v) del espacio
paramétrico de la superficie para el que la influencia de P;; es méaxima.

3La regién del espacio paramétrico cuyos valores tienen una imagen que se encuentra en la
zona de influencia de la restriccién.
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simplicidad se supondrd a = 0y b = 1), con cualquier grado, nimero de nodos y
numero de puntos de control.

La idea es que la curva de perfil seguird el camino definido por la curva de
trayectoria orientandose segtin el plano normal, véase la figura [6.15] en cada
punto y escalada segtin una funcién andloga a la funcién de deformacién ,
de forma parecida a la que se muestra en la figura El recorrido sera desde
el punto C*(0) hasta el punto C*(1). En aras de la generalidad se supondra que
tanto las curvas suministradas como la superficie a deformar pueden ubicarse en
cualquier lugar del espacio. Por lo tanto la curva de trayectoria puede que no
esté en contacto con la superficie. El punto, x, de aplicaciéon de la restriccién
sobre la superficie S serd el correspondiente al de minima distancia entre C*(0)

y S.

Al ser una curva cualquiera, la curva de perfil no tiene por qué tener un
tamano acorde con la regién sobre la que se va a realizar la deformacion ni
tampoco tiene por qué estar situada en el lugar deseado. Por ello, para que la
curva de perfil determine el contorno de deformacién, primeramente deberd ser
orientada de manera que se sitiie sobre S en el lugar en donde se vaya a realizar la
deformacién, el punto x antes descrito. Sin pérdida de generalidad se procedera a
trasladar CP de manera que el baricentro de los puntos de control coincida con
x, aunque podria utilizarse cualquier otro criterio.

De cara a ajustar la dimensién de CP se definird también una funcién de
distancia que determinard el drea de la superficie que quedara afectada por la
deformacién. Esta distancia fijard un factor de escala para C? de manera que
ésta se ajuste de forma adecuada. Asi, si se determina que el radio de influencia
de la restriccién es 7, y x se encuentra a una distancia [ de C*(0), entonces la
distancia efectiva que determina la escala de la curva serd d = vr2 —[2. Por
lo tanto, CP quedard inscrita en la circunferencia de radio d centrada en x y
orientada segin el plano rectificante de S en x. Si la distancia [ es mayor que
el radio r la superficie no se vera afectada por la restriccién. En la figura
se muestran los elementos indicados, en esta figura se representa CP como un
circulo.

Por lo tanto para calcular la deformacion se deberad proceder a ajustar los
puntos de control de la superficie de manera que la regién que se encuentre a
una distancia menor o igual a d del punto x, de minima distancia entre S y
Ct, se ajuste a CP. La distancia que separe cada uno de los puntos del punto x
servird para determinar el lugar al que debe ir a parar, para ello se utilizaran

funciones del estilo de la descrita en (6.3)).

La forma que adoptara la superficie en la zona deformada y la manera en que
lo hard recuerda la técnica descrita en [PT97] para la generacién de superficies de
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c'(1)

Figura 6.14: Elementos a considerar para realizar una deformacion sujeta a una trayec-
toria.

plano osculador

@ rectificante
curva——,

Figura 6.15: Para cada punto, u de una curva definida en el espacio se definen tres
vectores ortogonales, T', el vector tangente a la curva, N, el vector normal y B el vector
binormal.
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a)

c)

Figura 6.16: Para una curva en el espacio, en cada punto es posible determinar cuales
son los vectores tangente (en rojo), normal (en amarillo) y binormal (en azul) y por ello
es posible determinar el plano normal en cada punto, ¢). De esta forma es posible conocer
la orientacion de la curva en cada punto.

barrido (swept surfaces). Por ello se realizara primeramente un estudio de dicha
técnica para determinar su adecuacion al modelo BSpline4D y a la deformacion
de las superficies basada en restricciones.

Superficies de barrido

Una superficie de barrido se define a partir de una curva de trayectoria, C*(v),
y una curva de perfil, CP(u), cualesquiera:

S(u,v) = C'(v) + A(v)E(v)CP(u) (6.19)

siendo

» E(v) una matriz de escalado que permite ajustar el tamano de CP(u) en
funcién de v,

» A(v) es una matriz de transformacién que permite pasar de un sistema de
referencia global a uno local orientado segiin sea conveniente.

Si se expresa

3

C'(v) = ' N;jp(v) P! (6.20)
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y
CP(u) =Y Nig(u)F?, (6.21)
i=0
entonces
S(“’ U) - Z Nj,p(v)P; + A(’U)E(U) Z Nz7q(u)Pf
. m = (6.22)
= > Nip(0)P} + Y Nig(u) A(v) E(v) Y,
Jj=0 i=0

teniendo en cuenta la propiedad particién de la unidad de las funciones de base
B-Spline:

> Nig(u) =1,
=0
=0
se puede arreglar la expresion:
D NP+ Nig(u)A(v) E(v) P! =
Y Nig(uw) Y Njp(0)Pf 4+ Y Nip(v) Y Nig(u)Av) E(v) PF =
i=0 =0 =0 i=0
DD Nig(wNjp()Pf+ Y > " Njp(v)Nig(u) A(v) E(v) Y,
i=0 j=0 =0 i=0
y por lo tanto
S(u,v) =Y > Nig(u)N;p(v) (P} + A(v)E(w)PP). (6.23)

Por lo tanto los puntos de control de S(u,v) se obtienen a partir de los puntos
de control de C*(v) (Pfj=0,...,m)y de CP(u) (P’ i=0,...,n):

Pj=P/+A@W)EW)P’ i=0,...,nj=0,...,m. (6.24)

1
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Si el desarrollo se realiza para superficies NURBS, partiendo de curvas NURBS
la expresién que se obtiene es
n
2 3 Nig(u) Njp(v)wiw; (P + A(w)E(v)PY)
S(u,v) = =270 . (6.25)

m n
Z:O ZO Ni,q(U)Nj,p(U)wiwj
=0 j=

[en]

En este caso, los pesos NURBS de la superficie se corresponden con el producto
de los pesos de C*(v) (w} j =0,...,m) y de CP(u) (w} i=0,...,n):

w? i=0,....,n5=0,...,m. (6.26)

Dependiendo de cuales sean las curvas elegidas, la funcion puede dar como
resultado superficies con formas no deseadas. Segin sea la forma de A(v) es
posible incluso que la forma obtenida no sea NURBS. Sin embargo con el método
que se describira en este apartado la generacién de superficies produce resultados
razonables.

Evidentemente, el resultado dependerd de como sean las curvas elegidas, si
la torsién o la curvatura de la curva de trayectoria son grandes es posible que el
resultado no tenga la continuidad que seria deseable, ademéas segin sea la tra-
yectoria, es posible que se produzcan autointersecciones. Todos estos efectos no
deseables pueden ser subsanados por el usuario que defina la superficie modifi-
cando convenientemente los parametros de las curvas.

La idea es determinar una serie de curvas de interpolacién CN'ZP (u) obtenidas a
partir de CP(u) desplazadas y orientadas convenientemente a lo largo de C*(v).
La superficie S(u,v) se obtendr a partir de la interpolacién de las curvas C? (u)
calculadas.

Para el célculo de A(v) serd preciso determinar para cada punto de control
de C* cual es su proyeccién sobre la propia curva C' de manera que se pueda
determinar cual es el triedro de Frenet para dicho punto. El valor de los puntos
de C*(v) para cada una de las curvas C?(u) serd el de minima distancia entre la
curva y el correspondiente punto de control. Por lo tanto serd la misma curva de
trayectoria, con sus caracteristicas, la que determinara la cantidad de curvas de
interpolacién necesarias. Asi pues, para cada punto de control P; siendo 0 < j <
m se deberd determinar el pardmetro v; € [Vj_4, Vj41) tal que:

Vo€ [Vimg, Vir) |IPf = C'(0))]] < ||P = C*(v)]]

Conocido v; es posible determinar el triedro de Frenet para el punto C’t(vj), y de
esta forma es posible conocer el plano normal, definido por los vectores normal
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y binormal, y el vector tangente; y con ellos se podra conocer la orientacion que
debe tener la curva Cf. Si T(C(vj)), N(C(vj)) y B(C(vj)) son, respectivamente,
los vectores tangente, normal y binormal de la curva C* en el punto v;, entonces
el valor de la matriz de transformacién A(v;) para CF (u) sera:

-1

T(vj)z N(vj)z B(vj)a
A(vj) = | T(vj)y N(vj)y B(vj)y : (6.27)
T(vj): N(vj): B(vj)-

Esta expresién es valida para orientar puntos definidos en R3. Teniendo en cuenta
que los puntos de las formas BSpline4D son de R* y que la cuarta dimensién
representa los pesos de los puntos de control, que no deben variar, la expresion
debe ser modificada para contemplar puntos de R* de manera que la cuarta
dimension no quede alterada:

-1

o ok ek

T(vj)y V5 )y vj)y O

AW =1 1), N(w). Blo), 0 (6.28)
0 0 0 1

Si el objetivo es orientar la curva de perfil segin el plano normal, la aplicacién
de A(v;) a los puntos de control de CP(u) directamente no es suficiente ya que si
el baricentro de los puntos de control de CP(u) no se encuentra en el origen de
coordenadas el resultado no es el esperado. Por lo tanto previamente a su orien-
tacion, los puntos de control deberan ser trasladados de forma que el baricentro
se sittie en el origen de coordenadas. A tal fin, resulta conveniente modificar F(v)
para que ademés de escalar la curva de perfil proceda a trasladarla de manera
que el baricentro, P,., de la misma coincida con el origen de coordenadas. Si el
baricentro de los puntos de control se puede expresar como

1 m
P.=— PP 2
mH; 7 (6.29)

entonces, teniendo presente las consideraciones que han llevado a (6.28|):

Siz 0 0 Pu,

. o s, 0o P,
Be)=| o ' i o (6.30)

o 0 0 1

Una vez orientados, serd preciso trasladar nuevamente los puntos para con-
seguir que el baricentro se sitiie en el lugar en donde se encuentra el punto de
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ct

k J
b
Figura 6.17: Orientacién de la curva de perfil. Una curva de perfil es trasladada al origen
de coordenadas, a. A continuacién se procede a cambiar su orientacién segun los valores

calculados para Pj’?, b. Finalmente se traslada la curva para que su baricentro coincida
con C*(vy), c.

control P}. Asf pues:

n
> By :

. _ pt ) p k=0 0§]§m7

P%J_‘Dj_'_A(’UJ) ‘Dz nt1 ) OSZSH

En la figura puede verse de forma grafica este proceso.

La generacién de superficies con este método permite obtener como resultado
superficies suaves. En las imdgenes [6.18] [6.19] y [6.20] pueden verse ejemplos de
superficies generadas con este modelo.

Como puede observarse en la figura la curvatura y la torsién de la curva
de trayectoria pueden ser determinantes a la hora de generar la superficie. Es
posible que si dichos valores son grandes, entonces no sea suficiente con establecer
que haya tantas curvas C’f como puntos de control tenga C!. En la imagen de
la izquierda, la curva de trayectoria es suficientemente suave como para que la
superficie generada sea a su vez suave, en cambio, en la imagen de la derecha esto
no es asi. La curva de trayectoria tiene un segmento con un importante cambio
en la torsiéon que provoca que la superficie generada tenga un aplastamiento en
la regién correspondiente. Es posible compensar dicho efecto mediante el proceso
de aniadir uno o més puntos de control en las zonas de la curva de trayectoria
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&

Figura 6.18: Dos superficies obtenidas a partir de la misma curva de trayectoria pero con
diferentes curvas de perfil. La curva de perfil mantiene sus dimensiones desde el principio

al final.

Figura 6.19: Dos superficies obtenidas a partir de la misma curva de trayectoria pero
con diferentes curvas de perfil. La curva de perfil disminuye su tamano de acuerdo con
. Las superficies se han generado con un cierto grado de transparencia para que se
pueda apreciar la curva de trayectoria sobre la que se han generado.
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a) b)

Figura 6.20: En general si la forma de la curva de trayectoria es suficientemente suave
los resultados son siempre razonables, a). Sin embargo, si la curva de trayectoria tie-
ne cambios grandes en su curvatura o torsién se pueden producir efectos como el del
aplastamiento de la curva de perfil que se puede apreciar en la figura b).

que tengan una curvatura o una torsién excesivos. De esta forma el algoritmo
no cambia, simplemente se precisa establecer un preprocesamiento previo para
determinar si tal modificacién es precisa, figura [6.21

Una vez desarrollada la técnica de generacion de superficies de barrido, falta
ahora plantear la posibilidad de extender el método para poder obtener la defor-
macion de una superficie previamente definida en lugar de tener la libertad de
ubicar puntos de control sin ninguna restricciéon adicional.

Deformacién de superficies mediante restricciones con trayectorias

Para definir las superficies segin el modelo basado en curvas de barrido ante-
riormente descrito, y de acuerdo con , se ha establecido que para cada punto
de control de la curva de trayectoria se debe obtener una curva de interpolacién
a partir de la curva de perfil. Tomando en consideraciéon que no se trata ahora de
generar una superficie completamente nueva sino que lo que se busca es modificar
una superficie ya existente, es muy posible que la superficie no disponga de sufi-
cientes puntos de control en la regién a deformar para poder ajustar dicha regién
a la forma deseada. Por lo tanto serd preciso asegurar la existencia de suficientes
puntos de control de cara a obtener un resultado correcto.

En la figura[6.22) se muestra un ejemplo ilustrativo: una superficie BSpline4D
a la que se desea aplicar una deformacién basada en una restriccién con rela-
tivamente pocos puntos de control, concretamente se trata de una superficie de
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a) b) c) d)

Figura 6.21: Para aquellas curvas de trayectoria cuya torsién o curvatura pro-
voquen efectos visualmente poco deseables, a), es posible realizar un preproce-
samiento de las mismas para anadir puntos de control adicionales que permitan
paliar, al menos en parte, el efecto no deseado. En la fila superior se muestran
superficies generadas con las mismas curvas de trayectoria y perfil, a medida que
se anaden puntos de control en la zona afectada el efecto se reduce. En la fila
inferior se muestran las correspondientes curvas de trayectoria con su poligono
de control.
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a)

Figura 6.22: Restriccién aplicada a una superficie BSpline4D. En a) se muestra la su-
perficie BSpline4D con sus puntos de control (esferas grises) y una restriccién definida
mediante una curva de trayectoria B-Spline, en azul, y una regién de influencia definida
mediante una curva de perfil B-Spline, en rojo. En b) se muestra el detalle de la zona de
influencia, en su interior no aparecen suficientes puntos de control de la superficie como
para conseguir que ésta se ajuste a la curva de trayectoria.

grado 3 en ambas dimensiones paramétricas y con 4 x 4 puntos de control. La
deformacién debe seguir la trayectoria definida por una curva BSpline4D de gra-
do 3 con 5 puntos de control. El problema surge con la zona que debe quedar
afectada por la restriccion, el circulo de color rojo en la figura, que resulta ser tal
que no incluye suficientes puntos de control de la superficie (las esferas de color
gris) en su interior, escasamente 4 puntos de control se encuentran en la regién
definida por CP, con los que no es posible obtener una forma tan elaborada como
la que sugiere la curva de trayectoria. Si el objetivo es conseguir una superficie
BSpline4D, necesariamente deberdn anadirse mas puntos de control.

Todos los intentos para determinar un modelo que permita insertar uno o mas
puntos de control en una superficie sin cambiar su forma han resultado infructuo-
sos toda vez que siempre se ha obtenido un sistema de ecuaciones indeterminado.
Ello parece l6gico toda vez que, en definitiva, se trata de anadir puntos de con-
trol situados en literalmente cualquier lugar del espacio y pretender que dicha
operacién no afecte en absoluto a la forma de la superficie.

Descartado un método directo para realizar la insercién de los puntos de con-
trol necesarios se constata que el método para realizar dicha operacién deberd ser
mediante un planteamiento indirecto como puede ser el de la obtenciéon de nuevos
puntos de control a través del proceso de refinamiento de nodos, [PT97]. Utilizar
este método para obtener nuevos puntos de control tiene el problema de que los
puntos de control obtenidos no tienen por qué ajustarse exactamente al lugar
previsto, sino que pueden verse desplazados respecto del lugar en el cual seria
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tercer punto cuarto punto quinto punto

Figura 6.23: Sucesivos refinamientos de los puntos de control de una superficie. Los
puntos de control originales de la superficie son modificados para poder disponer de sufi-
cientes puntos de control para satisfacer la restriccién y segin sean la curva de trayectoria
y de perfil.

deseable que estuvieran.

En cuanto a la forma en que dicho proceso puede realizarse, de entrada podria
parecer razonable anadir a la vez todos los puntos de control que sean precisos
para representar toda la deformacién. Sin embargo este modo de actuar no es
aconsejable toda vez que el modelo propuesto busca la generalidad. Como no es
previsible la forma que pueda tener la curva de perfil, resulta dificil determinar
a priort qué puntos deben ser anadidos y cuales no. Descartada esta opcién, la
estrategia adoptada se basa en un planteamiento iterativo, insertando primera-
mente los puntos de control necesarios para poder ajustar la superficie segun el
primer punto de control de la curva de trayectoria, una vez insertados los puntos
necesarios se procede a determinar qué puntos son precisos para el segundo punto
de control para poder insertar aquéllos para los que no se disponga de puntos en
la superficie. Se procedera de esta forma para todos y cada uno de los puntos de
control de la curva de trayectoria. En la figura[6.23]se puede apreciar el resultado.

El refinamiento sucesivo de los puntos de control provoca una serie de efectos
no esperados y que deben ser tenidos en consideracién:

= Los puntos de control se obtienen como consecuencia del refinamiento del
vector de nodos correspondiente a uno de los dos pardmetros de la super-
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ficie. Al anadirse un nodo es preciso anadir también un punto de control
para mantener el grad(ﬂ Al tratarse de una superficie el punto de control
no puede ser unico debido a que la forma del poliedro de control de la su-
perficie BSpline4D, al igual que el resto de superficies B-Spline, requiere un
numero igual de elementos en cada fila y en cada columna. Por lo tanto
deberd anadirse una fila o una columna completas de puntos de control.
El proceso de refinamiento de nodos, ademas de crear un punto de control,
afecta a la ubicacién de un cierta cantidad de puntos control ya existentes,
en numero igual al grado del pardametro de la superficie para el cual se crea
el nodo. Inevitablemente esto provoca un desplazamiento de los puntos de
control que debera ser tenido en cuenta si es preciso identificar lo puntos
segun sea su ubicacién esperada.

El método iterativo descrito hace que la cantidad de puntos de control
implicados en la deformacién aumente de forma considerable. Para cada
paso de la iteracion se anaden los puntos de control previstos para deformar
la superficie de acuerdo con un determinado punto de control de la curva de
trayectoria, y ademas pueden aumentar los puntos destinados a deformar la
superficie segin los puntos de control de la curva de trayectoria previamente
calculados. Esto es asi también como consecuencia de tener que anadir toda
una fila o columna de puntos de control.

Por lo tanto el nimero de puntos de la superficie puede ser superior al
previsto. Esto hace que la correspondencia entre los puntos de control de
la superficie y los puntos de control de la curva de perfil, objetivo de todo
este proceso, deje de existir. Este hecho requerird que, a la hora de defor-
mar convenientemente los puntos, sea preciso realizar un refinamiento de
los puntos de control de la curva de perfil para que nuevamente sea posible
realizar la correspondencia entre éstos y los de la superficie. En la figura
se muestran las curvas de perfil asociadas a cada paso, escaladas conve-
nientemente y orientadas segin el plano normal de la curva de trayectoria
en el punto de la misma de minima distancia respecto del correspondiente
punto de control. La curva de perfil original es una curva NURBS de grado
2 con 9 puntos de control (el primero y el tltimo se solapan), sin embar-
go puede verse claramente que a medida que se calculan nuevas curvas, el
numero de puntos de control para las anteriores debe aumentar. El niimero
de puntos de cada una se corresponde con el nimero de puntos de control
de la superficie asociados a esa curva en concreto.

La forma en que se realice el refinamiento de CP puede provocar que la
superficie obtenida tenga unas caracteristicas o unas otras. Por ejemplo,
si a la hora de insertar los nuevos nodos se opta por repartirlos por todo

4Gracias a este efecto colateral es por lo que esta técnica resulta ttil en este caso.
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el rango de valores sin tener en consideracién la situacién de los nodos
ya existentes, entonces es posible que se obtenga un vector de nodos con
algunos de ellos solapados. Como es sabido, dada una curva NURBS de
grado ¢, dicha curva es continua C? en los nodos de multiplicidad 1 y C97%
en los nodos de multiplicidad k, la curva es infinitamente diferenciable en
todo punto del espacio paramétrico que no coincida con un nodo. Por lo
tanto si el refinamiento de nodos provoca el solapamiento de uno o més de
ellos, en dichos nodos la continuidad de la superficie obtenida disminuir4,
con lo que el resultado de la deformacién obtenida puede mostrar efectos
inesperados.

El dltimo punto de control de la curva de trayectoria requiere un tratamiento
diferente debido a que en principio se corresponde con el lugar en donde debe ir
a parar el punto de la superficie original asociado a la restriccion.

Considerando que en una superficie NURBS los puntos de control se encuen-
tran en cualquier lugar del poliedro de control y considerando también la propie-
dad de envolvente convexa que tienen los poliedros de control ([PT97]), no es de
esperar que, de forma natural, la superficie pase por un punto de control; a no
ser que se trate de uno situado en los extremos del poliedro de control. Por lo
tanto el lugar a donde debe ir a parar el tltimo punto de control a deformar, en
principio, no tiene por qué ser el lugar en dénde se encuentra el tltimo punto de
control de la curva de trayectoria.

Para conseguir ajustar la superficie, no parece adecuado un planteamiento
parecido al propuesto para el caso de restricciones lineales aplicando para
determinar el desplazamiento de los puntos de control, toda vez que no es po-
sible desplazar los puntos de control ya fijados sin que la superficie cambie de
forma. Existen dos posibilidades para modificar solamente un punto de control y
conseguir cambiar la forma de la superficie:

1. Modificar la ubicacion del punto de control alejandolo siguiendo el sentido
definido por la tangente de la curva de trayectoria en el dltimo punto de la
misma hasta que la superficie alcance el punto deseado. Con esta solucion
no se consigue un resultado adecuado, toda vez que los puntos de control
ya calculados ejercen una influencia que no consigue eliminarse.

2. Modificar el peso del punto de control para hacer que su influencia sea
mucho mayor que la del resto de puntos de control. Esta solucién permite
conseguir que la superficie pase por el lugar deseado, pero si la distancia
entre el Ultimo punto de control y los anteriores es suficientemente grande
entonces el iltimo tramo de la deformacion puede divergir de la forma de la
curva de trayectoria. Esto se podria paliar refinando C* de manera que se
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a) b)

Figura 6.24: El extremo de una deformacién puede mejorarse si se procede a anadir un
punto de control préximo al extremo final de la curva de trayectoria. En a) se puede ob-
servar una deformacién sin modificar la curva de trayectoria, en b) la misma deformacion,
pero anadiendo un punto de control adicional en el extremo de la curva de trayectoria.
Puede observarse que la forma de b) es mucho mas suave.

anadiera un punto de control en un lugar préximo al ltimo. Empiricamente,
se ha estimado que, para obtener un buen resultado, el peso del iltimo punto
de control, w;;, debe ser al menos igual a la suma de los pesos de los puntos
de control que afectan al punto de aplicacién de la restriccién, S(u,v):

(’LL,U) € [Uk—p’Uk) X [W—qa%)
k 1
wij > Z Z Wkyly

ki=k—pli=l—q

Aunque la segunda opcién se ha mostrado como la méas adecuada, no deja
de ser una aproximacién que puede dar un resultado m&s o menos satisfactorio
en funcién de las caracteristicas de la curva de trayectoria. Si la distancia pa-
ramétrica entre los dos tultimos puntos de control de la curva de trayectoria es
suficientemente grande, la forma resultante es muy lineal en el extremo, si la
distancia entre los dos tultimos puntos es pequena este efecto se minimiza. Por
ello una buena forma de suavizar el resultado final es anadir un punto de control
adicional a la curva de trayectoria muy cerca de su extremo final. Para anadir un
punto de control, ya se ha indicado que el método utilizado es el de refinamiento
de nodos. En este caso se ha optado por anadir un nuevo nodo en una posicién
distante en el espacio paramétrico un 1% del extremo final de la curva de trayec-
toria. En la figura se puede apreciar la diferencia en una deformacién con y
sin la adicién de un punto de control al final.
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Orientacién de los puntos de la superficie

La cuestién de como ubicar los puntos de control de la superficie se resuelve
determinando para cada punto de control de C?, P!, cual es su imagen paramétri-
ca, U, que es el punto para el que C'(u,,) es el valor de C* mas préximo a P!
que se encuentra dentro del entorno local del punto de control. Asi si la curva de
trayectoria es de grado p se cumple:

Vue [Uf...Uz-terH) Pt — Cilum) < pt — Ci(u), um € [Uf...Uf+p+1),

siendo U? el vector de nodos correspondiente a la curva de trayectoria C".

Una vez conocido C*(u,,) es preciso conocer cuales son los vectores tangente,
T*, normal, N, y binormal, B?, a dicho punto:

t_ Ct/(um)
1C* (um) |

e _ C"(um) x C" (um) (6.31)
1CY () x C* (um)||”

siendo C* () v C" () la primera y segunda derivadas de C*(u) evaluadas en
el punto u,,. El plano normal es el definido por B? y N y es ortogonal a T%. Los
vectores T, Nt y B! forman una base ortonormal.

Para realizar un cambio de base y pasar del sistema de referencia a otro se
pueden utilizar las expresiones 0 . Ademas, si se desea orientar un
conjunto de puntos segun el plano definido por dos vectores, v y w, de forma que
n sea el vector normal de la superficie sera preciso multiplicar cada punto de los
puntos por una matriz de orientacién en R3:

Ng Vp Wy
mo(n,v,w) = | ny vy Wy , (6.32)
n, v, w,

o para el caso de R*

Ny Vr Wy

: (6.33)

Ny Vy Wy

S
<
<
<
S
<
= o O O
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que tienen la misma forma que (6.27)) y (6.28)). Por lo tanto a la hora de crear la
matriz de cambio de base, escogiendo el orden en que se colocaran los valores de
los vectores tangente, normal y binormal se puede conseguir el resultado deseado.

Para situar la curva de perfil, C), sobre una superficie, S, centrada en un punto
p = S(u,v) serd preciso determinar el plano rectificante y el vector normal a la
superficie en dicho punto:

Su(u,v)
s =8, 0)]
B — Sy(u,v) (6.34)
* 80w )]
Ny =B x T

siendo Sy, (u,v) y Sy(u,v) las derivadas parciales de S respecto de los parametros
u y v respectivamente evaluadas en el punto p. Los vectores Ty y B determinan
el plano rectificante y Ny el vector normal. El baricentro de los puntos de control
se trasladard a p y cada uno de los puntos de control se trasladara y rotard en
consecuencia.

Asi pues, la curva de perfil ép, orientada y trasladada al punto p, sera obtenida
modificando los puntos de control de C:

P, = my(Ns, Bs, Ts)(P; — pe) + p, (6.35)

siendo

1 n
pu— P‘
Pe n+1 ;:0 i

el baricentro de los puntos de control.

El problema de las rectas

Uno de los casos particulares que se pueden dar con relativa facilidad es el de
que la curva de trayectoria sea realmente una recta, bien sea en toda su extension
o bien sea solo en una parte de la misma, en cuyo caso tres o mas puntos de control
consecutivos son colineales. El problema surge a la hora de determinar cual es el
plano normal en esos puntos de control, ya que el producto vectorial de la primera
y segunda derivadas es nulo y por lo tanto no es posible determinar cuales son
los vectores normal y binormal a partir de las ecuaciones directamente. En
la figura [6.25] se ilustra el problema asi como la solucién planteada.
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e, .——--/"-.

c) d)

Figura 6.25: El problema de las tangentes. Cuando una curva tiene tres o mas puntos
de control consecutivos y colineales, a), aparece un problema a la hora de calcular los
vectores normal y binormal si se aplican directamente las expresiones , b). Una
solucién es determinar arbitrariamente un vector perpendicular al vector tangente, pero
existe la dificultad anadida de la discrepancia de la orientacién que surge respecto de
otros segmentos de la curva, ¢). La solucién escogida busca cual es el primer segmento
con una curvatura adecuada para determinar cual es la direcciéon que deberan tomar los
vectores normal y binormal, d).
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Una primera solucién, consiste en establecer que el vector binormal sea un
vector cualquiera perpendicular al vector tangente. El problema radica en que los
vectores normal y binormal obtenidos no tienen por qué tener una orientacion
compatible con la del resto de vectores obtenidos para la parte de la curva en
donde se puedan calcular de forma directa ambos vectores, véase la figura [6.25 c.
Una aproximacién mucho mejor es la de buscar en la curva el primer punto de
control no colineal y a partir de él determinar el primer punto de la curva en
el que influye este punto de control, conocido dicho punto se procede a calcular
el vector binormal correspondiente y con él se aproxima el vector binormal para
los puntos problemaéticos. Conocido el vector binormal se procede a determinar
el vector normal como ya se ha indicado en , el resultado obtenido puede

apreciarse en la figura d.

6.3.5. Resultados

La aplicacién de este modelo es factible para cualquier superficie y cuales-
quiera curvas de trayectoria y de perfil. En la figura [6.27] se muestran algunos
resultados obtenidos utilizando diferentes curvas de trayectoria y de perfil.

Una vez descritos todos los aspectos que han sido tenidos en consideracion ca-
be solamente pasar a analizar los resultados obtenidos. En la figura [6.26| se mues-
tran dos imagenes: una superficie deformada y los puntos de control resultantes.
Se puede observar claramente que la cantidad de puntos de control generados es
considerable, la cantidad de puntos dependera del niimero de puntos de control
que tengan las curvas de trayectoria y de perfil.

La forma concreta que resulta de la aplicacién del modelo depende en buena
medida del método descrito para realizar la deformacién. Quedan aspectos no
contemplados que pueden dejarse perfectamente a la discrecién del usuario que
pueda utilizar el modelo. Entre ellos, el grado de ajuste de la zona deformada
con la zona de influencia, como puede observarse en las imagenes mostradas, la
influencia de los puntos de control que afecta a la zona a deformar tienen también
cierta influencia en la zona que queda fuera de dicha zona. Para evitar este efecto
se puede ofrecer al usuario la opciéon de modificar la cardinalidad de los puntos
limitrofes de manera que la influencia externa de los puntos de control quede
truncada.

Segun sea la curva de trayectoria es posible que la deformacién de la superficie
se introduzca en la propia superficie. Ello es debido a que la curvatura y la torsion
de la curva de trayectoria asi como su posicion respecto de la superficie a deformar
hagan que la forma en que se deforma la superficie se introduzca en si misma,
para evitar el efecto se puede optar por no orientar la primera de las curvas de
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Figura 6.26: El poliedro de control de una superficie deformada puede tener un
nimero considerable de puntos de control, segin sean las curvas de superficie y
de control.

interpolacion, C’g . Si la primera de la curvas de interpolacién se sitida en su lugar,
pero se orienta segun el plano rectificante de la superficie en lugar de hacerlo con
el plano normal de la curva de trayectoria, se consigue que los puntos control
correspondientes queden sobre la superficie.

En definitiva es posible utilizar el modelo aplicandole a conveniencia los ma-
tices que se puedan juzgar necesarios para ajustar de forma precisa la manera en
que se producira la deformacion.

6.4. Conclusiones

En este capitulo se ha procedido al estudio de la adecuaciéon del modelo de
representacién BSplinedD para la deformacién de objetos basada en restriccio-
nes. Para ello se ha realizado un estudio detallado del modelo original y se ha
adaptado el mismo para su aplicacién al modelo BSpline4D. Ademds se ha ex-
tendido el modelo de deformaciones para que sea posible plantear la deformacién
de superficies basada en restricciones no lineales.

Como todo modelo geométrico la aplicacién del mismo resulta sencilla a la
par que computacionalmente muy eficiente. El modelo es estatico, aunque es po-
sible plantear una animacién en base a realizar interpolaciones de la deformacién
en diferentes estadios. El problema del ajuste de las curvas para obtener mejores
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Figura 6.27: El modelo planteado no impone ninguna restriccion en la forma que
puedan tener las curvas utilizadas.
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a) b)

Figura 6.28: Segin sea la curva de trayectoria es posible que la deformacion de
la superficie se introduzca en la propia superficie. En a) no se establece ningin
control, en b) la primera curva de interpolacién no se ha orientado segin la
curva de trayectoria sino que se orienta segin el plano rectificante de la propia
superficie.

resultados, o, en todo caso, los resultados que el usuario desee, es considerable-
mente menos complejo que el que pueden presentar otros modelos que pertenecen
a la misma categoria de deformaciones libres de forma.

Se puede concluir por tanto que la utilizacion de BSpline4D conjuntamen-
te con el modelo de deformaciones basadas en restricciones no lineales es una
alternativa viable para la representacion de objetos deformables.
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Capitulo 7

Conclusiones

Acabada la tarea de proponer ideas, conjeturar hipétesis, desarrollar concep-
tos, realizar demostraciones y analizar resultados, llega el momento de realizar
un repaso al trabajo realizado.

Una vez establecido el modelo fisico que permite realizar la animacioén y si-
mulacién de objetos deformables mediante la ecuacién (2.17), se ha desarrollado
un estudio de los métodos de integracion aplicables. De resultas de este estudio
se ha desarrollado una metodologia de validacién aplicable de forma general a to-
do modelo de deformacion que, usando la ecuacion en combinacion con un
funcional de energia, que describa la forma en que se puede deformar la superficie,
pueda ser descrito mediante una ecuacion de la forma .

Tras el estudio de los métodos de integracién y conocida su adecuacion se ha
procedido a examinar las diferentes formas de representacion de objetos defor-
mables. Del estudio se ha concluido que los métodos basados en formas parame-
trizadas son los que ofrecen mejores cualidades de cara a poder desarrollar un
modelo de representacién de superficies deformables.

De las diferentes representaciones parametrizadas, las formas NURBS son las
mas versatiles. Sin embargo, el hecho de que sean formas racionales anade una
componente de complejidad a la hora de realizar los cdlculos que seria deseable
poder evitar.

Por este motivo se ha propuesto el uso de un modelo alternativo interpretando
las formas NURBS mediante una representaciéon B—Spline en 4 dimensiones. El
modelo, al que se ha denominado BSpline4D, ha demostrado tener las mismas
capacidades de representaciéon que un modelo basado en NURBS. Ademsds, la
adecuacioén de la ecuacion al nuevo modelo ha resultado tener unas propie-
dades numéricas mucho mejores. Para poder realizar la simulacion dindamica se ha
desarrollado la ecuacion para poder ser aplicada con los puntos de control
de las superficies BSpline4D considerados como coordenadas generalizadas. La
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estabilidad numérica de la ecuacién obtenida, ([5.30)), ha resultado ser excelente.
Ademsds, la eficiencia computacional del modelo presentado es mejor que la de
los otros modelos estudiados.

Del estudio realizado en el capitulo 3| y en el capitulo [5| se infiere que, para
resolver la ecuacion del movimiento y deformacién de una superficie parametri-
zada, en combinacién con un funcional de energia que mida la deformacion de la
superficie, de entre los métodos numéricos estudiados los mejores son el método
de diferencias centradas implicito y el método de Newmark 3.

Evidentemente, el &mbito de aplicacién del modelo BSpline4D no se limita a
la representacién de superficies deformables mediante la aplicacién de la ecuacion
. El modelo es perfectamente aplicable a cualquier ambito. En particular
se ha realizado una adaptacion del modelo de deformaciones simples basadas en
restricciones geométricas, Scodef, para que dicho modelo sea aplicable sobre una
representaciéon BSpline4D, a dicho modelo se le ha denominado N-Scodef. Tam-
bién se ha realizado una extensién del modelo para poder realizar deformaciones
basadas en restricciones que siguen una trayectoria arbitraria, lo que constitu-
ye una aportacion completamente original. Se han resuelto diversos problemas
relacionados con la interpretacion BSpline4D y, en particular, se han propuesto
soluciones en el caso en que la deformacién de la superficie siga una trayectoria
descrita mediante una curva B-Spline. Se ha probado la conveniencia de alguna
de ellas y para otras se ha dejado como una posibilidad de trabajo futuro. El
objetivo era que la superficie se adaptase lo mejor posible a la forma de la curva,
v se ha alcanzado de forma muy satisfactoria.

En definitiva, se ha descrito un modelo de representacién que puede ser consi-
derado como una mejora frente a los otros modelos que actualmente estan siendo
utilizados.

El presente trabajo es original; es decir, no ha sido publicado en ningtin &mbito
con anterioridad. Sin embargo, se han publicado algunos resultados preliminares.
Por supuesto dichos trabajos han sido sometidos a la evaluacién y critica de los
diferentes revisores, y el hecho de que hayan sido publicados es un primer indicio
de la calidad del trabajo realizado.

Las publicaciones son las siguientes:

» [PMGO0]: Este trabajo describe una primera aproximacion al estudio de los
métodos de integracion; en él ya se perfilan algunos de los resultados a los
que se ha llegado en el capitulo

» [GMM™01]: Este articulo contiene parte de los primeros desarrollos reali-
zados.
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» [CGMPOS|: Se muestran aqui las primeras aproximaciones a las deforma-
ciones N—Scodef.

» [PMGHI3]: Es un capitulo de un libro, es basicamente el estudio de los
diferentes modelos de representacion detallados en el capitulo

El objetivo principal de toda investigacion cientifica es la de profundizar en
el conocimiento dentro del &mbito en el que se realiza. Pero tal esfuerzo puede
resultar initil si no se puede sacar provecho de él. Si nadie aprovecha la inves-
tigacion realizada para sustentar su propia actividad investigadora, entonces las
aportaciones que se hayan podido realizar no habran servido para nada.

En este sentido debe senalarse que las publicaciones antes mencionadas han
sido citadas por terceras personas como justificacion y fundamento de sus propios
trabajos. Cabe destacar que se citardn a continuacién exclusivamente aquellos
trabajos en los que no existe ningin tipo de relacién personal con los autores.
Por lo tanto se puede inferir que sus citas se basan exclusivamente en el provecho
que han podido obtener en base al contenido de las publicaciones.

» Publicaciones que citan a [PMGO0Q]

e [Zar(03]: Es una tesis doctoral que trata acerca de la aplicacién de algo-
ritmos paralelos para el cdlculo y representacion de telas basdndose en
modelos fisicos, utilizando modelos basados en sistemas de particulas
y masa-resorte. Utilizan [PMGO00] como referencia a la posibilidad de
utilizar otros medios de representacién, en este caso continuos.

e [Dob05]: Otra tesis doctoral, esta busca la representacién de tejidos
blandos y su animacién realista para representar cuerpos humanos
en movimiento. Plantean un modelo basado en diferencias finitas y
utilizan [PMGO0] para justificar la eleccién de los operadores en di-
ferencias. Utilizan nuevamente al articulo para confirmar el hecho del
mal condicionamiento del modelo.

e [DF06]: Publicacién derivada del trabajo anterior, utilizan los mismos
argumentos

e [HGBII]: Este trabajo propone un modelo para la representacién de
telas, utilizando como funcional una expresion equivalente a .
Utilizan [PMGOQ] citando las conclusiones principales a las que se llega
en el articulo.

= Publicaciones que citan a [CGMPOS)|

e [CSJI0]: En este trabajo los autores proponen un modelo de represen-
tacion basado en metaballs con restricciones hapticas. En este trabajo
se cita a [CGMPO§| como referencia a la extensién del modelo Scodef
a superficies NURBS.
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El haber podido aportar algo de conocimiento al trabajo de investigacién de

otros, incluso de algunas tesis doctorales, es un motivo més para poder determinar
la calidad del trabajo realizado.

Pero no se trata solamente de determinar qué es lo que se ha hecho, ni siquiera

si estd bien hecho, tampoco quién lo estd utilizando. También es importante poder
determinar qué lineas de trabajo se pueden seguir a partir de lo que hasta el
momento se ha conseguido.

El modelo BSpline4D desarrollado puede ser extendido y ampliado en multi-

ples facetas, a continuacién se mencionan aquéllas que se han planteado hasta el
momento.

= Desarrollar el modelo de simulacién de deformaciones para poder ser uti-

lizado en entornos de computacién de alto rendimiento. Mediante la uti-
lizacién de las cada vez mayores facilidades para la supercomputacion, es
posible poder abordar el problema de la simulacién de formas de gran com-
plejidad. Aunque el rendimiento del modelo BSpline4D es muy bueno, su
eficiencia asintética sigue marcada por el niimero de coordenadas generali-
zadas que deben ser utilizadas para representar las superficies. Por ello, si
la complejidad en la forma de dichas superficies exige un elevado niimero
de puntos de control, necesariamente el tiempo de cédlculo para realizar la
simulacién sera proporcionalmente elevado. Replantear el algoritmo para
poder utilizar algin tipo de multiprocesamiento, utilizando procesadores
con multiples ntcleos, basiandose en GPU o utilizando las nuevas tenden-
cias en computacion, cloud computing, cluster computing; serd la forma de
poder minimizar el coste en tiempo. Existen varios trabajos en esta linea,
[Mac97, Zar03, YY09, SIGGMT1I] y muchos otros, que habra que evaluar.
De cara a reducir el nimero puntos de control para el desarrollo de Scodef
basado en BSpline4D seria interesante intentar adaptar el modelo a otros
conceptos, como por ejemplo T-Splines, [SZBN03, NTNXBR11], de manera
que el nimero de puntos de control que forman el poliedro de control de la
superficie resultante no sean tan elevado.

Los modelos de representacién de la energia de la deformacion, bien sea el
basado en la Geometria Diferencial, , o el modelo thin plate under
tension, , no son las tnicas opciones posibles. Una linea de trabajo
en la que, de hecho, ya se estd trabajando es la de la aplicacién de otros
funcionales de energia al modelo BSpline4D para poder simular otros com-
portamientos [Cia80), [Gre94].

El desarrollo formal del modelo BSpline4D puede ser dado a conocer me-
diante la publicaciéon de trabajos de investigacion, pero ademds seria muy
interesante buscar una forma alternativa de difusién del modelo que per-
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mitiera poner al alcance de més gente los resultados obtenidos. A tal fin,
seria de gran interés poder desarrollar médulos que implementen el modelo
y que puedan ser integrados en herramientas de modelizacién ya existentes.

En resumen, el modelo BSpline4D es una solucién muy interesante y cabe
esperar grandes resultados de su aplicacion. Es hora de seguir desarrollando el
concepto.
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