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Introduccio

Un dels problemes fonamentals de la teoria de grups és el que es coneix com el problema
de la paraula, que consisteix en trobar un algorisme que, donada una presentacié P d’un
grup G, decideixi si una paraula w sobre els generadors de P representa ’element neutre
de G. Novikov, 'any 1955, va demostrar que existeixen grups finitament presentats amb
el problema de la paraula irresoluble. Per tant, calen condicions addicionals per assegu-
rar la resolubilitat del problema de la paraula. Algunes d’aquestes condicions provénen
de la Teoria Geometrica de Grups, la qual estudia les propietats dels grups dotant-los
d’estructura geometrica.

Dins aquesta teoria, una condicié que assegura que un grup G tengui el problema de la
paraula resoluble és que certa funcié de caracter geometric, anomenada funcié de Dehn de
G i que s’indica amb Jg, estigui fitada per una funcié recursiva. D’altra banda, ’ordre de
la funcié de Dehn proporciona informacié sobre la complexitat del grup G: com més alt és
el seu ordre, més complex és el grup. De forma general, el nostre objectiu és, d’una banda,
afeblir les condicions conegudes per a que g estigui fitada per una funcié recursiva i, de
I’altra, millorar les fites de les funcions de Dehn de certa classe de grups.

Formalment, les funcions de Dehn es defineixen a partir dels grafs de Cayley i els
diagrames de van Kampen. Donat un grup G i P = (X | R) una presentaci6 finita
de G, el graf de Cayley I'q x de G respecte de X és el graf dirigit i etiquetat tal que
VTax) =G, ETgx) ={(9,9%) | g € G,z € X} i cada arc (g, gx) té etiqueta x. Hi ha
una correspondencia entre les paraules sobre X i els camins de I'g x. A més, les paraules
w sobre X que representen ’element neutre de G, és a dir, w = 1 € G, formen camins
tancats des 1 dins I'g x. Aquestes paraules s’anomenen paraules nul-homotopiques per P.

Per a tota paraula w nul-homotopica per P, un diagrama de van Kampen D, per a w
respecte de P és un CW-complex de dimensié 2, planar i finit amb un punt base x a la
vora de D,, tal que el seus arcs sén dirigits i etiquetats amb elements de X U X!, les
etiquetes de la vora de D,,, llegides consecutivament des de x, formen w, i les etiquetes de
les seves cares, llegides consecutivament, formen una paraula de R*'. Si indiquem amb
C(Dy) el nombre de cares de D,,, es defineix 'area de w com al minim de C'(D) variant
D sobre els diagrames de van Kampen per a w (respecte de P).

Amb aquestes notacions, la funcié de Dehn de P es defineix com la funcié ép: N — N
tal que dp(n) és el maxim de les arees de les paraules nul-homotopiques per P de longitud
menor o igual que n. Si P i P’ sén presentacions finites d’un grup G, aleshores dp i dpr s6n
equivalents modul transformacions lineals. Aixi, la funcié de Dehn de G, d¢c, es defineix
com la funcié de Dehn d’alguna presentaci6 finita de G, modul transformacions lineals. Un
teorema classic de la Teoria Geometrica de Grups estableix que un grup G té el problema
de la paraula resoluble si, i només si, dg esta fitada per una funcié recursiva.

Una condicié que assegura que un grup G tengui el problema de la paraula resoluble és
que existeixi X un conjunt finit de generadors de G tal que, per a tots g,h € V(I'g x) a
distancia unitat dins el graf de Cayley, poguem elegir camins o, i 05 des de 1 finsa g i h,
respectivament, tals que o, i 0}, estiguin com a maxim a distancia k, per a qualque k£ > 0



constant. Aquesta condicié es coneix amb el nom de k-company de viatge. En aquest cas,
dc és d’ordre exponencial. Aquesta condicié es pot generalitzar viatjant pels camins o
i op asincronicament, és a dir, a diferents velocitats. Si a cada posicié d’aquest viatge,
la distancia és menor que k, aleshores es parla de la propietat del k-company de viatge
asincronicament. Igualment, en aquest cas, dg té ordre exponencial.

Bridson [10] va generalitzar aquestes condicions, demostrant que si g i h es troben com
a molt a distancia n de la unitat i o4 i 0, estan a distancia com a maxim n — 2, viatjant
tant sincronica com asincronicament, aleshores dg(z) és de 1'ordre ecms, per a qualque
constant C' > 0. Riley [45], per la seva banda, va millorar aquest ordre en el cas en que
04 1 op, s6n camins geodesics sobre I'g x i es viatja de manera asincronica. En concret, va

demostrar que, sota aquestes hipotesis, dg(x) és de 'ordre z!.

Nosaltres demostrarem que, en el cas de viatjar de manera sincronica, aquesta fita es
pot rebaixar fins a (x!!)2/2“”/2. D’altra banda, veurem que si, amb mitjana, o, i o} no estan
molt lluny, aleshores G té el problema de la paraula resoluble. Més en concret, trobarem
fites de la funci6é de Dehn de G' quan la mitjana de les distancies de oy i o, respecte de dos
valors o respecte de s+ 1 valors, amb s constant, no sén molt grans. Quedara pendent de
demostrar si existeixen grups que satisfan aquestes condicions i no satisfan les condicions
de Bridson i Riley.

Respecte a ’estructura d’aquesta memoria, dediquem el primer capitol als preliminars,
on introduim amb detall els conceptes basics de la Teoria Geomeétrica de Grups, com ara
els grafs de Cayley, els diagrames de van Kampen i les seccions de grups. En el segon
capitol demostrem les nostres contribucions a ’estudi del problema de la paraula per a
grups. En aquest capitol, acabem amb una seccié de diverses problemes oberts.






1 Preliminars

En aquest capitol s’introdueixen les definicions i notacions basiques que s’empraran
al llarg d’aquesta memoria. La primera seccié esta dedicada a recordar les definicions
i teoremes basics de la Teoria de Grups i a enunciar en que consisteix el problema de
la paraula per a grups. A la segona seccid, s’introdueixen els conceptes estandard de la
Teoria Geometrica de Grups. Entre aquests es mencionen els conceptes de diagrames de
van Kampen, grafs de Cayley i funcions de Dehn.

1.1 Conceptes basics

1.1.1 Paraules sobre un alfabet

En aquest apartat farem memoria de la definicié de paraula (sobre un alfabet) i intro-
duirem certes notacions i operacions estandards que farem servir posteriorment.

Recordem que un alfabet és un conjunt qualsevol de simbols, els quals anomenarem
lletres. Si A és un alfabet, aleshores una paraula w sobre A és una successio finita de lletres
de A, que escriurem com w = wj ... wg. Indicarem amb ¢ la paraula que no té cap lletra, la
qual anomenarem paraula buida. Quan w consti de dues o més lletres iguals consecutives,
per comoditat, podrem agrupar-les usant la notacié multiplicativa. Per exemple si A =
{a, b}, aleshores ab3a®b indicara la paraula abbbaab.

La concatenacié de dues paraules wy, wo sobre A, que indicarem amb wy - ws, és la
juxtaposicié de wy i ws, és a dir, si wi = ay...ax i wyg = by ... by, aleshores

wl-wgzal...akbl...bs,

amb la convencié que wq - € = € - w1 = wy. Sovint ometrem el simbol - i escriurem wyws
per indicar w - ws.

Si w és una paraula sobre A, aleshores [(w) indicara la seva longitud, és a dir, el seu
nombre de simbols. De forma clara, [(u - v) = [(u) + [(v), per a qualssevol paraules u, v
sobre A. D’altra banda, indicarem amb w(t) el prefiz de w de longitud t. Formalment, si
w = ¢, llavors w(t) = e, per a tot t € N i, si w = wy ... wy, aleshores w(t) = wy ... w; per
atot t <kiw(t)=w peratot t> k.

Si u, w sén paraules sobre A, aleshores direm que u és una subparaula de w si, i només
si, existeixen paraules vi,vs sobre A, tals que w = viuvy. El prefix de w de longitud t és
una subparaula de w.

Per ultim, indicarem amb A* el monoide liure sobre A, és a dir, el conjunt de totes les
paraules sobre A.



1.1.2 Grups lliures

En aquesta seccié construirem el grup lliure de base un conjunt qualsevol X i descriurem
algunes de les seves propietats a mode de teoremes.

Donat X un conjunt qualsevol, prenem un conjunt d’inversos formals de X, que in-
dicarem amb X!, format per simbols z~! per a cada € X. Formalment, X! és un
conjunt del mateix cardinal que X juntament amb una funci6é bijectiva ~1: X — X1
de manera que, per a tot z € X, la imatge de x per ~! s’escriu z7!. Amb aquests con-
junts podem formar el monoide lliure (X U X~1)" els elements del qual sén llistes finites
d’elements de X i dels seus inversos formals. Enfatitzem que els elements de X ! sén
inversos formals: si X = {a, b}, aleshores €, aa™*, b=1b i baa~'b~! s6n elements diferents
en el monoide lliure (X U X 1),

Afegirem dues convencions: abusant del llenguatge, si a € X! ia = 27! per a algun
x € X, aleshores a~! indicara z, o sigui, de manera informal, el que fem és fer involutiva
la funcié ~!. D’altra banda, estendrem els inversos formals a les paraules. Per a la paraula
buida definim e = ¢, i si
%
)

w=x1Ty...cp_12 € (X UX T

aleshores w! indicara la paraula

-1 _ -1, 1 —1,.—1 —1y*
W=, X .2y € (XUXTT)

En poques paraules, amb aquestes convencions, hem aconseguit que ~! sigui un endomor-

fisme de monoides de (X U X~1)".

Sobre (X U X~1)" definim la relacié ~ de la manera segiient: dues paraules u, v sén
equivalents, en simbols u ~ v, si, i només si, podem passar d’una a l'altra amb un nombre
finit de passes del tipus segiient:

1. Reduccié: I'eliminacié d’una ocurréncia de zz~!, per a qualque z € X U X1,

2. Amplificacié: I'afegit d’una ocurréncia de zz~!, per a qualque z € X U X L.

Es clar que ~ és una relacié d’equivaléncia. A més, preserva l'estructura de (XUX *1)*:
Si up ~ ug i v1 ~ vg, aleshores uy - v1 ~ us - Vo i ul_l ~ u2_1. Per tot aixo0, es pot veure
facilment que (X U X1/ ~ és un grup ('element neutre és [¢]~ i invers de [w]. és
[w™1].). Anomenarem aquest grup el grup lliure de base X, i l'indicarem amb F(X). Si
X té només un sol element, aleshores F'(X) = Z, el qual és 1'inic grup lliure abelia no
trivial. Si X = (), aleshores F/(X) = {1}.

Una paraula sobre X U X ! és reduida si no conté cap ocurréncia de la forma zz !,
amb € X UX L. Per exemple, qualsevol paraula que només conté una lletra i aba™"! sén
paraules reduides. La paraula buida també és reduida. En canvi abb™'b i aba=tabb~ta™!
no sén paraules reduides.

Donada una paraula w € (X UX *1)*, existeix una paraula reduida u tal que w ~ wu,
obtinguda aplicant un nombre finit de passes de reducci6 [24, Lema 6.1], la qual indi-
carem amb red(w). Per exemple, red(aba~tabb='a=1) = aba™!, encara que hi ha diverses



maneres d’obtenir-la a partir de la paraula original: aba tabb~la=! ~ abbb=la~! ~ aba~!
i aba"tabb~la"! ~ aba"'aa"' ~ aba"'. Aquesta paraula és tinica, o sigui, no existeix cap
altra paraula reduida dins la classe d’equivaléncia per ~ de w [24, Lema 6.4; 46, Teore-
ma 2.1.2]. Aixo fa que el grup lliure F'(X) sigui isomorf al grup format pel conjunt de
paraules reduides sobre X U X ~! amb I'operacié binaria consistent en la concatenaci6 de
dues paraules reduides seguida de la reduccié (I’aplicacié que envia cada paraula reduida
u a la classe d’equivaléncia [u].. és un isomorfisme entre aquests grups).

Estrictament parlant X no esta inclos dins F(X), ara bé, tenim la inclusié natural n
de X en F(X) definida per n(z) = [z]~, per a tot z € X. A més, aquesta inclusié es pot
estendre a X ! de la forma n(z~!) = [x71], per a tot z € X. Per construcci6 de F(X),
aixo fa que tot element de F'(X) es pugui posar com a producte d’elements de n(X) i els
seus inversos, la qual cosa implica el resultat segiient:

Teorema 1.1.1 ([24, Proposicié 6.6; 29, Proposicié 1.6]). El grup lliure F(X) esta
generat per n(X).

Una propietat molt important que compleix el grup lliure, la qual el caracteritza, és la
propietat universal, que podem enunciar com el resultat segiient:

Teorema 1.1.2 ([24, Teorema 6.7]). Sigui n: X — F(X) la inclusié natural. Per a
tota funcié f de X en un grup qualsevol G, existeir un unic morfisme v: F(X) — G tal

quevon=f.

Corollari 1.1.3 ([24, 46]). Sigui G un grup generat per un conjunt X. Aleshores ex-
isteiz un homomorfisme exhaustiv de F(X) a G. Per tant, tot grup és imatge d’un grup
lliure per qualque homomorfisme.

Altres propietats interessants del grup lliure sén les segiients:

Teorema 1.1.4 ([46, Teorema 2.1.3]). Siguin G un grup i X un subconjunt de G.
Si tot element g de G diferent de l’element neutre es pot escriure de forma unica com
ag= xlll---:vgf ambr > 1, z; € X, l; € Z tals que, per a tot i € {1,...,r}, l; # 0 i
T; # xi11, aleshores G és lliure de base X.

Teorema 1.1.5 ([29, Proposicié 1.9]). Siguin G un grup i X un subconjunt de G tal
que X N X1 = (. Aleshores X és una base d’un subgrup lliure de G si, i només si, cap
producte de la forma x1---x,, ambr > 1, x; € XUX 1 jx; # xijrll, perai€{l,...,r},
és igual a l’element neutre.

Teorema 1.1.6 ([29, 46]). Siguin X, Y conjunts qualssevol. Aleshores F(X) = F(Y)
si, i només si, | X| = |Y|.

Aquest darrer teorema permet definir el rang d’un grup lliure com el cardinal de qual-
sevol de les seves bases. En aquest sentit, indicarem amb F), el grup lliure de rang n.

Per tltim, introduirem més notacié. Si w és una paraula sobre X U X!, la longitud
reduida de w, que indicarem amb |w|, és la longitud de la paraula reduida de w, és
a dir, I(red(w)). De forma obvia tenim que, per a totes paraules u,v sobre X U X1



luv| < |u| + |v|. D’altra banda, si v, w € (X U X 1), aleshores direm que v i w sén iguals
dins el grup lliure F(X) si red(v) = red(w) o, equivalentment, si [v]. = [w]. € F(X).

1.1.3 Presentacions de grups

Una presentacié d’'un grup és una generalitzacié del concepte de taula de productes
d’un grup. Donat un grup G, la seva taula de productes proporciona informacié sobre el
resultat del producte entre dos elements qualssevol. Pero, en aquesta taula, hi ha valors
que sén obvis (per exemple, sempre gg~! = 1, per a tot g € G) o que es poden deduir
d’altres productes (per exemple, si g> = 1, aleshores g?> = g~ ! per a tot g € G). Per
tant, hi ha certes relacions importants entre els elements d’un grup que el determinen.
Intuitivament, per exemple, la relacié a™ = 1 determina el grup Z,. Ara bé, aixi com és
important especificar les relacions que governen el grup, també ho és especificar el seus
elements, ja que el grup Z ® Z,, amb a = (0,1) i b = (1,0) també compleix que a" = 1.
Per tant, informalment, una presentacié no sera res més que un conjunt d’elements, que
direm generadors, i un conjunt de relacions entre ells.

Per definir formalment les presentacions de grups ens fa falta recordar queé s’entén per
grup quocient.

Definicié 1.1.7. Siguin G un grup i N un subgrup normal de G. El grup quocient de G
per N (també anomenat grup quocient de G modul N), que indicarem amb G/N, és el
grup format per les classes laterals de N, {gN | g € G}, i el producte - definit com

alN - bN = abN.

A més, laplicacié = — N = Nz és un morfisme exhaustiu entre G i G/N, el nucli del
qual és N. Aquesta aplicacié s’anomena projeccié canonica dins el grup quocient G/N.

D’ara endavant, si G és un grup i X és un subconjunt de G, indicarem amb ((X))
la clausura normal de X en G, és a dir, el subgrup normal més petit que conté X. La
clausura normal de X esta caracteritzada pel resultat segiient.

Definicié 1.1.8. Donat un element x d’un grup G, els conjugats de x sén els elements
de G de la forma e 'za, amb a € G.

Proposicié 1.1.9. Donats un grup G i X un subconjunt de G, la clausura normal ({(X))
consisteir en tots els productes de conjugats d’elements de X U X!, id.e.,

(X)) ={ay zSar - -a; e a, |1 > 0,0 € {1,...,7},a; € Goay € X, e; = £1}.

Demostracio. Indiquem amb Y el conjunt format pels productes de conjugats d’elements
de X U X~ 1. Hem de veure que ((X)) =Y.

Per a qualssevol g € Giy € Y,y = a;
e, =x1,r>0,i€{l,...,r}, tenim que

1 _
r{tar - a;txéra,, amb a; € G, 7; € X,



—1 -1 —1 e —1 e
9 yg=g ay xi'ai---a; T arg

1 -1 1, .er

=g (a7 "2t ar)gg (ag T aaz)gg - g gl e an)g

= (a19) 27 (a19)(az9) ' 252 (azg) - - - (arg) 2% (arg).

Per tant, Y és normal. Com que X C Y, per definicié de clausura normal, tenim que
{({(X)) C Y. D’altra banda, per a tot * € X, tenim que !, a " 'za, a tr7ta € (X)),
perquée X C ((X)) i la normalitat de ((X)). Per tant, els productes d’aquests elements
també hi pertanyen, la qual cosa implica que Y C ((X)). ]

Definicié 1.1.10. Una presentacio P amb generadors X i relacions R, que indicarem
amb P = (X | R), és un parell ordenat (X, R), on X és un conjunt qualsevol i R C
F(X) x F(X) és una relacié binaria sobre el grup lliure F'(X). Una presentacié defineix
el grup quocient F'(X)/((Rx)), que indicarem amb G(P), on

R, = {w™ | (u,v) € R} C F(X).

Dues presentacions P i P’ sén equivalents si els seus grups G(P) i G(P’) sén isomorfs.
Freqiientment, per abts de llenguatge, s’identifica la presentaci6é P i el seu grup G(P).

Per exemple, si X = {a} i R = {(a®, 1) | a € X}, aleshores (X | R) = Zg (i aix0 significa
que el grup que representa aquesta presentaci6 és isomorf a Zg).

Per comoditat, sovint s’abusa de la notacio i s’escriuen els parells ordenats de la relacio
R com una igualtat. Aix{, 'exemple anterior s’escriuria com (a | a® = 1). A partir d’ara,
utilitzarem aquesta notacié. A més, moltes vegades les relacions del tipus v = v sén
escrites en la forma uv~! = 1. Per exemple, {(a,b | ab = ba) = (a,b | aba='b~1 = 1) i
(a]la®=a3) = (a|a®=1).

Definicié 1.1.11. Siguin G un grup i P = (X | R) una presentaci6. Direm que P és una
presentacid de G si G(P) = G.

Definicié 1.1.12. Una presentacié P = (X | R) és finita quan X i R sén, ambdds, finits.
Un grup G és finitament presentat si existeix una presentacié finita de G.

Notem que, pel Corol-lari 1.1.3, tenim que tot grup és imatge per un morfisme de grups
de qualque grup lliure. Per tant, aplicant el Primer Teorema d’Isomorfia, tenim que tot
grup és isomorf al grup d’una presentacio.

D’altra banda, la definicié6 que hem donat és equivalent a una definicié basada en rela-
cions d’equivaléncia (amb una construccié analoga a la del grup lliure): si X és un conjunt
qualsevol i R és un subconjunt de (X U X *1)*, es pot definir la relacié d’equivalencia =
de la manera segiient: dues paraules u,v € (X UX *1)* son tals que u = v si, i només si,
es pot passar d’una a ’altra amb un nombre finit de passes del tipus segiient:



Reduccié: eliminacié d’una ocurréncia de zz ™!, per a qualque x € X UX !, o
d’una ocurréncia d’una relacié r € R.

Amplificacié: 1’afegit d'una ocurréncia de zz~!, per a qualque z € X U X! o
d’una ocurréncia d’una relacié r € R.

Es pot veure que & és una relacié d’equivaléncia i que F'(X)/ ~ és un grup, que coincideix
amb G(P) amb P = (X | R'), on R’ = {(red(r),1) | r € R} C F(X) x F(X) [32].
Tot seguit, oferim diverses presentacions dels grups més usuals:

1.

El grup lliure F(X) té la presentacié (X | 0). En particular Z té (a | ) com a
presentaci6 (recordem que Z és isomorf al grup lliure F; de rang 1).

El grup Z (com molts altres grups) també té altres presentacions menys naturals,
com, per exemple, (a,b | ababa = 1) [36].

Qualsevol grup finit G = {ay,...,a,} té una presentacié finita: la corresponent a
prendre tots els seus elements com a generadors i totes les relacions de la taula
de productes de G (aquestes tenen la forma a;a; = ay i n’hi ha n?).

Zp = (a]a™=1).

Z® 7 té (a,b| ab = ba) com a presentacio.

Una presentacié de Z & Z,, és {(a,b | a™ = 1).

El grup diedric D,, d’ordre 2n té com a presentacié
(a,b|a®>=1,0"=1,a 'ba =b"1).

El grup trivial té moltes presentacions: per exemple (a | a = 1), (# | 0),

(a,b | a ba = b, b Lab = d?)

(a,b] a 'b"a =" a = w),

on w és una paraula sobre {a, b} tal que la suma dels exponents de a és 0in >0
[36-37]. Per tant, no és gens senzill saber si una presentacié correspon al grup
trivial.

Siguin m,n € Z. El grup de Baumslag-Solitar, que indicarem amb BS(m,n), és
el subgrup del grup Homeo(R) de les funcions homeomorfes de R en R generat
per les funcions lineals a(z) = nz i b(x) = x + m [33]. Aquest grup té com a
presentacié {(a,b | ab™a~! = b").

Finalment, notem que si P = (X | R) és una presentacid, aleshores tenim ’aplicacié
1: X — G(P) definida com la composicié p o 1 de la inclusié natural n: X — F(X), tal
que n(z) = [z] per a tot # € X U X!, i la projeccié canonica p: F(X) — F(X)/N,



on N = ((R.)), tal que p([w]) = [w]N, per a tot [w] € F(X). Aquesta aplicacié es pot
estendre a (X U X~ 1)" com

t(w) = v(wr) -+ 1(w,) € G(P),

per a tota paraula w = wy ... w, sobre X UX ~!. Amb aquestes notacions, tenim el resultat
segiient:

Teorema 1.1.13. Per a tota presentacid P = (X | R), «(X) genera G(P).

Demostracio. Pel Teorema 1.1.1,n(X) genera F(X) i la projeccié p és exhaustiva. Per
tant, com que i = p on, llavors i(X) genera F(X)/N = G(P). O

De fet, es pot demostrar una mica més: si g € G(P), aleshores g = [w]N, per a alguna
paraula w = wy ... w, sobre X U X! Llavors g es pot expressar com g = i(wy) - - - i(wy).
Es a dir, es pot determinar la forma dels productes dels generadors sobre G(P) en funci6
de la forma dels productes dels generadors sobre (X U X ~1)*.

De forma habitual s’identifica X amb ¢(X), indicant els seus elements amb els mateixos
simbols i, per tant, de forma freqiient es diu que X genera G(P). Per exemple, pel grup
Z&Z = {(a,b| ab = ba), identifiquem a i b amb ¢(a) = (1,0) i ¢(b) = (0, 1), respectivament.
Per aquest motiu, tenim que G és finitament generat si, i només si, G té una presentacié
P = (X | R) amb el conjunt de generadors X finit'.

1.1.4 El problema de la paraula

Siguin G’ un grup i X un subconjunt de G. Aleshores I’aplicacié 7: (X UX )" — @
consistent a enviar cada lletra x € X a l'element corresponent m(x) = = € G es pot
estendre de manera natural a totes les paraules de X U X! de la forma segiient:

o 7m(z ) =n(xr)"! peratotze X.
e Per a tota paraula w = w; ... w, sobre X U X1,
m(w) =mw(wy)---w(w,) € G.

Per tant, m és un morfisme de monoides entre (X UX 1) i G. De forma obvia, si X és
un conjunt de generadors de G, aleshores 7 és exhaustiva. En particular, si P = (X | R)
és una presentacid, aleshores, com que X és un conjunt de generadors de G(P), llavors
(X U X1 — G(P) és un morfisme exhaustiu?.

Definicié 1.1.14. Siguin G un grup i P = (X | R) una presentacié de G. Una paraula
w sobre X U X1 és nul-homotopica per P si, i només si, 7(w) = 1 € G.

I Notem que aquests conceptes en si sén prou diferents: un involucra el minim, respecte de la inclusié, dels

grups que contenen un conjunt i ’altre versa sobre grups quocients
2 Recordem que abusem del llenguatge, identificant +(X) i X, i que, realment, 1(X) és el generador de G(P).
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Definicié 1.1.15. Siguin G un grup i P = (X | R) una presentacié de G. El problema
de la paraula per a P consisteix en trobar un algorisme que, per a cada paraula w €
(X U X1, decideixi si m(w) =1 o m(w) # 1.

Si G és un grup i P i P’ s6n presentacions finites de G, aleshores existeix un algorisme
que decideixi si el problema de la paraula per a P si, i només si, n’existeix un altre que el
resolgui per a P’ [8]. Per aquest motiu, si G és finitament presentat, es parla del problema
de la paraula de G, consistent en decidir la resolubilitat del problema de la paraula per a
alguna (per a qualsevol) presentacié de G.

Donarem, tot seguit, un criteri per saber si una paraula és nul-homotopica per una
presentacié finita donada.

Teorema 1.1.16. Siguin P = (X | R) amb X = {x1,...,x,} i R={r=1,...,r, =1}
una presentacio finita i w una paraula sobre X U X~'. Llavors tenim que w és nul-
homotopica per P si, i només si, w compleiz la igualtat segiient dins el grup lliure F(X):

N
w = Hu[lrfiui,
i=1
per a alguns N € N, r; € R, e; =+1 iu; € F(X), ambie€ {1,...,N}.

Demostracié. Sigui N = ((r1,...,m)) € F(X). Si w € (XU X~1)", aleshores m(w) = 1
si, 1 només si, wN = 1 € G(P) o, equivalentment, si w € N C F(X). Per la Proposicié
1.1.9, aix0 vol dir que w és producte de conjugats d’elements de {ry,...,r;} o dels seus
inversos (dins el grup lliure F'(X)). O

Aquest darrer resultat ens déna una aproximacié natural al problema de la paraula per a
presentacions finites. Donada una presentacié finita P = (z1,...,x, |11 =1,...,7 = 1},
podem enumerar en una llista totes les expressions de la forma

uy iy g g, (1.1)
amb u; € F(X) im > 0. Si una paraula w és tal que m(w) = 1, aleshores w apareixera,
prest o tard, en aquesta llista. El problema és si w no satisfa que 7(w) = 1: esta clar que
w no apareixera en la llista, perdo no ho podrem saber en un temps finit. Técnicament,
pareix que el conjunt de paraules nul-homotopiques per P és recursivament enumerable
perd no recursiu (és a dir, el seu complement no és recursivament enumerable). Aixo fa
que el problema de la paraula per una presentacié pareixi indecidible.

Aquest fet és, precisament, el que va establir Novikov, el qual va ser el primer en
demostrar, 'any 1955, que existeixen grups finitament presentats amb el problema de la
paraula no resoluble [39]. Des de la década de 1960 fins a mitjans dels anys vuitanta,
s'introduiren diverses técniques noves que permeten simplificar la demostracié original,
de 143 pagines. Es pot trobar una demostracié curta del resultat de Novikov a l’article
de Stillwell [51]. D’altra banda, existeixen demostracions senzilles del fet que existeixen
grups recursivament presentats (que admeten una presentacié P = (X | R) amb X finit
i R recursivament enumerable) amb el problema de la paraula irresoluble [17, pag 110].
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Hi ha diverses referéncies sobre el problema de la paraula que es poden consultar per
obtenir-ne més informacié [32, 35, 51].

Per mor d’aquest resultat negatiu, cal imposar condicions al grup G per a que aquest
tengui el problema de la paraula resoluble. Aquest és el cas, per exemple, de la classe de
grups residualment finits [31].

Definicié 1.1.17. Un grup G és residualment finit si, donat g # 1 en G, existeix un
subgrup normal N de G tal que g ¢ N i G/N és finit.

Proposicié 1.1.18. Sigui G un grup residualment finit i finitament presentat. Aleshores
G té el problema de la paraula resoluble.

Demostracid. Siguin P = (X | R) amb X = {z1,...,zp,} i R={r1 =1,...,7, = 1} una
presentaci6 finita de G, N = ((r1,...,rg)) C F(X).

Hem de veure que existeix un algorisme que decideix si una paraula w sobre X UX ~! és
nul-homotopica o, de forma equivalent, si w pertany o no a N. Per la discussié anterior,
tenim que NV és recursivament enumerable, és a dir, que existeix un algorisme que s’atura
quan w € N. Només hem de proporcionar, doncs, un algorisme que s’aturi quan w ¢ N
(perque d’aquesta manera N sigui recursiu).

Per a qualsevol m > 0, es poden determinar tots els grups amb exactament m elements
mitjancant les seves taules de productes (el nombre de possibles taules de productes amb
m elements és finit i, per tant, es pot decidir quines taules tenen estructura de grup).
Per tant, es poden enumerar tots els grups finits.

Donat un grup finit H, el conjunt de morfismes
{¢m: F(X) — H | morfisme }

és finit, ja que, pels teoremes 1.1.1 i 1.1.2, qualsevol morfisme pp esta determinat per una
assignacié (x1,...,zn) — (©1,...,pn) € H™ (de fet, aixo implica que com a maxim hi ha
|H|" d’aquests morfirmes). En particular, el conjunt

My = {pu: F(X) — H morfisme | pg(r;) =1, peratotiec{l,... k}}

és finit. A més, notem que My no és buit, ja que 'aplicacié constant que ho envia tot a
I’element neutre hi pertany.

Dels dos fets anteriors es despren que poden enumerar el conjunt
M ={(H,¢)|p e Mgy}

Siw & N, aleshores m(w) # 1 € G(P) = G. Per tant, per ser G residualment finit,
existeix L subgrup normal de G(P) tal que w(w) € L i G(P)/L és finit. Per tant, existeixen
un grup finit H (igual a G(P)/L) i ¢y tals que (H,og) € M i pg(w) # 1. D’altra banda,
si existeix (H,pp) € M tal que ¢g(w) # 1, aleshores el nucli ker g conté N, per
contruccié, perd w & ker pp. Per tant, w € N.

Per tant, enumerar el conjunt M i anar provant si, per a algun (H,y) € M, ¢(w) # 1
és un algorisme que s’atura si, i només si, w € N, que és el que voliem veure. O
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Una altra manera d’aconseguir que un grup G tengui el problema de la paraula resoluble
és, donada una presentacié P de G, fitar el nombre de productes de conjugats de les
relacions de P i de les seves inverses que hem de llistar per saber que w no és nul-
homotopica. Es a dir, limitar el nombre de comprovacions per determinar que w no pertany
a la llista (1.1). Aix0 s’aconsegueix mitjangant les funcions de Dehn. La Proposicié 1.1.21
mostra la seva importancia.

Definicié 1.1.19. Siguin G un grup i P = (X | R) una presentaci6 finita de G.

(a) Si w és una paraula nul-homotopica per P, llavors I'drea algebraica de w respecte

de P és

N
areaq p(w) = min{N | w = Hm;lrixi dins F(X), amb z; € F(X),r; € RF'},
i=1

on R, = {uv™! | (u,v) € R} C F(X).

(b) Una funci6 f:N — N és una funcid isoperimétrica per a P si, per a tota paraula w
nul-homotopica per P tal que I(w) < n, es té area, p(w) < f(n). El minim, punt
a punt, d’aquestes funcions és la funcié de Dehn de P, i.e., la funci6 0p:N — N
definida per

op(n) = max{area, p(w) | w € (X UX ", n(w) = 1,1(w) < n}.

De forma obvia, si P = (X | R) és una presentaci6 finita de G i u,v sén paraules
nul-homotopiques per P, aleshores la seva concatenacié uv és nul-homotopica per P (7 és
un morfisme) i area, p(uv) < area, p(u) + area, p(v).

Definicié 1.1.20. Siguin f, g:N — N. Sigui < la relacié definida per f < g si, i només
si, existeix k > 0 tal que

f(z) < kg(kx + k) + kx + k,

per a tot z € N. Indicarem amb f ~ g el fet que f < g i g = f simultaniament i, quan
aixo passi, direm que f i g sén ~-equivalents. Quan convengui, identificarem una funcié
amb la seva expressié algebraica. Aixi podrem escriure f(x) < 221 f(z) ~ 22 per denotar,
respectivament, f < go i f ~ g3, amb g i g3 definides com go(z) = 22 i g3(x) = 3.

La relacié ~ és una relacié d’equivaléncia, la qual es pot estendre a les funcions de N
to [0, 00) tals que, per a tot n € Z, aquestes siguin constants a l'interval [n,n + 1).

De forma general, la relacié ~ preserva l'ordre assimptotic d’una funcié. Per exemple si
k > 1, aleshores nF % nFlnn, i n? ~ n9 implica que p = ¢, per qualssevol p,q € R. De la
mateixa manera, n* o 2" per a qualsevol k € R, 22" o 27 i tots els polinomis dels mateix
grau son ~-equivalents [12].

Si P i P’ sén presentacions finites de G, f és una funci6 isoperimeétrica per a P i g és
una funcié isoperimétrica per a P’, aleshores f ~ ¢ [12]. En particular, aixo passa si f i g
s6n funcions de Dehn de P i P/, respectivament. Es per aixd que podem parlar, llevat de
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transformacions lineals, de la funcié de Dehn de G, g, o de les funcions isoperimetriques
de G.

Proposicié 1.1.21 ([12, 23]). Sigui P = (X | R) una presentacio finita de G. Aleshores
les afirmacions segiients son equivalents:

(a) G(P) té el problema de la paraula resoluble.
(b) La funcié de Dehn de P és recursiva.
(¢) P admet una funcié isoperimétrica recursiva.

El problema de la paraula va sorgir de forma natural de la Topologia Algebraica a
finals de segle XIX i principis de segle XX associat a problemes sobre grups fonamentals de
superficies [51]. Dehn va ser el primer a enunciar aquest problema, I’any 1911 [19]. A banda
d’aquest problema, Dehn en va enunciar dos més que tracten de decidir sobre propietats
locals i globals d’'un grup. Les propietats locals d'un grup s’ocupen de determinar si certs
elements compleixen o no determinades relacions i les propietats globals tracten d’esbrinar
les caracteristiques que té el grup sencer com a estructura:

e Problema dels conjugats.

Donat un grup G i una presentaci6 P = (X | R), deteminar si existeix un
algorisme que decideixi si dues paraules u, w sobre X U X ! s6n tals que 7(u) és
un conjugat de 7(w) o no.

e Problema de I'isomorfisme.

Donats dos grups, trobar un algorisme que determini si sén isomorfs o no.

El problema de la paraula i dels conjugats sén problemes de decisié sobre propietats locals
mentre que el problema de 'isomorfisme és un problema sobre una relacié global. Aquests
problemes sén, en general, indecidibles [8, 32].

El problema consistent en deteminar si un grup donat és isomorf al grup trivial és un
cas particular del problema de I'isomorfisme, per tant, en principi, pot semblar que pugui
tenir solucié al contrari del problema general. Aquesta percepcid és falsa: aquest problema
també és indecidible [35, Corol-lari 3.4].

Existeixen molts altres problemes indecidibles en la Teoria de Grups. Es poden consultar
diverses fonts per obtenir més informacié al respecte [1, 34-35, 47, 49].

Finalment, hem de notar que els grups finitament presentats amb una sola relacié tenen
el problema de la paraula resoluble, fet que va establir Magnus 'any 1932 [29-30].
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1.2 Eines geometriques per fer front al pro-
blema de la paraula

1.2.1 Grafs de Cayley

En aquesta seccié interpretarem un grup donat G com un espai metric, introduint els
grafs de Cayley, que jugaran un paper important al llarg de tot el text. En primer lloc,
comencarem definint la métrica de la paraula.

Definicié 1.2.1. Siguin G un grup i X C G un conjunt de generadors finit de G. La
metrica de la paraula de G respecte de X és la distancia dg x: G X G — N definida com

da.x(g,h) = min{l(w) | w € (X UX " tal que 7(w) = g~ 'h}.

Aquesta metrica depén en general del conjunt de generadors de G: si X i X’ sén conjunts
de generadors finits de G diferents, aleshores dg x # dg x’. Per exemple si G = Z i
X = {1}, aleshores tenim que dg x(n,m) = |m — n| i, en canvi, per a X’ = {2, 3}, tenim
que

|s] sim—n=3s
dgx/(n,m) =« [s|+1 sim—-—n=3s+1
|s|]+2 sim—n=3s+2.

Aixo és perque, com que Z és commutatiu, aleshores el minim s’aconsegueix amb paraules
de la forma 2'3%, amb I, k € Z, i, com que 3-2 = 2-3 (hem subratllat els generadors de Z),
llavors ens podem restringir a paraules tals que [I|< 2. A més, com que 3-k+2-(—1) =
3-(k—2)4+2-2i3-k+2-(—2)=3-(k—2)+2-1, llavors, realment, podem restringir-nos
a les paraules de la forma 2!3% amb [ € {0, 1, 2}.

D’altra banda, perd, aquestes distancies no difereixen molt: si X i X’ sén conjunts
finits de generadors de G diferents, aleshores dg x i dg x/ son bilipschitz equivalents [33,
Corol-lari 11.3], és a dir, existeix k& > 0 tal que, per a tots g,h € G, es compleix

1

de,X(ga h) < dG,X’ (97 h’) < de,X (gv h)

(en I’exemple anterior, podem prendre k = 5). Per tant, aquestes distancies sén equivalents
en el sentit topologic, és a dir, determinen la mateixa topologia. Aleshores és natural veure-
les com una sola métrica. Es per aquest motiu que es parla de la métrica de la paraula
de (G, sense fer referencia als seus generadors. Indicarem amb dg o, simplement, amb d
aquesta metrica.

Definicié 1.2.2. Siguin GG un grup i X un conjunt finit de generadors. El graf de Cayley
de G respecte de X, que indicarem amb I'g x, és el graf dirigit i etiquetat que té com a
conjunt de vertexs V(' x) = G, el conjunt d’arcs

ETgx)={(g9,92) | g€ G,z € X}
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i cada arc (g, gz) té letiqueta x. Quan G i X estiguin clars pel context, simplement ens
referirem al graf de Cayley i 'indicarem amb T

Alguns exemples de grafs de Cayley sén els segiients:

1. El graf de Cayley del grup trivial (respecte del conjunt de generadors trivial)
consta simplement d’un veértex amb un arc que surt i entra d’aquest vertex (Figu-
ra 1.1a).

De forma habitual, s’eviten els conjunts de generadors de grups que contenguin
I’element neutre, per a que el seu graf de Cayley no contengui cicles a cada vertex.
D’ara endavant, si X és un conjunt de generadors d’'un grup G, suposarem que
1 ¢ X. Podem observar el graf de Cayley de G = {1} respecte del conjunt de
generadors X' = () a la Figura 1.1b.

1 1

(a) (b)
Figura 1.1 El graf de Cayley de G =
{1} respecte de X = {1} i X' = 0.

2. El graf de Cayley de Z,, respecte de X = {1} és el que es representa a la Figura 1.2.
Per comoditat, no etiquetem els arcs en el graf de Cayley (tots els arcs tenen 1
per etiqueta).

0 1 2 n—1

o—

Figura 1.2 El graf de Cayley de Z,,.

3. El graf de Cayley del grup lliure F, respecte de {z,y} és l'arbre infinit 4-ari
orientat, tal com mostra la Figura 1.3 (pagina 17). Per conveniéncia, els arcs
es representen de forma que la seva longitud disminueix, successivament, en la
meitat.

4. Elgrup Z®Z = {a,b| aba='b~! = 1) respecte de {a, b}, amb a = (1,0)ib = (0, 1),
té el graf de Cayley (infinit) que es mostra a la Figura 1.4.
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Figura 1.4 El graf
de Cayley de Z & Z.

Els grafs de Cayley de Z amb conjunt de generadors {1} i {1,2} es mostren a les
figures 1.5 i 1.6, respectivament.

. ° ° - — ) —eo—H o o r—eo—H — .-

0

Figura 1.5 El graf de Cayley de Z respecte de {1}.

—2 0 2 4
—1 1 3 5
Figura 1.6 El graf de Cayley de Z respecte de {1, 2}.

Moltes vegades, per comoditat, el graf de Cayley es representa mitjancant un
graf no dirigit, donant-se implicita la orientacié de les arestes quan s’explicita el
conjunt finit de generadors. Per exemple, a la Figura 1.7, es mostra el graf de
Cayley (no dirigit) de Z respecte de {2, 3}.

Seguint amb aquest afany de simplificacié, molts cops, fins i tot, s’omet el con-
junt finit de generadors i es representa un graf de Cayley no dirigit del grup. En
aquest cas, el conjunt finit de generadors es determina amb aquest graf (realment
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Figura 1.7 El graf de Cayley de Z respecte de {2, 3}.

el graf de Cayley no dirigit representa diversos grafs de Cayley dirigits: per exem-
ple, si ometem el conjunt de generadors, aleshores el graf 1.7 és el graf de Cayley
(no dirigit) de Z respecte de {2,3}, {—2,3}, {2, -3} ide {—2,-3}).

6. Encara que el graf de Cayley I'g x de G respecte de X és tinic, la seva representaci6
no té perque ser-ho: la Figura 1.7 i la Figura 1.8 s6n dues representacions diferents
del mateix graf de Cayley. La primera disposa els vertexs en linia, mentre que la
segona els col-loca d’'una manera més dispersa.

Figura 1.8 Una altra representaci6 del
graf de Cayley de Z respecte de {2, 3}.

7. El graf que es mostra a la Figura 1.9 és el graf de Cayley del grup de Baumslag-
Solitar BS(1,2) = (a,b | ab = b%a) respecte del conjunt de generadors {a, b}.

A A A

Figura 1.9 El graf de Cayley de BS(1,2).

El graf de Cayley I'g x és arc-connex (ja que X genera G) i és localment finit (cada
vertex té un grau d’incidéncia finit) perque X és finit. De fet, cada vertex és incident a
2|X| arcs. Si indiquem amb v, el vertex corresponent a g, aleshores, per a tot z € X,
tenim que vy és el vertex inicial d’un tdnic arc (el que va de vy a vy, 1 té etiqueta z) i és
el vertex final d'un sol arc (el que va de v,.,-1 a v, i té etiqueta x).
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Amb aquesta notacié, G actua per I'esquerra en el conjunt de vertexs V(I'g x) mit-
jancant I'accié g - vy +— vg.;,. Recordem que una accié per lesquerra dun grup G en un
conjunt X és morfisme de grups entre G i el conjunt Sym(X) de bijeccions de X en X o,
equivalentment, una aplicaci6é : G x X — X tal que

e 1.-z=ux, peratotxelX.
e (gh)-x=g-(h-x),peratotsgheGixeX.

Si existeix una accié (per 'esquerra) de G en X es diu que G actua (per 'esquerra) en X.*
Aquesta accié es pot estendre al conjunt d’arcs E(I'g x) del graf de Cayley de la manera
segiient: per a cada arc (vp, vs,) amb etiqueta x, g envia aquest arc a 'arc (vgp, Vghe) amb
etiqueta x, i.e., g- (Vp, Vha) — (Vgh, Vgha)- Per tant, aquesta accié preserva l'orientacié dels
arcs dirigits dins el graf de Cayley i les seves etiquetes.

El graf de Cayley I'g x indueix una metrica sobre G, que indicarem amb dr, , (o amb
dr quan G i X estiguin clars pel context), que correspon a associar a cada parell (g, h)
d’elements de G I'infim de les longituds dels camins dins I'g x entre g i h. Aquest infim
realment és un minim (perque I' x és localment finit) i, a més, és igual a la longitud d’un
(de qualsevol) cami geodésic entre g i h, és a dir, un cami de longitud minima entre g i h
dins ' x .

Per a tota paraula w sobre X U X ~!, tenim associat un cami +,, dins el graf de Cayley
I'c,x. Aquest cami comenca al vertex v corresponent a l’element neutre de G i travessa
els arcs de ' x aixi com indiquen les lletres de w fins arribar al vértex vy (,,) corresponent
a m(w). El recorregut de 7, té en compte el sentit dels arcs: per a cada z~!, amb z € X,
Y travessa l’arc corresponent en sentit contrari. Per exemple, considerem Z @ Z generat
per {a,b} amb a = (1,0) i b = (0,1). La paraula w = aab~la~lbbbaaa descriu el cam{ que
es mostra a la Figura 1.10. Amb altres paraules, si w = w; ... w,, aleshores v, és el cami
determinat pels vertexs v1, Ur(w), Ur(wiws)s - - - Vr(w)-

q - . .

Figura 1.10 El cami ~,, associat a la
paraula w = aab™'a"'bbbaaa.

3 Pel context es distingeix de forma clara entre 1’accié i 'operacié del grup, encara que es denotin amb el
mateix simbol.
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En aquest sentit, 7, té associada l'aplicacié v,:[0,l(w)] — g x tal que v,(0) = vy,
Yoo (H(w)) = Vr(w) 1 7w (t) = Vr(w(r))- Notem que aquesta aplicaci6 es pot estendre de forma
natural al nombres enters mitjangant vy, (t) = v, (0) si t < 01 v,(t) = Y (l(w)) si t > l(w)
i també als nombres reals mitjangant 7, (z) = v,(|x]). A partir d’ara indentificarem
aquesta aplicaci6 i el seu cami corresponent.

Inversament, qualsevol cami ~ des del vertex corresponent a la identitat a un vertex
qualsevol del graf de Cayley té associada una paraula w sobre X U X ~!. Aquesta paraula
esta formada per les etiquetes dels arcs que segueix, tenint en compte el seu sentit (s~1
correspondra a travessar 'arc (g, gx) en sentit contrari).

Per tot aixd, hi ha una correspondéncia entre les paraules de (X U X~1)" i els camins
des de v dins el graf de Cayley I'g x. Per aquesta rad, a partir d’ara:

e Identificarem els elements del grup G amb els vertexs del graf de Cayley I'g x.

e Donada una paraula w € (X UX~!)", indicarem amb v(w) el seu cami correspo-
nent des d’1 (= v1) fins a 7(w).
Seguint amb aquesta notacié, donats un element g € G i una paraula w € (X UX 1",
direm que w representa g, o que g esta representat per w, si, i només si, y(w) és un cami
que va fins a g (des d’1). Notem que poden existir moltes paraules que representin el
mateix element.

Donada una paraula w sobre X U X! i un element g € G, existeix un cami que, en
lloc de partir des de 1, parteix des de g i que segueix els arcs tal com indica w. Aixo fa
que poguem veure el producte d’elements d'un grup G de forma geomeétrica: si g,h € G
i wy i wy sén paraules de (X UX *1)>k que representen g i h, respectivament, aleshores
g - h esta representat per la concatenacié wqywy,. Notem que el cami y(wqwy,) consisteix en
anar des d’1 fins g seguint el cami v(w,) i, després, comencant des de g en comptes de 1,
seguir el cami ~y(wy). Per tant, el producte d’elements de G correspon a la concatenacié
de paraules dins (X U X *1)* i a la composicié de camins dins el graf de Cayley I'g x.
Continuant amb Iexemple de Z @ Z, si g = b%a® i h = b—3a, aleshores g - h = b%a’b 3a
tal com es mostra a la Figura 1.11. D’aquesta figura és clar que ¢ - h es pot expressar per
a*b=1.

—

Figura 1.11 La visualitzaci6 del pro-
ducte de g = b%a® i h = b 3a.
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D’altra banda, la distancia dr és “invariant respecte de la multiplicacié” en el sentit
segiient:

Proposicié 1.2.3. Dins el graf de Cayley I'q x es compleir que
dF(.Qa h) = dr(a “g,a- h)7
per a tots a,g,h € G.

Demostracio. Com que 'accié definida anteriorment preserva les orientacions dels arcs i
les seves etiquetes, aleshores dr(g, gz) = dr(ag,agz) = 1, per a tots g,a € Giz € X.
Sigui w = wy...w, € (X UX )" una paraula tal que el cami «(w) partint des de g
arriba a h i tal que dr(g, h) = l(w), és a dir, una paraula corresponent a un cami geodesic
entre g i h (Figura 1.12).

9 ah

—) 9

quwi ... Wpr—1 $aguwy ... Wpr—1

qUIW2 ¢ 9 AgW1W2
qui ¢ $ Agwi
g ¢ s ag

Figura 1.12 L’accibé a -z — az
aplicada a un cami geodesic de g a h.

Llavors tenim que
dr(g, gw1) = dr(ag,agw) = 1,

dr(gwy, gwiws) = dr(agwi, agwiws) = 1,

dr(gw; ... wy—1,gw; ... wy) =dr(agw; ... wy_1,agws ... w,) = 1.
Per tant
dr(g,h) =dr(g,gw1) + ... +dr(gwy ... wy—1,gwy ... w,;)

=dr(ag,agwy) + ...+ dr(agw; ... wy_1,agw; ... wy)
< dF(aga a’h)

4 Técnicament es diu que laccié és una isometria per la metrica dr [33, pag. 163].
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(la darrera desigualtat és perqué potser, en principi, que el cami determinat pels vertexos
ag, agwi, ..., agw ...w, no sigui geodesic). Per tant, tenim que dr(g,h) < dr(ag,ah).
Aleshores

dr((lQ,CLh) < df‘(ailag?ailah) = df(ga h)7
per la qual cosa dr(g,h) = dr(ag,ah). O

Si suposem que cada arc del graf de Cayley I'g x té longitud unitat, aleshores dr
coincideix amb la meétrica de la paraula [18, Cap. 4]. Com a conseqiiéncia Obvia, tenim
que la metrica de la paraula és invariant respecte de la multiplicacié. També tenim que,
si X # Y s6n conjunts finits de generadors d’un grup G, aleshores les metriques drg, , i
drg y sOn bilipschitz equivalents. Aixo es pot observar a I'exemple 5 (pag. 18). Per tant, a
partir d’ara, indicarem amb d, indistintament, la metrica de la paraula dg x de G respecte
de X ila metrica del graf de Cayley dr, -

De fet, es pot parlar d’un altre aspecte més general (estrictament més general [20]) que
ser bilipschitz equivalent: els grafs de 'exemple esmentat sén forca semblants perque vist
“des de lluny” semblen iguals. Es diu que sén quasi-isométrics:

Definicié 1.2.4. Siguin (X, dx) i (Y, dy) dos espais metrics. Una quasi-isometria és una
aplicacié ¢: X — Y tal que:

e Existeix una constant A > 1 tal que, per a tots z,2’ € X,

Sx(,2') = A < dy (6(2), (")) < Mx(r,2%) + A

e Fxisteix una constant C' > 0 tal que, per a tot y € Y, existeix x € X tal que

Dos espais metrics (X,dx) i (Y,dy) sén quasi-isométrics si existeix una quasi-isometria
¢: X — Y entre ells. En aquest cas, ho indicarem amb X ~g; Y.

Facilment es pot veure que la relacié ~gr és una relacié d’equivaléncia [33, Proposi-
ci6 11.39]. Tot seguit oferim alguns exemples d’espais quasi-isometrics:

e Qualsevol grup finit (com a espai metric) és quasi-isometric a un punt [18, pag. 85].

e Si H és un subgrup de G amb index finit [G : H| i G i H s6n finitament generats,
aleshores G ~g H, respecte de les seves metriques de la paraula [33, Proposi-
ci6 11.41].

e SiGésungrupi X, Y so6n conjunts finits de generadors de GG, aleshores G respecte
de la metrica de la paraula respecte de X és quasi-isometric a GG respecte de la
metrica de la paraula respecte de Y [33, Lemma 11.37]. Aquest resultat té el seu
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analeg per als grafs de Cayley (recordem que drg , = dg, x): amb les mateixes
condicions, I'q x ~gr ',y [8, Proposici6 4.3].

e Peratotn>1,Z" ~gr R", perd Z" £qr Z™, per a tots n # m.”

El bo de les quasi-isometries és que preserven moltes de les propietats geometriques dels
grafs de Cayley quan els seus grups sén quasi-isometrics. Per tant, les quasi-isometries fan
invariants certes propietats dels grups. En aquest sentit, una propietat P és invariant
per quasi-isometries, si, i només si, si X ~gr Y i X compleix P, aleshores Y compleix
PS. Existeixen moltes propietats invariants per quasi-isometries [18, pag. 114; 33, Teore-
ma 11.46], com per exemple ser finit, pero sens dubte les més destacables sén les segiients:

e Ser finitament presentat és una propietat invariant per quasi-isometries.

e Tenir el problema de la paraula resoluble és una propietat invariant per quasi-
isometries. Concretament, tenim els resultats segiients:

Teorema 1.2.5 ([8, Teorema 4.7]). Siguin G, H grups, P = (X | R) una
presentacid finita de G ©Y un conjunt finit de generadors de H tals que ' x ~qr1
Ipy. Aleshores existeix un conjunt finit de relacions S de H tal que Q = (Y | S)
és una presentacio finita de H i les funcions de Dehn de les presentacions P i Q
son ~-equivalents.

Corol-lari 1.2.6 ([8, Corol-lari 4.8]). Si P i Q sdn presentacions finites d’un
grup G i el problema de la paraula és resoluble per P, aleshores també ho és per

Q.

1.2.1.1 Els grafs de Cayley i el problema de la paraula

A més de capturar certes propietats geometriques dels grups (via quasi-isometries),
un dels aspectes dels grafs de Cayley és la seva connexié directa amb el problema de la
paraula.

En primer lloc, notem que si G és un grup i P = (X | R) és una presentacié de G,
aleshores una paraula w € (X UX~1" és nul-homotopica per P si, i només si, v(w) és
un cami tancat dins el graf de Cayley, és a dir, un cami que comenca i acaba a 1 [33,

Aquests fets s6n conseqiiéncia de qué si un grup G actua “prou regularment” en un espai métric (X, dx),
llavors G és quasi-isometric a X. Hi ha diverses referéncies al respecte, on es poden consultar els detalls
técnics [8, 18]. El resultat més destacable és el que es coneix com Teorema Fonamental de la Teoria
Geometrica de Grups (o Teorema de Milnor-Svarc) [12, Proposicié A.1.4].

En la literatura, de forma habitual es refereix a aquestes propietats com a propietats geométriques, perod
hem preferit no emprar aquest terme per a no donar peu a confusié entre les propietats propiament
geometriques dels grups, enteses com aquelles que es poden definir mitjangant 1’is d’objectes geométrics
associats a aquests (com sén els grafs de Cayley), i les propietats invariants per quasi-isometries. Per
exemple, la propietat P = “Per a qualsevol gg € G, I'q, x \ {go} no és arc-connex” és geométrica pero no
invariant per quasi-isometries (P es compleix a Z amb X = {1} pero no ho fa amb X = {1, 2}; figures 1.5
i 1.6) [53]. Una altra propietat geometrica que no és invariant per quasi-isometries és la quasi-convexitat
de Cannon [33].
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Proposici6 5.7]7. Aixo fa pensar que si el graf de Cayley de G es pot construir, aleshores el
problema de la paraula sera resoluble (perqué podrem determinar els seus camins tancats
des d’1). Com que la majoria dels grafs de Cayley sén infinits, hem d’aclarir qué s’entén
per un graf de Cayley construible.

Definicié 1.2.7. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G i g € G un
element qualsevol. L’esfera de radi n centrada a g dins I'q x és el conjunt de vertexs

Sa.x(g,n) ={h e V(I'ax) [ dre x(9,h) = n}.
D’altra banda, la bolla de radi n centrada a g dins I'g x és el conjunt de vertexs
Bax(g:n) ={h € V(l'ax) [ drg x(9,h) <nj.

Es clar que B x(g,n) esta format per la unié de Sg x(g,?) per a tots els ¢ < n. Quan G
i X estiguin clars pel context, els ometrem i escriurem, simplement, S(g,n) i B(g,n).

Notacié 1.2.8. Donada una bolla Bg x(g,n) dins el graf de Cayley I' x, indicarem
amb BaX(g, n) el subgraf que té Bg x(g,n) com a conjunt de vertexs i com a conjunt
d’arcs, els arcs corresponents a tots els camins de longitud < n que parteixen des de g.

Definicié 1.2.9. Un graf de Cayley I'q x és construible si, i només si, podem construir
en un temps finit BY(1,7n) per a tot n > 1.

Amb aquestes definicions tenim el teorema segiient:

Teorema 1.2.10 ([33, Teorema 5.10]). Siguin G un grup i X un conjunt finit de
generadors de G. Llavors G té el problema de la paraula resoluble si, © només si, el graf
de Cayley ', x és construible.

1.2.1.2 Els grafs de Cayley d’algunes construccions de grups

En aquest apartat veurem la forma dels grafs de Cayley del producte directe i del
producte lliure de dos grups.

Definicié 1.2.11. Siguin G, G2 dos grups qualssevol. El producte directe de G1 per Go
és el grup (G1 x Ga,-) definit com:

e El conjunt d’elements és el producte cartesia de G1 per Go, és a dir,
G1x Gy ={(9,h) | g € G1,h € Ga}.

e L’operacié del grup esta definida component a component, o sigui, per a tots
(91, h1), (g2, h2) € G1 x Go,

Aquesta és una de les raons perqué w es diu nul-homotopica. Una altra és per la connexié entre paraules
nul-homotopiques i camins nul-homotopics dins una varietat. Si M és una varietat de Riemann tal que
el grup fonamental 71 (M) = G, llavors les paraules nul-homotopiques de G corresponen als camins nul-
homotopics dins la varietat M.
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(91, h1) - (92, h2) = (91 -Gy 92, M1 -G, h2)-
Indicarem amb G X G2 el producte directe de G per Go.

Es pot veure facilment que Gy x G2 té estructura de grup (I’element neutre és (1¢,, 1g,)
i operaci6 inversa (g,h)"! = (g7 ', h71)). A més, aquesta definicié es pot enunciar per a
una familia arbitraria de grups (G;);er de forma analoga, amb la convencié que si aquesta
familia és buida, llavors el producte directe, que en aquest cas s’escriu com X;c;G;, és
igual al grup trivial.

En aquest sentit, es defineix la suma directa d’una familia arbitraria de grups (G;)ier,
que s’indica amb @®;c;G; (iper G1®Ga@ ... B G, si I ={1,...,n} és finit), com el grup
format pel conjunt d’elements

{(9i)ier 1 {i € I'| gi # 1g,} és finit}

amb 'operaci6 definida component a component, com en el cas del producte directe. Quan
el conjunt d’indexos és finit, aleshores el producte directe i la suma directa coincideixen®.
En cas contrari, la suma directa és un subgrup normal dins el producte directe [46].

De forma clara, tenim que G; X G2 conté grups G’l i ég isomorfs a G1 i a Go, respecti-
vament (per exemple G1 = {(g,1) | g € G1}). A més, aquests subgrups sén normals dins
G1 X Go. Aquesta propietat, de qualque manera, caracteritza el producte directe, tal com
mostra el resultat segiient:

Proposicié 1.2.12 ([24, Proposicié 1.1]). Un grup G és isomorf al producte directe
G1 x Go de dos grups G1 i Ga si, © només si, G conté dos subgrups normals A = Gy i
B =Gy tals que ANB=11G = AB.

A vegades, es parla del producte intern de dos grups G i G2 com el grup G tal que G i
G2 s6n normals dins G, G1 NGy =11 G = G1Ga, pero, a rel d’aquesta proposicid, aquest
concepte coincideix amb el producte directe de dos grups, que de vegades s’anomena
producte extern.

Tot seguit adaptam la definicié estandard de producte cartesia de grafs dirigits pel cas
en que els grafs sén, a més, etiquetats. Per aixo, ens fa falta notacié especifica.

Notacié 1.2.13. Siguin (X,Y’) un parell de conjunts qualssevol i a,b dos simbols. Indi-

carem amb (X,Y)(a,b) el conjunt

(X,Y)(a,b) ={(a,y) |y € Y} U{(z,b) | x € X}.

Definicié 1.2.14. Siguin dos simbols fixats a, b. Siguin I'y, I's dos grafs dirigits i etique-
tats amb elements de A i B, respectivament. El producte cartesia (o producte de grafs)
de T'y i I's, que indicarem amb I'1[l'y, és el graf dirigit i etiquetat amb elements de
(A, B)(a,b) tal que:

8 fs per aixo que hem escrit amb la notacié de suma directa el grup Z & Z en tot el text.
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[ V(F1DI‘2) = V(Fl) X V(FQ)

e Per a qualssevol dos vertexs u = (uj,u2) i v = (v1,v2), tenim que (u,v) €
E(I'0r) si, i només si, u; = vy i (ug,v2) € E(I'2) o bé si (u1,v1) € E(I'h) i
ug = V9.

En el primer cas, tenim que letiqueta de (u,v) és (a,e) amb e etiqueta de
(u2,v2) i, en el segon, és (e,b) amb e l'etiqueta de 'arc (uq,v1).

Lema 1.2.15. §i G i H son dos grups qualssevol amb conjunts de generadors X i Y,

respectivament, aleshores (X,Y)(1g,1m) és un conjunt de generadors de G x H, on 1g i
1g son els elements neutres de G i H, respectivament. A més, aquest conjunt és finit si
X 1Y son finits.

Demostracio. Sigui (g,h) € G x H. Com que X i Y sén generadors de G i H, respec-
tivament, aleshores ¢ = x1-- 2, i h = y1---ys, amb x; € X U X1 y; € YU Y-
ie{l,...,r},je{l,...,s}, r,s > 0. Per tant,

(9,h) = (x1,1) -+ (@, 1) - (1, h)
= (371, )'”(&“r, 1) - (1,y1) e (1,y8)_

Si X 1Y sén finits, de forma obvia, (X,Y)(1g, 1y) és finit. O

—_

Proposicié 1.2.16. Siguin G, H grups i X, Y conjunts de generadors finits de G i H,

respectivament. Notem per Z = (X,Y)(1g, 1y). Aleshores
Iexaz =TexUOlgy.

Demostracio. Per definicié, tenim que V(I'gxm,z) = G x H = V(I'g x0O'gy). Per tant,
només hem de veure que E(I'gxpm,z) = E(Te xOlny).

Q) Sigui (u,uz) un arc, amb u = (u1,uz) € V(G x H) i
ze{(ly), (@ 1) [z X,yeY}

Si z = (1,y), aleshores (u,uz) uneix u = (uj,u2) amb uz = (u1,usy) i té
com etiqueta z = (1,y). Per tant, (u,uz) pertany a E(I'¢ xOl'yy), ja que un-
eix dos vertexs amb la primera component igual i té I'etiqueta dins el conjunt
(X,Y)(1g, 1g). Per simetria, Paltre cas és analeg. Llavors, en tot cas, (u,uz) és
un arc de I'g xOl'g y.

D) Siguin u = (u1,u2), v = (v1,v2) dos vertexs tals que (u,v) € E(T'g xOl'gy). Aixo
implica que u; = vy i (ug,v2) € E(T'gy) 0 bé que ug = vy i (u1,v1) € E(Tg x).
En el primer cas, tenim que v = (u1,u2), v = (u1,v2) i (ug,v2) € E(T'gy). Per
tant, vo = ugy, amb y € Y, i (ug,vs) té etiqueta (1,y). Llavors (u,v) realment
és igual a un arc que uneix (ug,u2) i (ug,u9y) i que té etiqueta (1,y). Per tant,
(u,v) és un arc de gy p, 2.
De la mateixa manera, podem veure que, en el segon cas, I'arc és de E(l'gxH,7)-
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Corol-lari 1.2.17. Siguin G i H dos grups finitament generats. Si G i H tenen el pro-
blema de la paraula resoluble, llavors G x H també té el problema de la paraula resoluble.

Demostracio. Siguin X i Y dos conjunts de generadors finits de G i H, respectivament, i
Z = (X,Y)(lg,1n).
Hem de veure que G x H té el problema de la paraula resoluble. Pel Teorema 1.2.10,

aixo és equivalent a veure que, per a tot n > 1, el subgraf ngH’Z(l,n) dins 'gxH,z es
pot construir en un temps finit.

Per a tot n > 1, tenim que

Boxuz(l,n) = | (Bax(1,s) x Bay(1,7)). (1.2)

s+r=n

Q) Sigui (g, h) € Bgxm,z(1,n). Aleshores existeixen z1,...,2, € Z tals que (g,h) =
z1 -+ zn. Per construcci6 de Z, cada z; pertany a {1} xY o bé a X x{1}. Per tant,
n’hi ha r dins {1} x Y i s dins X x {1}, amb r i s tals que r + s = n. Aleshores
existeixen y1,...,yr € Y ix1,...,zs € X tals que

(gah)zzl"'zn
= (171)' (17y1)"'(1’y7“) ) (xlﬁl)"'(x&l)
:(xl"'x&yl"'yv")a

per la qual cosa g = x1---xs 1 h = y1---y,. Aixo vol dir que g € Bg x(1,s) i
h € Bry(1,r). Per tant, Boxr,z € Bg,x(1,r) X Bry(1,s) i, per tant, també
s’inclou dins la unié.

D) Sigui (g, h) un element de la unié. Aleshores existeixen s,r tals que r +s =n i
(9,h) € Bg x(1,s) x By y(1,r). Per tant, existeixen z1,...,2s € X iy1,...,y €
Y tals que (g,h) = (z1---xs,y1 - - yr). Llavors

(gah) = (ml"'x87y1"'yr)
= (;ph 1) - (xS’ 1) . (1,y1) - (17yr)7

el que implica que (g,h) € Baxnm,z(1,r+ s) = Baxu,z(1,n).

Com que G i H tenen el problema de la paraula resoluble, aleshores els grafs Bg} x(1,n)
i BEI y(1,n) es poden construir en un temps finit. En particular, es pot determinar en un
temps finit el seu conjunt de vertexs, és a dir, les bolles Bg x(1,n) i By (1,n). Llavors,
per (1.2), es pot construir la bolla Bexm,z(1,n).

Només ens fa falta determinar els arcs del graf B, a, ,(1,n). Per la Proposicié 1.2.16,
el graf de Cayley I'cxn,z = I'g xUI'y )y, per tant els camins centrats en 1 de longitud
< n dins I'gxu,z es poden determinar amb els camins centrats en 1 de longitud < n de
I'gx iTry. A més, aquests darrers dos conjunts sén efectivament calculables (perque
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G i H tenen el problema de la paraula resoluble). Per tot aixo0, es poden trobar tots els
camins dins ngH,Z(Ln)' O

Per dltim, vegem alguns exemples de grafs de Cayley de productes directes de grups:

1. El graf de Cayley del producte directe Z x Z, que coincideix amb Z & Z, és el graf
que es mostra a la Figura 1.4.

2. Si prenem els conjunts finits de generadors {1} de Za i {1} de Zs, aleshores el
grup Zs x Zs3 té el graf de Cayley I'z, 10I'z, 1, el qual es mostra a la Figura 1.13.
El seu conjunt de generadors és {(1,0), (0,1)}.

o T

0 1 2

(a) El graf de Cayley (b) El graf de Cayley
de Zj respecte de {1}. de Zs respecte de {1}.

00l N0
’ A

<
\
\
\

(0,2) (1,2)
(c) El graf de Cayley de Zy x Z3 obtingut com a
producte cartesia dels grafs de Cayley de Zs i Zs.
Figura 1.13 El graf de Cayley de Zy X Zs.

3. El grup Z x Zs coincideix amb Z & Zo. A més, tenim que el seu graf de Cayley,
respecte del conjunt de generadors

({1}, {1})(0,0) = {(1,0), (0, 1)},

consisteix en dues copies dels enters indexades en Zg: Z x {0} i Z x {1} (Figu-
ra 1.14).
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(-3,1) (-=2,1) (-1,1) (0,1) (1,1) (2,1) (3,1)

(=3,0) (=2,0) (-1,0) (0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

Figura 1.14 El graf de Cayley de Z x Zj respecte de {(1,0),(0,1)}.

D’altra banda, si prenem {1,2} com a conjunt de generadors de Z, aleshores el
graf de Cayley I'zx7, 7z de Z X Zs respecte del conjunt

Z = <{172}7 {1})(070) = {(170)7 (270)7 (07 1)}

és el que es mostra a la Figura 1.15. També podem observar que tenim dues copies
dels enters pero, aquest cop, amb indexos diferents.

(—2,0) (OLO) (210) (4,‘0)

Figura 1.15 El graf de Cayley de Z X Zso respecte de Z.

Ocupem-nos ara del producte lliure de dos grups. Recordem la seva definicié i algunes
propietats. Ens restringirem a productes lliures de dos grups (es poden consultar diverses
referéncies per a la definicié general per a families arbitraries de grups [18, 46]).

Abans de tot, notem que si G i H sén grups, sempre podem suposar que GNH = {1}, ja
que, en cas contrari, els podem substituir per grups isomorfs G’ i H' tals que G'NH’ = {1}:
per exemple, podem prendre G' = {1}U((G\{lg}) x{2}) i H = {1}U((H\{1x}) x{3})
amb les operacions induides per les bijeccions ¢:G — G’ i : H — H' (per exemple, en
G', xy = ¢~ (x) - ¢~ (y)), per a tots z,y € G').

D’altra banda, notem que, com que G i H sén grups, aleshores el monoide lliure
(GUH)" conté els inversos formals de les paraules sobre G U H (ja que G™! = G i
H-'=H).

Definicié 1.2.18. Siguin G, G2 dos grups tals que G; N Gy = {1}. Dins el monoide
lliure (G7 U G2)*, considerem la relaci6é d’equivaléncia ~, definida per: u ~y v si, i només
si, podem passar d’una a l’altra amb un nombre finit de passes de les operacions segiients:
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1. La insercio o eliminaci6 de ’element neutre 1.

2. Contraccié: la substitucié d’una ocurréncia g;gs (com a paraula) per g on g =
g1 - g2, amb g, g2 dins el mateix grup G;, amb i € {1, 2}.

3. Expansié: la substitucié d’un element g de G per g1g2 (com a paraula) amb
g1 - g2 = g dins qualque G;, i € {1,2}.

és I'element neutre i [w]! = [w

~

El quocient (GU H)*/ ~, forma un grup ([¢]~, =1
per a tota paraula w € (G; UG2)"), el qual anomenarem producte lliure de Gi i G i

indicarem amb Gy * G5. Els grups G1 i G2 s’anomenen factors lliures de Gy * Go.

k)

A Tigual que hem fet pel grup lliure, podem definir que s’entén per una paraula reduida
dins el producte lliure.

Definicié 1.2.19. Siguin G, H grups tals que GN H = {1}. Una paraula w € (GU H)"
és reduida si, i només si, si no conté lletres consecutives x;, x;11 tals que z;, ;41 € G o
T, Tip1 € H.

Tota classe d’equivaléncia, modul ~,, conté una tnica paraula reduida [46, pag. 170]
(obtinguda aplicant contraccié de forma successiva). Es més, si indiquem amb red, (w) la
paraula reduida dins la classe d’equivaléncia [w]~.,, llavors, per a tots els grups G, H tals
que GN H = {1}, el producte lliure es pot definir com el conjunt de paraules reduides de
(GU H)" amb loperaci6 u - v = red.(uv) [24, Proposici6 8.5].

Existeixen injeccions canoniques kg: G — G * H, kpr: H — G * H consistents en enviar
cada element de G i H, respectivament, a la classe d’equivaléncia, modul ~,, de la pa-
raula corresponent d’'una sola lletra. Si fem feina amb G * H com a conjunt de paraules
reduides sobre (G U H)", aleshores k¢ i kg corresponen a enviar cada element de G i H,
respectivament, a la paraula corresponent d’una sola lletra.

Proposicié 1.2.20 ([24, Proposicié 8.6]). Siguin G ¢ H dos grups tals que GN H =
{1}. Aleshores Im kg = G, Im kg = H, Im kg N Im kg = {1} i G x H esta generat per
Im kU Im kg.

A Tigual que pel grup lliure F'(X), sovint s’identifica Im kg amb G i Im kg amb H.
Per aquesta rad es diu que G * H esta generat per G U H.

El producte lliure de grups compleix una propietat universal [46]. A més es pot veure
que F(XUY)Z F(X)*F(Y)ique, si G1 = Gy i Hy = Hy, aleshores Gy x Hy = Gy x Hy
[24].

Una propietat important és la segiient, la qual relaciona el producte lliure i les pre-
sentacions dels seus factors lliures:

Teorema 1.2.21 ([29, 32]). Siguin G i H grups i P = (X | R) i Q = (Y | S) presenta-
cions finites de G i H, respectivament, tals que X NY = (). El producte lliure G x H té
com a presentacio

(XUY | RUS).
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Tot seguit, definirem la suma connexa de dos grafs. Intuitivament, la suma connexa de
dos grafs és el graf resultant de prendre dos vertexos, un de cada graf, i aferrar els grafs
per aquests vertexos. Per exemple, la suma connexa de I'y i 'y pels vertexos a € V/(I'y) i
x € V(I'9) (figures 1.16a i 1.16b) és el graf que es mostra a la Figura 1.16¢, mentre que la
suma connexa d’aquests mateixos grafs per b i y és el graf de la Figura 1.16d.

d a z
¢ 9 [
¢ g [ 2 o
¢ b z Yy
(a) El graf T';. (b) El graf T's.
z
s ¢ g
d a=2x Yy
¢ @ L J PS °
c b=y
¢ g p
c b 2 x
(c) La suma connexa (d) La suma
del'y iy peraix. connexa de I'q
il'g perbiy.

Figura 1.16 La suma connexa de I'; i I's.

La suma connexa de dos grafs es pot definir, en comptes de per a dos vertexos, prenent un
conjunt arbitrari de vértexos en algun dels dos grafs i un vértex a 'altre. Aixo correspon
a aferrar alhora N copies d’un graf a 'altre (on N és el cardinal del conjunt de vertexos).
Continuant amb I’exemple anterior, la suma connexa de I'y i I'y respecte de {a, c} C V(I'y)
ix € V(I'y) és el graf que es mostra a la Figura 1.17. Notem que només especifiquem un
conjunt de vertexos d’un dels dos grafs, ja que no sabem aferrar, alhora, per dos vertexos
un graf sense deformar-lo.

Un exemple més representatiu és el consistent en la suma connexa del graf de Cayley
de Z respecte de {1} (Figura 1.5) i I'y per {n | n € Z} i . Per comoditat, no escrivim els
noms dels vertexos. El resultat es pot veure a la Figura 1.18.

Topologicament, el concepte de la suma connexa correspon a l'espai quocient el qual
identifica el conjunt de vertexos {z; | i € I} d'un graf I'y i y de 'y

Dy [ T2/ {wi ~ v},
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Figura 1.17 Lasuma connexa de I'y i
respecte de {a,c} i x.

o
&
o
&
o

Figura 1.18 La suma connexa del graf de Cayley de Z i I’y per
{n|neZ}ix.

on I'1 [[ Ty denota 'espai topologic corresponent a la unié disjunta (amb la topologia
induida per 'y i I'g).

Per a la definici6 formal, hem adaptat aquest concepte topologic general al cas de grafs
dirigits i etiquetats, fent servir de model la definici6 de suma connexa de dos grafs no
dirigits per a dos vertexs que déna Quenell [41, Definici6 2.6].

Definicié 1.2.22. Siguin I'y, Iy dos grafs dirigits i etiquetats amb elements de Ay i Ao,
respectivament, un conjunt de vertexos B = {x; | i € I} C V(I'1) i un vertex y € V(I'9).
La suma connexa de T'y i Ty respecte de B iy, que indicarem amb (I'y, B)#([s,y), és el
graf dirigit i etiquetat resultat del procés segiient:

e Substitucié dels noms comuns. La substitucié de I'y i I's per grafs isomorfs a
aquests si I'] i I'y tenen vertexos amb el mateix nom o alguna etiqueta en comd.

En concret, si A1 N Ay # 0 o V(I'1) NV(T'2) # 0, aleshores substituim T’y i T'o
pels grafs I} i T',, respectivament, tals que, per a tot j € {1,2},

V(I5) = V(') x {j}-

— ((2,9),(t,5)) € E(I}) si, i només si, (z,t) € E(T;).

1
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— Ay =45 < {j}.

= ((2,9),(t,4)) € E(I)) té etiqueta (e,j) € A} si, i només si, (2,t) € E(T';) té
etiqueta e € A;.

e Creaci6 de |B| copies del graf I'). Per a tot ¢ € I, sigui I';4(¢) una copia de I',. En
concret, podem prendre

— V(i) = V(I'y) x {a}.
— ((2,1),(t,1)) € E(T4(7)) si, i només si (z,t) € E(T%).
— T%(i) té com a conjunt d’etiquetes As i, a més, ((z,1), (t,7)) € E(T4(i)) té

etiqueta e si, i només si, (z,t) € E(T}) té etiqueta e.
Indiquem amb y; el vertex de I',(7) corresponent a y.

e Identificaci6 dels vertexos de B amb y. Siguin
— Per a cada ¢ € I, un nou simbol z;.
— V/'=Vv({@)\{zi|iel}iperacadaicl, Vi'(i) =V (I5()) \ {vi}

— EY el conjunt format a partir de E(I'}) per la substitucié de cada ocurréncia
de z; per z;, i EY(i) el conjunt format a partir de E(T'5(i)) substituint cada
ocurréncia de y; per z;

e Construcci6 del graf de la suma connexa. El graf (I'1, B)# (', y) té com a conjunt
de vertexos

V(T B)#(T2,y) = VU V5 () U {zi i € 1}
el
i com a conjunt d’arestes el conjunt
i€l
Quan B i y siguin clars pel context, els ometrem i escriurem, simplement, I'y #1'.

Notem que, abusant del llenguatge, si I'y i I's sén dos grafs, podem dir que I'y esta inclos
a I'1#1'9, perque, realment, existeix una copia isomorfa a I'; dins I'1#I'. En aquest sentit,
una successié de sumes connexes 2y = ['1#1', Qp = Qp_1#]'9, per a tot k > 2, defineix
un limit de conjunts igual a la uni6 dels €.

Teorema 1.2.23 ([41, Teorema 4.6]). El graf de Cayley del producte lliure és la suma
conneza dels grafs de Cayley. Concretament, si G i H son grups finitament generats tals
que GNH = {1} ¢ X i Y son conjunts finits de generadors de G i H, respectivament,
aleshores el graf de Cayley I'g«u,qun €s isomorf al graf obtingut com a limit de la successio
de grafs de Cayley segiient:
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I'o=Tgx,
I'h=Tax,{zeV({Io)H#Tuy,1),
Ly =T, V() \V(T0)#Tay, 1),

Tp = (Trt, VITee) \ | V) #Tay, 1),
i<k—2

Alguns exemples de grafs de Cayley de productes lliures de grups finitament presentats
son els segiients:

1.

El grup Zs % Z4 consisteix en les classes d’equivalencia, modul ~,, de les pa-
raules sobre (Z3 U Z4)", encara que és molt més natural veure’l com el conjunt
de paraules reduides sobre (ZzU Z4)". Per tant, si indiquem per a = 1 € Z3
ib =1 € Zy, aleshores els elements de Z3 * Z4 sén les paraules de la forma
a'bra2b2 . a'* bk o de la forma bla"bi2a® ... bka*, amb k > 0 i, per a tot
se{l,...,k},is € {0,1,2}, js € {0,1,2,3}.

El seu graf de Cayley no dirigit respecte del conjunt de generadors {a,b} és
graf infinit que es mostra a la Figura 1.19 (només representem tres nivells). Per
conveniéncia hem reduit, successivament, la longitud de les arestes. Aquest graf,
pel Teorema 1.2.23, coincideix amb el graf obtingut aplicant, succesivament, la
suma connexa entre el graf de Cayley de Zs i tres copies de Z4, la suma connexa
d’aquest graf resultant i nou copies del graf de Cayley de Zs, etc.

@

Figura 1.19 El graf
de Cayley de Zs * Zy4.

Notem que aquest graf també coincideix amb el graf obtingut per aplicacié suc-
cessiva de la suma connexa del graf de Cayley de Z4 i quatre copies del graf de
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Cayley de Zs, la suma connexa del graf resultant amb vuit copies del graf de
Cayley de Z,4, etc.; o sigui el procés analeg a 'anterior perd amb Z,4 i Z3 en ordre
invers.

2. El graf de Cayley de Z * Z5 és isomorf al graf de Cayley obtingut aplicant, suc-
cessivament, la suma connexa de I'z i |Z| copies de I'z,, la suma connexa del graf
resultant i el graf 'y, (aferrant el graf T'z a cada vertex de la frontera d’aquest
graf; no aferram I'y als vertexs inicials), etc.

Finalment hem de notar que el producte directe de dos grups preserva la decibilitat del
problema de la paraula:

Teorema 1.2.24 ([29, Corollari 1.3]). Siguin G i H dos grups finitament generats
tals que tenen el problema de la paraula resoluble. Llavors el seu producte directe G x H
té també té el problema de la paraula resoluble.

1.2.2 Diagrames de van Kampen

En aquesta seccid, veurem en qué consisteixen els diagrames de van Kampen. De forma
general, donada una presentacié P d’un grup, els diagrames de van Kampen sén objectes
geomeétrics (presentats en forma de diagrama) associats a paraules sobre els generadors de
P. A l'igual que els grafs de Cayley, aquests tenen una estreta relacié amb el problema de
la paraula. De fet, donen una interpretacié topologica de I’area algebraica d’una paraula.

Hem de dir que hem adaptat la definicié original [8, pag. 89], amb el proposit de fer-la
menys farragosa. Per aquesta rad, necessitam introduir algunes definicions.

Definicié 1.2.25. Donat un alfabet A, una paraula w sobre A és ciclicament reduida si
w no acaba i comenca simultaniament amb a i a~!, per a algun a € AU A1

Per exemple, sobre A = {a, b}, les paraules ababa i abb son ciclicament reduides, pero
aba™ i bta"'bab no ho sén. La paraula buida és ciclicament reduida.

Notem que, donada una paraula w sobre un alfabet A, sempre existeix una paraula u
ciclicament reduida tal que w = v~ 'uv, amb v € A*. A més, d’entre totes les paraules
ciclicament reduides tal que w = v~ 'uv, amb v € A*, n’existeix una de sola la qual fa que
la longitud I(v) sigui maxima. Aquesta paraula simplement s’obté per aplicaci6 successiva
de la transformacié a lwa +— w, per a tot a € AU A~L. Indicarem amb cred(w) aquesta
paraula. En exemple anterior, cred(ababa) = ababa, cred(abb) = abb, cred(aba™') = b,
cred(b~ta=tbab) = b.

Definicié 1.2.26. Donat un alfabet A, dues paraules u, v € A* s6n ciclicament con-
jugades si, i només si, existeixen paraules wi,wy € A* tals que u = wiwy i v = wowy.
D’altra banda, donada una paraula w, direm que u és un conjugat ciclic de w si u i w sé6n
ciclicament conjugades.

Per exemple, abbce és un conjugat ciclic de ccabb sobre l'alfabet A = {a, b, c}.
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Definicié 1.2.27. Sigui P = (X | R), amb R = {r; = 1| ¢ € I}, una presentaci6. Direm
que el conjunt de relacions R és simétric si, i només si, per a tota relacié r =1 € R:

e 7 és reduida

e 1 és ciclicament reduida.

e 7! =1 pertany a R.

e Si s és un conjugat ciclic de r, aleshores s =1 € R.

Donada una presentacié finita P = (X | R), sempre podem trobar una presentacié
P'= (X | S) finita amb S simétric i tal que G(P) = G(P'). Aquest fet és el que estableix
el resultat segiient.

Proposicié 1.2.28. Sigui P = (X |
finita. Aleshores existeixr P' = (X | S

és finit i és efectivament calculable.

R), amb R={r; =1,...,1r, = 1}, una presentacio
) amb S simétric tal que G(P) = G(P'). A més, S

Demostracié. En primer lloc, considerem T = {cred(r1),...,cred(ry)} C F(X). Tenim

que <<T>> - <<r17 e 7TTZ>> pequ'é <<x71’l"1$7 r27 M 7TTZ>> - <<T1,T2, e 7TN>>7 per a tOt MRS
X U X1 iperque la paraula cred(r;) s’obté per reduccié ciclica successiva.

Considerem Sy el conjunt obtingut de la manera segiient:
o Peratotrel:
r,r— e 8.
— Si s és un conjugat ciclic de r, llavors s =1 € .

o Tot element de Sy s’ha obtingut per aplicacié d’un nombre finit dels passos ante-
riors.

Aleshores considerem el conjunt de relacions S = {r = 1 | r € Sp}. Aquest conjunt es
diu la relacié simetritzada de R [29]. Com que Sy 2 T, llavors ((Sp)) 2 ((T")). D’altra
banda, perque ((T')) és normal, llavors, per atot r € T, r~1 € T'isir = riry € T, llavors
rory = 71 (rir2)r1 € T. Per tant, ((Sp)) = ((T)). Aleshores ((So)) = ({(r1,...,75)). Per
aixo tenim que

G(P) = F(X)/({r1,...,m)) = F(X)/{(5)) = G(5).

Finalment notem que S és finit i calculable de forma efectiva, perque tot aquest procés
és finit i acaba en un temps finit. O

A rel d’aquesta proposicié, a partir d’ara suposarem que els conjunts de relacions sén
simetrics. D’altra banda, per comoditat, també podrem suposar que els conjunts de gene-
radors son tancats pels seus inversos formals, és a dir, si G és un grup i X és un conjunt
de generadors de G, aleshores X ~! = X (aix0 es pot fer simplement prenent X = YUY 1
amb Y un conjunt de generadors de G).
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Definicié 1.2.29. Siguin P = (X | R), amb R = {r; = 1,...,r, = 1}, una presentacié
finita i w una paraula sobre X U X ~!. Un diagrama de van Kampen D,, per a w respecte
de P és un CW-complex de dimensié 2, finit, planar i contractible amb un punt base * a
la frontera (topologica) d(D,,) de D, que satisfa les propietats segiients:

e Els seus arcs soén dirigits i etiquetats amb elements de X U X 1.

e Les etiquetes dels arcs de §(D,,) llegides des de * i en el sentit contrari de les
agulles del rellotge formen la paraula w.

e Per a cada cara, les etiquetes dels arcs que ’envolten llegides consecutivament, en
un ordre determinat (és a dir, comengant des d’un arc determinat) i en el sentit
contrari de les agulles del rellotge, formen una paraula de R o de R~!, és a dir,

son iguals a algun r;tl.

Quan P sigui clara pel context, la podrem ometre, i parlarem d’un diagrama de van
Kampen per a w.

Notem que, si R és simeétrica, aleshores la darrera condicié de la definicié es converteix
en que, per a cada cara, les etiquetes dels arcs que ’envolten llegides consecutivament, en
qualsevol ordre i en qualsevol sentit, formen una paraula de R, és a dir, sén iguals a algun
;.

Definicié 1.2.30. Siguin P = (X | R) una presentaci6 finita, w € (X U X" una
paraula i D un diagrama de van Kampen per a w respecte de P. L’area combinatoria (o
geomeétrica) de D, que indicarem amb area.p(D), és el nombre de cares de D.

De forma general, no explicitarem el punt base x de cap diagrama de van Kampen D
per a w respecte de P perque aquest es pot obtenir, implicitament, a partir de la paraula
w. En aquest sentit, direm que D té frontera w.

Tal com hem anticipat, els diagrames de van Kampen donen una interpretacié topologica
de l'area algebraica d’una paraula. Aquest fet és part del resultat que es coneix com a
Lema de van Kampen i que enunciem tot seguit. Es poden trobar diverses referencies al
respecte [8, Teorema 2.2; 12, Teorema 4.2.2].

Teorema 1.2.31 (Lema de van Kampen). Siguin G un grup, P = (X | R) una
presentacid finita de G i w € (X UX ™Y una paraula. Aleshores:

(a)w és nul-homotopica per P si, i només si, existeix un diagrama de van Kampen
per a w respecte de P.

(b) Si w és nul-homotopica, llavors area, p(w) és igual al
min{area. p(D) | D és un diagrama de van Kampen per a w respecte de P}.

El segon apartat d’aquest teorema és la raé per la qual es parla, simplement, de I’area
d’una paraula w respecte d’una presentacié P, que indicarem amb areap(w).

Finalment, donem alguns exemples de diagrames de van Kampen per alguns grups.

1. En Z&Z = (a,b | ab = ba), tenim que un diagrama de van Kampen per a
b3a~'b"2a" b 1a? és el que esta representat a la Figura 1.20 i té area 4.
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bfa b ' b
R

Figura 1.20 Un diagrama de van Kampen per a
Ba v 2a" 4> en Z @ Z.

Aquest diagram es pot representar en forma d’estrella, tal com es pot veure a
la Figura 1.21, després d’expressar, en el grup lliure F(a,b), b3a='b"2a"1b"1a? de
la forma

(b?a"trab=2)(b?a o trbab ™) (ba " ta 0" trbaab ™) (ba T b rbab ™),

amb 7 = aba~ b1,

No esta de més dir que tots els diagrames de van Kampen es poden representar
en forma d’estrella (seguit potser d’un procés de reduccid). De fet, aixo és part
de la demostracié del Lema de van Kampen [8, Proposicié 2.3].

En el grup de Baumslag-Solitar BS(1,2) = (a,b | ab = b%a), tenim que el diagrama
que es mostra a la Figura 1.22 és un diagrama de van Kampen per a la paraula
w = a"2babab ab 2a~'h~1. A més, al no especificar el punt base, també ho és
per a tots els conjugats ciclics de w. En aquest cas, el punt base canvia (depén de
cada paraula) pero la forma del diagrama és la mateixa.

1.2.3 Quines funcions poden ser funcions de Dehn?

Una de les qiiestions fonamentals relativa a les funcions isoperimetriques és la determi-
naci6 de les funcions que, modul ~, poden ser funcions de Dehn d’un grup.

En primer lloc, hem de notar que no totes les funcions f:N — N poden ser funcions
de Dehn de qualque grup finitament presentat. Aquest fet s’estableix per arguments de
cardinalitat:

El conjunt de presentacions finites P = (x1,...,2, | 71 = 1,...,rp = 1) és
numerable, ja que trobar tots els seus elements és equivalent a llistar tots els
subconjunts finits de (X UX™1) x (X UX~1)" amb X = {; | i € N} un conjunt
numerable. Llavors també és numerable el conjunt de grups finitament presentats.
Per tant, el conjunt
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Figura 1.21 Un diagrama de van Kampen per a b3a~'b~2a"1b~1a?
en forma d’estrella en Z @ Z.

{f:N — N | existeixen G grup finitament presentat i P presentacié de G
tals que f és funcié de Dehn de P}

té cardinal igual a |N| (cada parell (G,P), amb G grup finitament presentat i P
presentacié de G, té una tnica funcié de Dehn de P i tota funcié de Dehn ho és
d’alguna presentaci6). Llavors el conjunt de classes, modul ~, de les funcions de
Dehn dels grups finitament presentat formen un conjunt numerable.

e Draltra banda, el conjunt de les funcions f:N — N té cardinal [N| = |R].
Per tant, hi ha moltes funcions (de fet, en tenim |R|) que no sén funcions de Dehn de
qualque grup.
1.2.3.1 L’espectre isoperimeétric

El problema de determinaci6é de quines son les funcions dels grups finitament presentats
s’estudia, principalment, amb 1’ajuda del conjunt conegut com espectre isoperimétric.
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R
T
S

b

Figura 1.22 Un diagrama de van Kampen
per a a 2babab~tab 2a"'b~! en BS(1,2).

Definicié 1.2.32. Un nombre real « es diu que és un exponent isoperimétric si la funcié
f(n) = n® és una funcié de Dehn, per a qualque grup G. Indicarem per IP el conjunt de
exponents isoperimetrics i ’anomenarem espectre isoperimétric.

Per definicié, tenim que IP C [1, 00]. A més per la discussi6 anterior, realment IP és un
subconjunt comptable de [1, o0].

Gromov va demostrar esquematicament [25] el resultat segiient. Posteriorment, diversos
autors publicaren una demostracié formal més rigurosa [4, 40].

Teorema 1.2.33. Sigui G un grup. Si la seva funcié de Dehn dg és subquadratica, o
sigui, si 6c(n) € o(n?), llavors dg és lineal (i.e., dg(n) ~n).

Per tant, existeix un forat entre 11 2, és a dir, IP N (1,2) = 0. A rel d’aix0 és pel que
I’espectre isoperimetric va prendre interes. Posteriorment, diversos autors demostraren,
entre altres coses, que aquest és I'inic forat [5-7, 11]:

Teorema 1.2.34. Per a tots els enters a,b,c tals que 1 <b < a <c, el nombre c+ 3 és
un exponent isoperimétric. En particular la clausura (topologica) de IP és {1} U [2,00).

Teorema 1.2.35. Per a cada parell d’enters positius p > q, tenim que 21ogs(2p/q) és un
exponent isoperimetric
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Una altra resultat que implica que IP sigui dens a [4, 00) és el teorema de Sapir-Birget-
Rips [3, 48] que, a més, connecta ’espectre isoperimetric amb les funcions calculables amb
maquines de Turing.

Teorema 1.2.36 (Sapir-Birget-Rips).

(a) Sigui o > 4 tal que existeizen una constant C > 0 i una maquina de Turing que
calcula els primers m digits de l’expansio decimal de o en un temps com a mazrim

C ) 220-771
aleshores o € IP.

(b) Si o € IP, llavors existeix una maquina de Turing que calcula els primers m digits
de o en un temps menor o igual que

.92

Definicié 1.2.37. Una funci6 f:N — N és superadditiva si, i només si, f(n +m) >
f(n) + f(m) per a tots n,m € N.

Teorema 1.2.38. Siguin els conjunts segiients:
Dy = {[f]~ | f funcié de Dehn i 6g(n) = n*},
Ty =A{[t]~ | t funcié de temps d’aturada d’una maquina de Turing
tal que t(n) = nt},
T ={[f]~ | f superadditiva i f =t*, per una funcié de temps d’aturada t
d’una maquina de Turing}.
Aleshores T* C Dy C T;.

No es coneix si aquestes inclusions realment sén igualtats [12]. De ser aixi, tendriem
una caracteritzacié de les funcions de Dehn § tals que 6(n) = n*.

Un corol-lari del teorema de Sapir-Birget-Rips és que qualsevol nombre racional o
qualsevol altre nombre raonable (per exemple 72 + e3) és un exponent isoperimétric.
Igualment, les funcions segiients sén funcions de Dehn: fi(n) = 3V7, fo(n) = ",
f3(n) = n%logs(log; n), .. ..

1.2.3.2 Les funcions de Dehn d’alguns grups

Ocupem-nos, tot seguit, de veure algunes funcions de Dehn de determinats grups.

1. Considerem el grup trivial amb la presentacié P = ( | ). Com que P té el
conjunt de generadors buit, aleshores el conjunt de paraules sobre aquest conjunt
i les seves inverses esta format, només, per la paraula buida. Per tant, el morfisme
m:{e} — {1} és el morfisme trivial. De forma clara, area, p(¢) = 0. Per tant
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I'inica paraula que existeix és nul-homotopica per P. Aleshores la funcié de Dehn
d0p de P és identicament zero, i.e., ép = 0.

El diagrama de la Figura 1.23, el qual no té arcs i només té un vertex, és un
diagrama de van Kampen per a € respecte de P. D’aix0 es dedueix que ’area
geometrica de € també és zero.

xe

Figura 1.23 Un diagrama de van
Kampen per a € respecte de P.

2. Si en comptes de la presentacié P per al grup trivial, considerem la presentacid
Q = (a | a = 1), aleshores la funci6 de Dehn dg no és idénticament zero, de fet
do(n) = n. Recordem que suposem que el conjunt de generadors de qualsevol
grup no conté ’element neutre, pero, en aquest cas, per conveniencia, suposarem
el contrari®.

e Tota paraula sobre {a,a”!'} és nul-homotopica per Q, ja que el morfisme
m:{a,a™'}" — {1} ho envia tot a I’element neutre.

e Per a tot n € Z, la paraula a™ té area algebraica area, g(a™) < n perque
precisament 1’area algebraica de a™ respecte de Q esta definida com

N
areag o(a") = min{N | a" = Hx;lrixi dins F(a), amb z; € F(a),
i=1

ri € {a,a” )}

i com que, dins el grup lliure F(a),

n
a = H(a_laa) =a ta"a = a",

i=1
aleshores area, g(a™) < n.

e Per atot n € Z, area, g(a”) > n.

Aquest fet és trivial per a ¢, ja que area, o(¢) = 0. A més, si n # 0, aleshores
areag o(a™) > 0, ja que el producte definit dins l’area per a N = 0 déna la
paraula buida.

Per a tot k > 1, considerem els productes

k
—1
H %i r;X;
=1

9 Aquesta condicié sobre el conjunt de generadors només afecta a la forma dels grafs de Cayley i no als
diagrames de van Kampen.
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dins F(a), amb z; € F(a), r; € {a,a"'}. Com que x; € F(a), aleshores z; ha
de ser de la forma a™ per a qualque n; € Z (amb la convencié que a’ = ¢).
Per tant,

k k
H aci_lrix,- = H a "a%aq™
i=1 i=1
— a—n1+e1+n1—nz—&-ez-l—nz—...—nk—i—ek—&-nk

— a€1+€2+...+€k

amb n; € Zie; € {1,—1}. Si un d’aquests productes és igual a a” dins el grup
lliure F'(a), aleshores e; + ...+ e, = n. Per tant, 'area de a” coindideix amb
el minim r > 0 tal que existeixen ey, ..., e, € {1,—1} tals que

er+...+e =n.

Sin > 0, aleshores existeixen i1, ..., i, talsque e;, =1,...,e;, = 11, per tant,
aquest minim s’assoleix a n. De forma analoga, si n < 0, llavors existeixen i1,
.. i_p tals que e;; = —1,...,e;_, = —1, per la qual cosa el minim s’assoleix,
un altre cop, a n.

—n

e Per tot aixo, §o(n) = max{area, o(a’) | |i| < n} =n.

La desigualtat areag(a™) < n es pot interpretar geometricament: un diagrama
de van Kampen per a a” respecte de Q es mostra a la Figura 1.24. Per como-
ditat a 'hora de representar-lo, hem fet un blow-up de % (representat amb un
segment discontinu). El diagrama real té el vertex marcat de cada circumferéncia
i x identificats.

Figura 1.24 Un diagrama de van Kampen per a
a™ respecte de Q.
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Hem de remarcar que aquest diagrama no serveix per a demostrar que areag(a™) >
n, ja que necessitam veure que no existeix cap altre diagrama de van Kampen D
per a a” de menys que n cares. Aquest fer suggereix que els diagrames de van
Kampen seran ttils per a fitar superiorment ’area de les paraules.

Per ultim, notem que dg ~ dp, la qual cosa corrabora que les funcions de Dehn
de distintes presentacions d’un mateix grup sén ~-equivalents. Per aquesta rad,
la funcié de Dehn del grup trivial és tal que dy1y(7) >~ =.

El grup Z,, té funcié de Dehn 67, ~ id, o sigui, dz, (z) ~ x.

Per demostrar aquest fet basta trobar una funcié de Dehn per una presentacié
concreta de Z,, que sigui ~-equivalent a la funcié identitat. Sigui P = (a | a = 1)
una presentacié de Z,. Vegem que dp(z) = |z/n].

En primer lloc, les paraules nul-homotopiques sén les paraules de la forma a*”
amb k € Z. Aixo és perque el morfisme 7: {a,a”'}" — Z, consisteix en enviar
a™ — m i, per tant, w(a™) = 0 si, i només si m és un multiple de k.

Estrictament parlant, realment tenim que 7 va de {a,a'}" al grup F(a)/N amb
N = ({a™)) C F(a) i consisteix en enviar a™ € {a,a~'}" ala classe d’equivaléncia
[a™] € F(a)/N. Ara bé, com que F(a)/N = Z,, aleshores abusem de notacio,
identificant 7 amb la composicié ¢ o, amb ¢ l'isomorfisme entre F'(a)/N i Z,, tal

que [a™] — m. Aquesta practica és for¢a habitual i la farem servir a partit d’ara.

Un diagrama de van Kampen per a a*" seria semblant al diagrama de van
Kampen de la Figura 1.24. En aquest cas, pero, cada branca d’aquest diagrama
estaria formada per un poligon de n costats (el qual tendria totes les seves arestes
etiquetades amb la lletra a en el sentit de les agulles del rellotge) unit a . A la
Figura 1.25 es pot observar aquest diagrama pel cas de Z3. Cada branca d’aquest
diagrama contribueix amb a® a la vora del diagrama i hi ha k branques (i, per
tant, k cares). Aleshores, en el cas general, tendriem que areap(a*™) < k.

Un producte de la forma
S
[z v,
i=1

amb x; € F(a), r; € {a™,a "}, és igual a a*™ dins el grup lliure F(a) si, i només
si, existeixen n; € Z i e; € {n, —n} tals que x; = a™, r; = a® tals que

S S
akf" = | | a Ma%a™ = I | a®.
i=1 i=1

Per tant, 'areap(a*") és igual a
min{s | kn=e;+... +er,¢; € {n,—n}}.

Per la discusiéo de l'exemple anterior del grup trivial, i treient factor comu n,
aquest minim és igual a
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Figura 1.25 Un diagrama de van Kampen per a a3*

respecte de P.
min{s | k=¢)+...+e. e €{l,-1}} =k

T

Per tant, areap(a*™) > k.

De fet, notem que pels meétodes algebraics que hem emprat, no només hem
obtingut fites inferiors sobre ’area d’una paraula, sind, realment, una igualtat.

Per tot aixo, tenim que areap(a*”) = k i que la funcié de Dehn de P és igual
op(x) ={k| kn <z} =|z/n].
Per tant, dp ~ id.

Que les funcions de Dehn dels dos exemples anteriors siguin d’ordre lineal no és
casualitat: tots els grups finits tenen funcié de Dehn lineal. De forma més concreta,
si G és un grup finit, aleshores dg ~ id.

Qualsevol grup finit és quasi-isométric a un punt (pagina 23). Per tant, G és
quasi-isometric al grup trivial. De fet, G és quasi-isometric al graf de Cayley del
grup trivial per la presentacié P = () | §) (que és un punt; Figura 1.23), pero,
com que les metriques del graf de Cayley i de la paraula coincideixen, aleshores G
és quasi-isometric al grup trivial. El grup trivial té funcié6 de Dehn ~-equivalent
a la funcié identitat. Per tant, aplicant el Teorema 1.2.5, G té funcié de Dehn
oq ~ id.
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5. La funcié de Dehn de Z respecte de la presentacié P = (a | ), 0p, és idénticament
zero. El morfisme 7: {a,a™'}" — 7Z consisteix en enviar a” + n. Per tant w €
{a,a™"}" és nul-homotopica si, i només si, w = ¢ (és a dir, n = 0). Per tant,
dp(n) = areap(e) = 0, per a tot n € N. Per tant, la funcié de Dehn de Z sera
d’ordre lineal.

6. El grup lliure F, de rang n també té la seva funcié de Dehn igual d’ordre lineal.
Per al grup lliure G = F(z1,...,2,) de base X = {x1,...,2,} i per a la pre-
sentacié P = (x1,. .., o, | 0), la funcié m: (X U X~1)" — F(X) assigna w — [w]~.
Aleshores una paraula w sobre X U X! és nul-homotopica si, i només si, w ~ ¢
0, equivalentment, si aplicant reduccié de forma successiva obtenim la paraula
buida. En aquest cas, areap(w) = 0 (basta prendre N = 0). Aleshores dp = 0.
Per tant, la funci6 de Dehn de F(X) és ~-equivalent a la identitat.

7. El grup abelia Z @& Z té una funcié de Dehn quadratica. En concret, la funcié
de Dehn de P = (a,b | ab = ba) satisfa (n? — 2n — 3)/16 < dp(n) < n?/16 [12,
Exemple 3.1.2]. Tot seguit demostrarem la fita superior.

El morfisme 7: {a*!, b*1}" — ZPZ és tal que a — (1,0), b+ (0,1) i, per a tota
paraula w = wy ..., wy, 7(wy ..., w,) =w(wy) + ...+ w(w,) (i, per ser morfisme,
m(e) = (0,0)). Per tant, les paraules nul-homotopiques sén aquelles tals que la
suma dels exponents de les a i de les b siguin iguals a zero. Aixo és perque, per
a qualsevol paraula w = wy,...,w,, 7(w) = w(wy) + ... + 7(w,) és una suma
de sumants dins el conjunt {(41,0),(0,41)}, on cada lletra a™! de la paraula
w contribueix en (£1,0) en aquesta suma i, respectivament, b*! contribueix en
(0,£1) en la suma. Per tant, si aquesta suma és zero és perque tenim el mateix
nombre de a i a™! i el mateix nombre de bib~! en w. Aquest fet es pot visualitzar
facilment dins el graf de Cayley: un cami v és un cami tancat des de l'origen si,
i només si, les seves projeccions, component a component, comencen i acaben a
0 (és a dir, si anam a l'esquerra i a la dreta, i adalt i abaix, el mateix nombre de
vegades). Notem que el graf de Cayley (no dirigit) de Z & Z respecte de {a,b} és
isomorf a la representacié del reticle Z? (Figura 1.4) i, per tant, en el transcurs
d’aquest exemple els identificarem.

Seguint amb la interpretacié geometrica de les paraules nul-homotopiques com
a camins tancats des de (0,0) en Z?2, és facil demostrar la fita superior dp(n) <
n?/16. Per a qualsevol paraula w, la seva area és igual a I’area de la seva paraula
reduida red(w) (dins el grup lliure sén la mateixa paraula i, per tant, les arees
algebraiques sén iguals). Per tant,

dp(n) = max{areap(w) | w reduida, w nul-homotopica per P i l(w) < n}.

Si w és una paraula reduida qualsevol, aleshores w és de la forma
a™ bt a™2b%? ... a™*b% o de la forma b°1a™'b%2a"? ... b%%a"™*, amb Ele m; =
S 1 s;=0,i,j€{1,....k}ik>0. Siguin
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m = § my,

m; >0,
i€{l,....k}

S = E Sj.

Sj>0,

El cami y(w) té longitud 2m + 2s (perque w té longitud 2m + 2s) i esta dins el
rectangle tancat [—m,m] x [—s,s] C Z2. Un diagrama de van Kampen D,, per
a w és el que té el punt base x = (0,0), que recorre y(w) en sentit contrari de
les agulles del rellotge per a formar la vora 6(D,,) del diagrama, i que té com a
cares els “quadrats” que formen les relacions aba~'b~! (Figura 1.26; no dibuixem
les arestes fora de y(w)). Per tant, areap(w) < m - s. D’altra banda, la paraula
Um,s = ab%a”b™* també té longitud 2m + 2s i areap(uy, ) < m - s. Per tant,

dp(n) = max{areap(Um.s) | (ums) < n}.

ba ba a
*=(0,0)
a | a (JLJ
b b b
SRR
b b b
- - - 4+ - -
a , a , a , a
b b ' ‘bjb
I
a | L a | a
b b ) b b
I
a , a , a , a
b b b b b
FD -+ D-4+D-4>-
a

Figura 1.26 Un diagrama de van Kamp-
en per a la paraula nul-homotopica w =
b= %atb*a2b%aPba’b 2073 en Z2.
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Les paraules u,, s corresponen als rectangles de Z2. Per tant, el maxim de les seves
arees s’assoleix per m = s i, en aquest cas, areap (U, m) < m? (de fet, es pot veure
que es tracta d’'una igualtat)!®. Per tant,

5p(n) < max{m? | 4m < n} = n?/16.

Notem que hem encastat el diagrama de van Kampen dins el graf de Cayley,
prenent x I’element neutre del grup. Aixo es pot fer sempre que el graf de Cayley
['¢ d'un grup G sigui planar’'. De fet, basta que I'¢ sigui localment planar (per
a qualsevol vertex g, existeix un entorn de g tal que, en aquest entorn, I'g és
planar).

Per demostrar la fita superior de la funcié §p, hem fet servir meétodes geometrics.
Si volem obtenir aquesta fita emprant metodes algebraics (amb 1’area algebraica),
per ser més formals, el procés es complica. Amb ’objectiu de provar la fita su-
perior que hem obtingut d’una manera més comoda i, a la vegada, més formal,
intepretarem 1’area d’una paraula des del punt de vista computacional [8, 44]'%

Definicié 1.2.39. Siguin P = (X | R), amb R = {r; = 1,...,7, = 1}, una
presentaci6 finita i w € (X UX ™) una paraula. Una nul-seqiiéncia per a w
respecte de P és una successio finita (w;)i=o,...m tal que wy = w, wy,, = € i, per
atot i € {0,...,m}, cada w;;1 s’obté de w; mitjancant laplicacié de, només, un
dels passos seglients:

1. Reduccié: L’eliminacié d’una ocurréncia de la forma zz~! de w;, amb z €
Xux-t

2. Amplificacié: La inserci6 d’una ocurréncia de la forma zz~' a w;, amb x €

X UX L Per tant, w; 1 = uzz~ v, per qualques paraules u,v sobre X U X !
tals que w; = uwv.

3. Aplicacié d’una relacié: Si w; = auf, aleshores w;11 = aw, amb u, v, a, 3 sén
paraules sobre X U X! tals que un conjugat ciclic de uv=" € {ry,...,r,}.
Indiquem per Np(w) el conjunt de les nul-seqiiéncies per a w respecte de P. Quan

P sigui clara pel context, la ometrem i escriurem, simplement, A (w).
Si (w;)i=0,...m € Np(w), aleshores A((w;)i=o,...m) indicara el nombre dels 7 tals
que w;+1 s’ha obtingut de w; aplicant la regla de ’aplicacié d’una relacié.

Aquesta és una de les raons per les quals les funcions isoperimeétriques reben aquest nom: el problema
isoperimetric tracta de determinar, donat un nombre n, quin és ’area maxima que es pot aconseguir amb
un cami de longitud n. En general es pot plantejar aquest problema per a un espai métric mesurable M.
Per a M = R2, aquest maxim s’assoleix pel cas en qué el cami forma una circumferencia i, per a M = ZQ,
quan forma un quadrat. Quan M és una varietat de Riemmann, es denota per Filly;: R — R la funcié que
fa dependre aquesta area maxima en funcié de n. Si G és un grup que actua de forma prou regular en M,
llavors Fillp; ~ 57r1(M) [16].

Malauradament, la propietat de qué un grup tengui un graf de Cayley planar no és decidible [43].

Des d’aquest punt de vista computacional, mereix la pena destacar el treball de Vaccaro [52], que interpreta
I’area d’una paraula com una aplicacié del conjunt de certs tipus de programes als nombres naturals. Aixi,
obté una demostracié computacional del Lema de van Kampen.
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Proposicié 1.2.40 ([8, Lema 1.5.1]). Siguin P = (X | R) una presentacid
finita i w una paraula sobre X U X', La paraula w és nul-homotopica per P si,
1 només si, existeir una nul-seqiiencia per a w respecte de P.

Proposicié 1.2.41 ([8, Proposicié 1.5.2]). Siguin una presentacio finita P =
(X | R) i w una paraula sobre X U X 1. Aleshores

areap(w) = min{A((w;)i=o,...m) | (Wi)i=0,...m € Np(w)}.

Constinuant amb I’exemple, sigui w una paraula reduida sobre {aﬂ, bﬂ} nul-
homotopica per P tal que té m i s lletres de la forma a*! i b*!, respectivament.
Podem passar totes les lletres de la forma a®! a lesquerra aplicant la relaci6
aba~'b~!, ja que, per mor d’aquesta relacié, tot els simbols commuten (aﬂbil =
b*tla*!). Com a maxim ens faran falta m-s passes per fer aquest traspas (el maxim
s’assoleix amb les paraules de la forma ™' ... 0" a"! ...a"™). Per tant, obtindrem
una paraula no reduida de forma a™ ...a"mb™ ... b™s, amb n;,m; € Z, i €
{1,....om}, je{l,...;s}id " ni=n, 25:1 n; = s. Després d’aixo, reduirem
les lletres. Amb aquest procés, podem construir una nul-seqiiéncia (w;);cs, amb
I={0...,m/24+s/2+m-s}, per a w respecte de P tal que A((w;);er) < m-s. Per
tant, ’area de w esta fitada superiorment per m-s. Per am = s, s’assoleix el maxim
(el producte z -y, per x,y € N, és maxim quan z = y). Llavors ép(n) < n?/16.

Per ltim, comentar que no només Z @ Z té la funcié de Dehn quadratica. Tots
els grups abelians Z", amb r > 2, tenen funcié de Dehn ~-equivalent a la funcié
n— n? [12].

8. Existeixen grups amb funcions de Dehn d’ordre considerablement gran, en concret,
d’ordre estrictament major que el polinomial'®:

e Siguin les funcions £,: N — N definides com €¢(n) = n, 1(n) = 2" i e(n) =
2em=1(") per a tot m > 2. Aleshores el grup

B, = (20,1, -« y Ty | xi_lzri_lxi =22  peri=1,...,m)
és tal que la seva funcié de Dehn és ~-equivalent a &, [12, Proposici6 3.2.2].
e El grup
S={z,y| (yay™) la(yay ™) = 2?)

té funcié de Dehn dg ~ A, amb A(n) = &,(n), tal com va demostrar Ger-
sten [22]. Es conjectura que si G és un grup finitament presentat amb una
presentacié d’una sola relacid, aleshores e, = dg [12, pag. 16; 8, pag. 105]
(recordem que els grups finitament presentats per presentacions amb una sola
relaci6 tenen el problema de la paraula resoluble). En aquest sentit, Bernasconi
prova que una funcié ~-equivalent a la funcié d’Ackermann és > dg (i, per

13 Per tant, que no es poden estudiar amb 1’espectre isoperimetric.
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tant, la funcié d’Ackermann). En concret, si G = (X | r = 1) amb r una
paraula de longitud k, aleshores

o =X Fopp 2 F,

on F,:N\ {0} = Ni F,: N\ {0} — N estan definides com

2n m=1,
Fin(n) = F#Zn_)l(n) altrament

F,(n) = F,(n),

. n . . .« .7 . 7
ion F}n ) indica la composicié successiva de Fy;, n cops [2, Teorema 18]. A més,

en aquest cas, F, és ~-equivalent a la funcié d’Ackermann [2, Corol-lari 12].

Un tema important, que mereix ser tractar a part, és la determinacié de les funcions de
Dehn de les construccions de grups i, en concret, del producte directe G x H i del producte
lliure GxH de dos grups G i H qualssevol. Es coneixen fites, superiors i inferiors, d’aquestes
funcions de Dehn en funcié de les funcions de Dehn d5 i 0, tal com mostren els resultats
segilients.

Teorema 1.2.42 ([12, pag. 19; 9, Proposicié 2.1, Corollari 2.3]). Siguin G, H
grups finitament presentats. Aleshores la funcié de Dehn dgx g del producte directe G x H
satisfa

max{dc(n), 0 (n)} < dgxm(n) < max{n? dz(n),dg(n)} < n? + max{dg(n),dm(n)}.

Notacié 1.2.43. Sigui f:N — N. Indicarem amb f la funcié definida com
F(n) =max{D>_ f(ni) | Y ni=n}
i=1 i=1

i Panomenarem la clausura superadditiva de f.

La clausura superadditiva f de f és la funcié més petita de les funcions superadditives
majors o iguals, punt a punt, que f [26]. També compleix diverses propietats: si f < g,
aleshores f < g, en particular, per a tot k > 1, si f(n) < n*, llavors f(n) < ng [9].

Teorema 1.2.44 ([26]). Siguin G, H dos grups finitament presentats no trivials.
Aleshores dgsi =~ 0csH -

Corollari 1.2.45 ([9, 12, 26]). Siguin G, H dos grups finitament presentats. Aleshores:
(a) S (n) ~ max (B (n), 511 (n)}.

(b) max{dg(n),0n(n)} = dger(n) < max{og(n),dm(n)}.
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1.2.4 Funcions d’emplenament

A part de les funcions de Dehn, es poden definir certes funcions sobre els diagrames de
van Kampen que també sén invariants per quasi-isometries. Aquestes funcions s’anomenen
funcions d’emplenament*. Aquestes funcions també tenen connexié amb el problema de
la paraula. En aquesta seccié, definirem les funcions d’emplenament més importants (el
diametre intrinsic i la longitud d’emplenament'®) i llistarem els resultats principals. Es
poden consultar diverses referéncies sobre el tema [8, 14, 44].

Definicié 1.2.46. Siguin P = (X | R) una presentacié finita, w una paraula sobre
X UX™ ! iD, un diagrama de van Kampen per a w respecte de P. Un shelling per a
D, és un successio finita S = (D;)i=o,...m tal que Dy = Dy, Dy, = * i D;y1 s’obté de D;
mitjancant P’aplicacié d’un dels passos segiients (Figura 1.27):

1 0

e Colapse d’un arc: l'eliminacié d’un parell (e!,e%) tal que e! és un arc, € és un
vertex, e? pertany a la frontera d(e!) de e!, €® # x i e! esta connectada a la resta

del diagrama per I’altre vértex de la seva frontera que no és €.

e Expansié d'un arc: si (e!,e’) és un parell tal que e' és un arc de D;, € és un

vertex de D; i €© € (§(e!) N (D;)), aleshores es dupliquen € i e! a D;y 1. Aixo té
Pefecte d’introduir dos arcs nous en la frontera del diagrama.
e Colapse d’una cara: I’eliminacié d'un parell (e?,e!) tal que €? és un cara de D;,
el és un arc de Dy, e! € (§(e?) NJ(D;)). L'efecte d’aquest pas és la substitucié de
el per §(e?) \ el.

Definicié 1.2.47. Siguin P = (X | R) una presentaci6 finita, w una paraula sobre
X UX~1 iD, un diagrama de van Kampen per a w respecte de P.

(a) El diametre intrinsic (o simplement diametre) de D,, que indicarem amb
Diam(Dy), és

Diam(D,,) = max{p(a,b) | a,b € Dy},

on p és el nombre minim d’arcs de D,, tals que existeix un cami sobre D,, que passa,
exactament, per aquests arcs des de a fins a b (o sigui, la distancia combinatoria
dins el conjunt d’arcs del diagrama de van Kampen D,,).

(b) La longitud d’emplenament, que indicarem amb FL(D,,), és igual a

FL(Dy) = min{L | 3(D;)cs shelling tal que max((§(D;)) < L}.

Sigui P = (X | R). Abusant del llenguate, indicarem amb els mateixos simbols les
funcions segiients:

4 Hem traduit de I’angleés el terme “filling functions” com a “funcions d’emplenament”.

15 Existeixen altres funcions d’emplenament: el diametre extrinsic EDiam, la longitud de galeria GL, la
longitud d’emplenament lliure FFL, la longitud d’emplenament lliure de fragmentacié FFFL, etc. Hi ha
aspectes (per exemple la seva interpretacié algebraica) que no es coneixen d’algunes d’aquestes funcions.
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Diq

(a) Colapse d’'un arc.

Dit1

Diq

(c) Colapse d’una cara.

Figura 1.27 FEls possibles passos d’un shelling.

Diam(w) = min{Diam(D) | D un diagrama de van Kampen per a w},
FL(w) = min{FL(D) | D un diagrama de van Kampen per a w},

Diam(n) = max{Diam(w) | w nul-homotopica per P i l(w) < n},
FL(n) = max{FL(w) | w nul-homotopica per P i l(w) < n},

on w és una paraula sobre X i n € N. Pel context es distingira si Diam i FL s’apliquen
a diagrames de van Kampen, a paraules o a nombres. Notem que no especifiquem la
presentacié en les notacions. Aix0 és perque, com passa amb les funcions de Dehn, per
a presentacions distintes, les funcions Diam i FL s6n bilipschitz equivalents. De fet, sén
invariants per quasi-isometries [8, 14-15]. En aquest sentit, si G és un grup qualsevol, es
parla de la funcid isodiamétrica de G, que es denota per Diamg, i de la funcio de longitud
d’emplenament de G, que indicarem per FL¢. Si volem concretar la presentacié P per a
les funcions Diam(n) i FL(n), ho indicarem per Diamp(n) i FLp(n), respectivament.
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Un grup G té el problema de la paraula resoluble, si i només si, una de les funcions d¢,
Diamg o FLg és recursiva. De fet, una d’aquestes funcions és recursiva si, i només si, ho
sén totes [8, pag. 104].1

La funcié isodiameétrica es pot interpretar de forma algebraica [12, pag. 45]: si P =
(X | R) és una presentaci6 finita i w és una paraula sobre X U X! aleshores Diam(w)
coincideix amb el

N
min{max [(x;) | w = Ha:i_lm:i dins F(X),z; € F(X),r € RE'},
! i=1

on R, = {uv™! | (u,v) € R} C F(X).

Proposicié 1.2.48 ([8, Cap. 2]). Sigui P = (X | R) una presentacid finita de G.
Aleshores, per a tot n € N, tenim que:

(a) Existeir K € N tal que
Diamp(n) < FLp(n) < Kép(n) + n.
(b) Sigui C = 2|X| + 1. Aleshores
5p(n) < CFLr()
Teorema 1.2.49 (Teorema del doble exponencial [8, Teorema 2.1.2]). Sigui P =

(X | R) una presentacié finita. Existeir C > 0, la qual només depén de P, tal que

ép(n) < e

)

per a tot n € N.

Es un problema obert si es pot davallar aquesta fita superior, simplement, a una expo-
nencial [8].

1.3 Les seccions dels grups

En aquest apartat introduirem el concepte de la seccié d’un grup i veurem la seva
connexi6é amb diversos aspectes dels grups, en particular amb el problema de la paraula.
Sota certes condicions, les seccions ens proporcionaran fites superiors de les funcions de
Dehn.

Donat un grup G i X un conjunt finit de generadors de G, existeixen, en principi,

moltes paraules w sobre X UX ! tals que 7(w) = 1. Amb una seccié triarem un d’aquests
elements:

D’altra banda, G té el problema de la paraula resoluble si existeixen una presentacié finita P de G i una
funcié f:N — N tal que Diam(n) < f(n), FL(n) < f(n) o 0p(n) < f(n) en P. Per a Diam, aquest tipus
de funcions s’anomenen funcions isodiamétriques.
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Definicié 1.3.1. Sigui G un grup i X un conjunt finit de generadors de G. Una seccid de
G respecte de X és una aplicacié o: G — (X U X~1)" tal que la composicié 1o o:G — G
és igual a la funci6 identitat en G. Per comoditat, per a tot g € G, podrem escriure per
04 la imatge de g per o.

Notem que, com que o, és una paraula, aleshores, realment, elegim un cami des de 1
fins a g dins el graf de Cayley I'g x, per a tot g € G (aquest cami és, de fet, y(og4)). A
partir d’ara, identificarem o, amb aquest cami, no fent distincié a I’hora d’escriure’ls.!” En
aquest sentit, per a tot ¢t € N, 04(t) podra indicar una paraula (com al prefix de longitud
t de la paraula o4) o un element de G (com el vertex ¢-essim del cami y(oy)).

Depenent de I’autor, a la literatura, sovint s’identifica una seccié o: G — (X U X~1)*
amb la seva imatge Im ¢.'® En aquest sentit, una seccié no és res més que un subconjunt
de (X U X™1)" que esta en bijeccié amb G per 7. Nosaltres evitarem aquesta identificaci6
i usarem el terme seccid, exclusivament, per referir-nos a I'aplicacié de G' a (X U X~1)".

Vegem alguns exemples de seccions:

0. El grup trivial amb la presentacié P = (0 | §) admet una tinica secci6, la consistent
en enviar 1 — . Aixo concorda amb 'aspecte geometric de la seccié: només hi ha
un cami al graf de Cayley de {1} respecte de P, no moure’s de 1 (Figura 1.1a).
I, per a la presentacié6 Q = (a | a = 1), {1} només n’admet, essencialment, tres:
01,02,03:{1} — {a,a"'}* definides com o1 = a, 0o = a~! i 03 = €. Les altres hi
son equivalents en el sentit que defineixen el mateix cami sobre el graf de Cayley
(la Figura 1.1a mostra que només hi ha tres camins dins el graf de Cayley de {1}
respecte de Q: prendre la ruta de 1 o la de 17! o quedar-se quiet).

1. L’aplicacié que fa correspondre a cada classe d’equivaléncia [w] del grup lliure
F(X) la paraula reduida del seu representant, red(w), és una seccié del grup
lliure F'(X) respecte de X.

2. El grup Z & Z amb els generadors a = (1,0) i b = (0, 1), té com a seccid
o((i,5)) = a'¥/.

La ra6 és perque, com que a i b commuten, aleshores, per a tota paraula w, existeix
u de la forma a’t’, per qualques i, j € Z, tal que m(w) = 7(u) (u simplement s’obté
passant totes les lletres a*! a esquerra i reduint la paraula resultant, obtenint una
paraula reduida). Geometricament aquest fet és evident: per a qualsevol element
(1,7) € Z @ Z, existeix un cami dins el graf de Cayley que va a parar a aquest
element i que té la forma a'b/, i,j € Z (Figura 1.28a).°

7 En la literatura, una seccié és un combing. En comptes de traduir aquesta paraula de forma literal per
“pentinat”, hem preferit traduir-la per “secci6”, ja que és el terme habitual per referir-nos a la inversa per
I’esquerra d’una projeccié. El terme angleés té la seva explicacié en qué amb una seccié es pentina el graf
de Cayley d’un grup, triant un sol cami per anar a cada vértex (seguint amb l’analogia, tots els possibles
camins dins els graf de Cayley serien els cabells). Sovint, les seccions també s’anomenen formes normals si
es destaca el seu aspecte més algebraic (de tria de paraules).

18 Aquesta practica la realitza, per exemple, Meier [33].

19 Tornem a notar aqui que identifiquem camins amb paraules.
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(a) (b)
Figura 1.28 Els camins corresponents a les tres seccions o,
ki A. Aquests camins uneixen (0,0) amb el veértex w(a3h?) =
7(b%a3) = 7 ((ab)3b™1) = (3,2).

De la mateixa manera, es pot veure que les aplicacions k,A\:Z & Z —
{a,a™,b,b"'}" definides com

K((i,)) = Vd',

A((i,)) = (ab)'t!
sén seccions de Z & Z respecte de {a,b} (Figura 1.28).

Considerem G = Z @ Z4 amb els generadors z = (1,0) i y = (0,1). L’aplicacié
0:G — {z,z7 1 y,y~'}" definida com
o((i,) = 2"y,

per a tot (i,j) € G, és una seccié de G respecte de {z,y}, tal com es pot veure a
la Figura 1.29.

Figura 1.29 La seccié o de Z ® Zy4 tal que o((4,5)) = z'y’.
També tenim com a seccidé ’aplicacié k, la qual va en sentit contrari de o, consis-
tent en l’assignacid
i

NN I sij=0
k((7, 7)) = {xiy_(‘l_j) sij>0 )
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per a cada (i,7) € Z @& Z4. Per exemple, k((2,2)) passaria pels vertexos (0,0),
(1,0), (2,0), (2,-1) = (2,3) i (2,-2) = (2,2), mentre que o((2,2)) passaria pels
vertexos (0,0), (1,0), (2,0), (2,1) i (2,2).2°

4. En el grup de Baumslag-Solitar BS(1,2) = (a,b | ab = b%a) tenim que cada
element es pot representar com una paraula de la forma

W = {a """ | k,m,n € 7}

[33, pag. 108]. Ara bé, no existeix cap secci6 o tal que Im o = W. La ra6 d’aixo és
perque paraules diferents de W poden representar el mateix element: les paraules
aba™l (k=-1,m=1in=0)ib*(k=n=01im = 2) sén ambdues de W
perd m(aba~!) = 7(b?) € BS(1,2) (Figura 1.9). D’aquesta manera, W no esta en
bijeccié amb BS(1,2) per m (I'aplicacié m: {a*!,b*'} — BS(1,2) restringida a W
només és exhaustiva) i, per tant, no pot ser imatge de cap secci6.

Proposicié 1.3.2 ([33, Proposicié 5.4]). Sigui el conjunt de paraules
W' = {a """ | kym,n € ZY U {a™ | n € Z}.

Sio:G — {a,a”',b,b7'}" és una aplicacié tal que Im o = W', llavors o és una
seccid de BS(1,2) respecte de {a,b}.

1.3.1 Els llenguatges formals i les seccions

Donada una seccié o d’un grup G respecte d’un conjunt de generadors X, la seva
imatge Im o és un subconjunt de (X U X*I)* o, en altres paraules, un llenguatge
sobre X U X~ !. Aleshores podem estudiar-la des del punt de vista de la Teoria
dels Llenguatges Formals. Hi haura certa correspondéncia entre les propietats de
Im o iles de G.%!

Definicié 1.3.3. Una seccié 0:G — (X UX~!)" de G respecte de X es diu
regular si, i només si, el llenguatge Im o és regular.

Es pot veure que el conjunt de paraules reduides sobre un alfabet finit és un
conjunt regular [33, Exemple 7.22]. D’altra banda, Z®Z té una secci6 regular: per
exemple 0: ZOZ — {at!, bil}* definida a I’Exemple 2 (pagina 55) i que consisteix
en enviar (i,7) — a'd’, on a = (1,0) i b = (0,1). Im o és igual a la concatenacié
de {a’ |i € Z} i {b’ | j € Z} i ambdés conjunts sén regulars.

Tenir una secci6 regular es preserva per canvi de generadors i per les construc-
cions més usuals de grups [33]:

20 val la pena dir que no entenem Z, com el grup quocient Z/mod, siné com un conjunt finit de simbols
{0,1,2,3} juntament amb l'operacié natural: 1 +3 =0, =3 =1, =2+ 1 = 3 etc. la qual es pot especificar
amb una taula de productes finita.

2 Suposem que el lector coneix els conceptes i resultats basics dels llenguatges formals i, sobretot, els distints
tipus de families de llenguatges: regulars, lliures de context, recursius i recusivament enumerables. Es poden
consultar diverses referéncies al respecte [17, 27, 33].
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Proposicié 1.3.4. Siguin G un grup ¢ X ¢ Y dos conjunts finits de generadors
de G. Aleshores, si G admet una seccio reqular respecte de X, llavors G admet
una seccio reqular respecte de Y .

Proposicié 1.3.5. Siguin G, H dos grups finitament generats. Si G i H admeten
una seccio reqular per qualque conjunt finit de gemeradors, aleshores els grups
G x H i Gx H també admeten una seccid reqular per qualque conjunt finit de
generadors.

Teorema 1.3.6. Sigui G un grup finitament generat. Si G admet una seccio
reqular (respecte algun conjunt finit de generadors) i G és infinit, aleshores G té
un element d’ordre infinit.

Per tant, els grups finitament generats que tenen tots els seus elements d’ordre
finit no admeten una secci6 regular.

Amb I'ajuda de les seccions regulars es pot demostrar que els subgrups finita-
ments generats d’un grup lliure soén tots lliures [33]. Aquest fet pot ser demostrat
com a corol-lari del resultat segiient:

Proposicié 1.3.7. Siguin G un grup i X un conjunt finit de generadors de G.
Un subgrup H de G és finitament generat si, i només si, H és la imatge per ™
d’un llenguatge regular L C (X U X 1),

Aixi com la regularitat de les seccions d'un grup ens déna informacié sobre
aquest, pareix raonable estudiar quan el conjunt de paraules w tals que 7(w) = 1
és regular i esbrinar quines propietats del grup es poden deduir. Com veurem,
aquesta condicié és molt més restrictiva que la regularitat sobre les seccions.

Definicié 1.3.8. Siguin G un grup i X un conjunt finit de generadors de G.
Indicarem per WP(G, X) el conjunt segiient

WPG,X)={we (XUX N |r(w)=1} C (X UXY)".

Es pot veure que el conjunt de paraules nul-homotopiques de Z @ Z per a la
presentacié P = (a,b | ab = ba), que recordem que sén les paraules tals que la
suma dels exponents de a i de b sén zero (pag. 47), no és un conjunt regular [33].
Aquest fet concorda amb el teorema segiient:

Teorema 1.3.9 ([33, 38]). Siguin G un grup i X un conjunt finit de generadors
de G. Aleshores

(a)WP(G,X) és reqular si, i només si, G és finit.

(b)) WP(G, X) és lliure de context, si i només si G conté un subgrup d’index finit
H que és lliure.

Notem que, si el subgrup lliure d’index finit que apareix en el darrer apartat del
teorema és finitament generat, aleshores la funcié de Dehn de G té ordre lineal.
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Si diem H a aquest subgrup, aleshores dy ~ id, ja que tot grup lliure té funcié de
Dehn lineal (pagina 47). D’altra banda, é¢ ~ 0y perquée H té index [G : H] finit
(pagina 23). Per tant, pel Teorema 1.2.5, 6¢ ~ 0g ~ id.

1.3.2 Els grups sincronica i asincronicament sec-
cionables

En aquesta seccié introduirem certes propietats de les seccions: les propietats
del k-company de viatge de manera sincronica i asincronica, les quals utilitzarem
per obtenir fites superiors de les funcions de Dehn.

Definicié 1.3.10. Una aplicacié p:N — N és una reparametritzacié de N si, i
nomsés si, p no esta fitada, p(0) =01 p(n+ 1) € {p(n), p(n) + 1}.

Definicié 1.3.11. Siguin £ > 0, G un grup, X un conjunt finit de generadors de
Gio:G— (XUX™)" una seccié.

(a) Direm que o satisfa la propietat del k-company de viatge de manera sincronica,
o que és k-sincronica, si es satifa la propietat segiient:

Yg,h € G, (dg.x(g,h) =1 =Vt € N,dg.x(0,(t), on(t)) < k).

(b) Direm que o satisfa la propietat del k-company de viatge de manera asincro-
nica, o que és k-asincronica, si, per a tots g,h € G tals que dg x(g,h) = 1,
existeixen reparametritzacions de N, p, p’ (que depenen de g i h), tals que, per
atot t €N,

da.x(o4(p(1), on(p'(1)) < k.

Quan obviem la constant k, simplement direm que o és sincronica o asincronica,
respectivament.

Definicié 1.3.12. Sigui G un grup finitament generat. Direm que:

(a) G és sincronicament seccionable, si existeix una secci6 sincronica o, respecte
d’algun conjunt finit de generadors de G.

(b) G és asincronicament seccionable, si existeix una seccié asincronica o, respecte
d’algun conjunt finit de generadors de G

En tots dos casos, quan coneguem la constant k respecte de la qual o és
k-sincronica o k-asincronica, direm que G és k-sincronicament seccionable o k-
asincronicament seccionable, respectivament.

Aquesta definicié té sentit a rel del resultat segiient, el qual implica, en parti-
cular, que l'existéncia de seccions k-sincroniques no depén dels generadors (recor-
dem que si X 1Y sén conjunts finits de generadors de G, aleshores (G, dg x) ~qr
(G,dg,y)). Existeix un resultat analeg pel cas asincronic [10, Lema 7.4].
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Proposicié 1.3.13 ([50, Proposicié 1.2]). Siguin G i H dos grups tals que
G ~qgr H. S5i G és sincronicament seccionable, aleshores H també ho és.

Proposicié 1.3.14 ([50, Proposicié 1.3]). Siguin G, H grups finitament gen-
erats. ST G i H son sincronicament seccionables, aleshores:

(a) El producte directe G x H és sincronicament seccionable.
(b) El producte lliure G x H és sincronicament seccionable.

De manera obvia, si G és sincronicament seccionable, aleshores G és asincroni-
cament seccionable (podem prendre p = p’ = id).

Definicié 1.3.15. Siguin G un grup, X un conjunt de generadors de G i ¢ una
secci6 de G respecte X. La longitud de o és la funcié L,: N — N definida per

Lg(n) = max{l(oy) | do.x(1,9) < n}.
Quan o sigui clara pel context, ometrem el subindex de la longitud de o.

L’ordre de la longitud d’una seccié es manté pel canvi de generadors. En concret,
si G és un grup, X i X’ sén conjunts finits de generadors de G i o és una seccié
sincronica respecte de X, aleshores existeix ¢’ una seccié sincronica respecte de
X' tal que L, ~ L. El mateix passa pel cas asincronic [8].

El concepte de grup sincronicament seccionable prové del concepte de grup
automatic. Un grup G és automatic si admet una seccid sincronica o que, a més,
sigui regular. Els grups automatics varen sorgir a finals de la decada de 1980 amb
el treball de J. Cannon i W. Thurston. En els anys posteriors, la Teoria dels Grups
Automatics es va desenvolupar. Epstein, juntament amb altres autors (entre els
que figuren Cannon i Thurston), la va recollir en el que és el llibre de referéncia
[21].

Els grups automatics tenen funcions de Dehn d’ordre quadratic [21, Teore-
ma 2.3.12]. Una analisi de la demostracié d’aquest resultat va mostrar que les
tecniques emprades es podien usar per trobar fites superiors de les funcions de
Dehn en altres casos. D’aquesta manera, el concepte de grup automatic es gene-
ralitza, paral-lelament, de dues maneres:

e D’una banda, relaxant les condicions sobre la regularitat de o, fent pertanyar
Im o a altres classes de llenguatges. Aixi varen sorgir el grups CF-seccionables,
Ind-seccionables, Recurs-seccionables, ..., corresponents, respectivament, a
queé Im o sigui un llenguatge lliure de context, indexat, recursiu, etc. Els grups
automatics son, exactament, els grups Reg-seccionables, on Reg indica la classe
dels llenguatges regulars.

e De l'altra, només tenint en compte I'aspecte geometric de o, és a dir, la propi-
etat del k-company de viatge i prescindint de qualsevol condicié sobre Im o.
Els grups sincronicament seccionables corresponen a aquesta via.
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Els grups automatics sén grups sincronicament seccionables, pero la implicacid
inversa és falsa. De fet, existeixen grups sincronicament seccionables amb funcid
de Dehn ciibica [13, Teorema B]. D’altra banda, existeixen grups Ind-seccionables
que no sén Reg-seccionables (o sigui, automatics) [13, Teorema D]. Per tant,
cadascuna d’aquestes generalitzacions dels grups automatics déna una classe de
grups estrictament major que la classe de grups automatics.

Es un problema obert si existeixen grups CF-seccionables que no siguin Reg-
seccionables [42].

Existeix el concepte analeg dels grups automatics pel cas en que o satisfa la
propietat del k-company de viatge de manera asincronica. Aquests grups reben el
nom de grups asincronicament automatics. De forma obvia, els grups automatics
son asincronicament automatics, pero la implicacié inversa és falsa: els grups
BS(m,n), amb m # n, sén asincronicament automatics pero no automatics [21,
Exemple 7.4.1]. A més, tots els grups asincronicament automatics tenen funcions
de Dehn d’ordre exponencial [21, Teorema 7.3.4]?2. Aix0 contrasta amb que no
es coneix si tots els grups asincronicament seccionables sén sincronicament sec-
cionables (encara que es creu que aquest fet és fals).

Per 1ltim comentar que existeixen diversos problemes oberts en la Teoria de
Grups Automatics. El més faméds, sense dubte, és el de veure si els grups bi-
automatics sén automatics (la implicacié contraria és vertadera): un grup G és
biautomatic quan admet una secci6 o: G — (X U Xfl)* regular tal que, per a tots
g,h € G tals que dg x(g,h) <1, per a tot t € N,

dg x (04(t),on(t)) <k,

per algun k£ > 0.

1.3.2.1 Exemples de grups seccionables

Tot seguit oferim alguns exemples de grups seccionables, sincronica i asincroni-
cament, i de les longituds d’algunes seccions.

1. Els grups finits sén sincronicament seccionables. Considerem G un grup finit
i X és un conjunt (finit) de generadors de G. Sigui k el diametre de ' x, és
a dir,

k = max{dg x(g,h) | g.h € G}.

Si, per a qualsevol g € G, elegim un cami v, qualsevol fins a g, aleshores tenim
que o(g) = 74 ¢és un secci6 k-sincronica. A més, elegim v, de manera que sigui
geodesic, llavors o satisfa que L(n) < min{n, k}, per a tot n € N.

2. En el grup lliure F(X) de base X = {z1,...,2,}, la secci6 o que fa corre-
spondre a cada classe [w], la paraula reduida red(w) és 1-sincronica. Si u, v’

22 En la demostracié que el grup BS(m,n) no és automatic es veu realment que la seva funcié de Dehn és >

que la funcié z — z2.
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sén dues paraules reduides que representen elements [u], [u/] a distancia uni-
tat, aleshores u = u'x per qualque x € X U X! (excepte al final, en tot el
recorregut o([u]) és igual a o([u'])).

3. En Z@Z, la seccié o definida com o((i, 5)) = a'b?, per a tot (i,5) € Z®Z, amb
a=(1,0)ib=(0,1), és 2-sincronica (Exemple 2, pag. 55). Geomeétricament
aquest fet és evident, tal com es pot veure a la Figura 1.4.

De forma algebraica, tenim que els elements a distancia unitat de (i, j) sén
(i+1,5), (i = 1,4), (i,j + 1) i (i,j — 1). Els camins o((i + 1,5)) = a""'b7 i
o((i,7)) = a'b’ estan com a maxim a distancia 2. De fet, els seus vertexos
compleixen que

0 sit<q
dZ@Z,{a,b}(J((i,j))(t)a U((i+1,j))(t)) = { 2 sii+1<t<i+y
1 sit4j<t.

De forma simeétrica es poden veure els altres casos.

De fet, Z" és 2-sincronicament seccionable, per a tot r > 2 [8, Exem-
ple 1.3.1.2].

4. El grup BS(m,n) és asincronicament seccionable [8, Exemple 1.3.1.3].

1.3.2.2 Les funcions de Dehn dels grups seccionables

En aquesta seccié establirem les fites superiors de les funcions de Dehn dels
grups sincronica i asincronicament seccionables.

A falta de referéncies on apareguin les demostracions dels resultats segiients,
oferim les seves demostracions estandard.

Lema 1.3.16. Siguin G un grup, P = (X | R) una presentacié finita de G i w
una paraula nul-homotopica per P. Aleshores, per a tots tg,t1 € N,

da x (m(w(to)), 7(w(t1))) < l(w)/2.

En particular,
da, x(m(w(to)), 1) < l(w)/2.

Demostracio. Prenent t; = 0, tenim que la segona desigualtat és conseqiiencia
directa de la primera.

Podem suposar que to,t1 € {0,...,l(w)}, ja que m(w(t)) = w(w(0)) = 1 per a
tot t < 0, 1 w(w(t)) = m(w(l(w))) = 1 per a tot ¢t > I(w). A més, per simetria,
podem suposar que ty < ty.

Sigui L(to,t1) la longitud del menor subcami de y(w) que uneix m(w(tp)) i
m(w(ty)). Aleshores

da,x (m(w(to)), m(w(t1))) < L(to, t1)-
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Sity —to < (w)/2, aleshores L(to,t1) < l(w)/2, ja que podem seguir el subcami
de y(w) determinat pels vertexos w(ty), w(ty + 1),...,w(t1). D’altra banda, si
t1 —to > l(w)/2, llavors el cardinal

{1, L(w) Y U0, ..t} < 1(w)/2

(aquest conjunt és el complement del conjunt {tg,...,%;} que té cardinal > [(w)/2
per hipotesi). Per tant, el subcami de (w) determinat pels vertexos

m(w(ty)), m(w(t; +1)),...,m(w(l(w))), 7(w(l)),...,7(w(ty))

té longitud menor o igual que [(w)/2. Llavors L(to,t1) < l(w)/2.
U

Proposicié 1.3.17. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G i
k > 0. Aleshores:

(a) Si G admet una seccié k-sincronica o:G — (X UX™1)", aleshores existeix
una presentacié finita P de G de la forma P = (X | R) amb |R| < (2|X])*?
i tal que

5p(n) < nLo(|n/2)).

(b) Si G admet una seccié k-asincronica o: G — (X U X™1)*, aleshores existeix
una presentacié finita P de G de la forma P = (X | R) amb |R| < (2| X|)*+?
1 tal que

dp(n) < 2nL,(|n/2]).
Demostracio.

(a) Demostrem aquest cas amb detall. Com que X és un conjunt de generadors,
tenim el morfisme 7: (X UX™1)" — G, el qual és exhaustiu. Considerem el
conjunt de relacions

R={w=1|we (XUXH m(w)=1,1lw)<2k+2}.

Per la Proposicié 1.2.28, podem suposar que R és simetric. D’altra banda,
|R| < (2|X])**™. Considerem la presentacié finita P = (X | R).

Volem veure que P és una presentacié de G. Per aix0 basta veure que el
conjunt

N={we(XuXx Y |z(w) =1}

coincideix amb les paraules nul-homotopiques per P: X és un conjunt finit de
generadors de G, aleshores existeix @ = (X | S), amb S possiblement infinit,
tal que G(Q) ~ G i el conjunt de les paraules nul-homotopiques per Q és igual
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a N. Per tant, G(P) = F(X)/((R.)) = F(X)/((Ss)) = G(Q) si, i només si,
((R.)) = ((S4)), o sigui si les paraules nul-homotopiques coincideixen.

De forma evident, el conjunt de paraules nul-homotopiques per P estan a
N. Per veure la implicacié contraria, pel Lema 1.2.31, per a qualsevol paraula
w € N, basta trobar un diagrama de van Kampen per a w sobre P.

Sigui w una paraula sobre X U X! tal que m(w) = 1. Construirem un
diagrama de van Kampen D,, per a w respecte de P (que, a més, tendra els
seus vertexos etiquetats). Considerem el poligon regular de [(w) costats tal
que les seves arestes sén dirigides i etiquetades amb elements de X U X!
i els seus vertexs estan etiquetats amb elements del conjunt {m(w(i)) | i =
0,...,0(w)} U{x} € G U{x}. El procés d’etiquetatge d’aquest poligon és el
seglient:

e L’eleccié d’'un vertex qualsevol, el qual etiquetarem, a la vegada, amb x i
m(w(0)) = 1 i que anomenarem punt base del poligon.

e FEn el sentit contrari a les agulles del rellotge, I'etiquetatge de 1'i-essim
vertex consecutiu al punt base per m(w(i)), amb i € {1,...,l(w)}.

e L’etiquetatge, de forma consecutiva i en sentit contrari a les agulles del
rellotge, de 'aresta i-essima del poligon per la lletra i-essima de w. Aixi,
six € X UX™! és etiqueta de 'aresta que uneix els vertexos etiquetats
amb ¢ i h, aleshores gz = h. A més, el sentit de 'aresta que uneix el vértex
i-éssim amb el vertex (i 4 1)-éssim sera cap a aquest darrer.

D’aquesta manera, obtenim un poligon tal que les etiquetes de les seves arestes
llegides, en el sentit contrari a les agulles del rellotge, des del punt base formen
la paraula w. Aquest poligon esta representat a la Figura 1.30 per a una paraula
w = x1...T,. Notem que prenem aquest poligon regular, simplement, per
comoditat (per la unicitat dels poligons regulars d’un nombre determinat de
costats), perd aquesta construccié es pot fer, d’igual manera, per a un poligon
no regular determinat.

Per a tot ¢ € {0,...,l(w)}, indiquem amb o;, la imatge de m(w(i)) per la
secci6 o (és a dir, o)), 1 considerem el segment que uneix el punt base
* fins al vertex etiquetat amb m(w(i)) i dividim-lo en I(0;) punts etitquetats
amb 0;(j) € G, per qualque j € {0,...,{(0;)}, de manera que:

e El punts etiquetats amb ¢;(0) i 0;(l(0;)) coincideixen amb x i 7(w(i)),
respectivament.

e Elsegment que uneix 0;(j) i 0;(j+1) esta orientat cap a aquest darrer punt.
A més, aquest segment esta etiquetat amb la lletra (j + 1)-éssima de o o,
amb altres paraules, amb 'element x € X UX ! tal que o;(j)z = 0;(j +1).

e Els segments determinats per o;(j) i per o;+1(j) no es toquen enlloc. Aixo
passa, en particular, si aquests segments sén rectes.
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Figura 1.30 El poligon regular
amb frontera w = x1...x,.

Per a tot i € {0,...,l(w) — 1}, w(w(i)) i m(w(i + 1)) estan a distancia unitat
dins el graf de Cayley I'¢ x. Com que o és k-sincronica, aleshores

dax (0i(t),0i41(1)) < K,

per a tot t € N. Per tant, existeix un cami des de o;(j) fins a g;41(j) de
longitud menor o igual que k, per a tots

i €{0,...,l(w)—1},7 €H0,...,max{l(0;),l(oi+1)}}

(notem que, per a tot j > l(0;), 05(j) = 04(l(0;))). Sigui w; ; la paraula sobre
X U X! corresponent a aquest cami (podem prendre w; ; la paraula que rep-
resenta l'element (0;(5))"1o;11(j)). En el poligon regular que hem construit,
prenem el segment (que pot no ser recte) que uneix o;(j) i 0;41(7) i dividim-lo
amb [(w; ;) < k vertexos de manera que el primer i el darrer coincideixin amb
0i(4) 1 0i+1(J). A més, etiquetem successivament els segments que determina
aquesta divisié6 amb les lletres de w; ; i en sentit contrari a les agulles del rel-
lotge. Anomenem D, a la construccid resultant, la qual esta representada a la
Figura 1.31.
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Ti41

Ty *
leG
Figura 1.31 El complex D,, per a w = z1...x,, construit a partir de o, amb el detall
en una cara.

Per construccié, D,, és un diagrama de van Kampen per a w respecte de P:

e Les etiquetes llegides en sentit contrari a les agulles del rellotge des de %
formen la paraula w.

e Les etiquetes de les cares llegides de forma consecutiva, en qualsevol ordre
i en qualsevol sentit, formen una paraula de R (R és simetrica), és a dir,
una paraula nul-homotopica de longitud menor o igual que 2k + 2. Podem
prendre com a aquesta paraula nul-homotopica la paraula formada per la
concatenaci6é de wj j, la lletra (j + 1)-éssima de oy, la inversa de w; j11 i
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la inversa de la lletra (j + 1)-éssima de 0,41, per a tot i € {0,...,l(w)} i
Jj€A0,...,max{l(0;),l(ci41)}}

e D, és planar, ja que els segments construits no es creuen entre si.

D’altra banda, el nombre de cares d’aquest diagrama és una fita superior de
area(w) (I'area de w és el nombre de cares minim sobre tots els diagrames de
van Kampen per a w). El nombre de cares de D,, entre o; i 0;41 és igual al
max{l(0;),l(0i+1)}. Pel Lema 1.3.16, per a tot i € {0,...,l(w)},

da,x(oi(l(0:)),1) < l(w)/2
i, com que la distancia és discreta, llavors tenim, realment, que
da,x(0i(l(04)),1) < [H(w)/2].
Per tant,

l(oi) < Lo([1(w)/2]),
per a tot ¢ € {0,...,l(w)}. Per tant, el nombre de cares de D,, entre o; i ;41

esta fitat per L, (|l(w)/2]), amb i € {0,...,I(w)}. Com que existeixen I(w)+1
segments des de x en D,,, llavors

areacp(Dy) < l(w) - Ly ([1(w)/2]),
per la qual cosa

dp(n) = max{area. p(D,) | w nul-homotopica per P,l(w) < n}
=nLs(|n/2]).

(b) El cas asincronic és analeg al cas sincronic. L'inica diferéncia és que, per
atot i € {0,...,l(w)}, si pip sén les reparametritzacions de N respecte
de les quals o és k-asincronica en m(w(i)) i m(w(i + 1)) (recordem que les
reparametritzacions depenen de cada parell d’elements), llavors etiquetarem
els vertexos del segment que uneix % i m(w(7)) amb les etiquetes

{oi(p(3)) |5 =0,...,Jo},

on jg és tal que o;(p(jo)) = w(w(7)), i els vertexos del segment que uneix * i
m(w(i+ 1)) amb les etiquetes

{oira(P' ()15 =0,...,51},

on ji és tal que o;11(p'(jo)) = m(w(i+1)), de manera que si p(m) = p(m+1) i
p'(m) = p/(m+1) per algun m € N, aleshores només etiquetarem els vértexos
corresponents una sola vegada, amb o;(p(m)) i oi41(p'(m)). A més, unirem
oi(p(j)) amb o;11(p'(j)) mitjangant una paraula de longitud < k (podem fer
aixo ja que o és k-asincronica). Notem que aquest procés d’etiquetatge depen
de cada parell (7(w(7)), m(w(i+ 1))), amb ¢ € {0,...,l(w)} i, per tant, tenim
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[(w) etiquetats diferents. Aix{ obtindrem un diagrama de van Kampen D,, per
a w sobre P.

Per a cada i € {0,...,l(w)}, el nombre de cares de D,, entre o; i ;41 com a
maxim [(0;) +1(054+1) < 2Ls(|I(w)/2]). Aleshores, aplicant aquesta fita, tenim
que

op(n) < 2nL,(|n/2]).
O

Notem que, en aquesta proposicid, la constant k per la qual la seccié o és k-
sincronica o k-asincronica només apareix, de forma explicita, en el cardinal de la
presentacio.

Corol'lari 1.3.18 ([8, Teorema 1.3.4; 12, Proposicié 7.1.2]). Siguin G
un grup © X un conjunt de generadors de G. Si G admet una secciéo o:G —
(X U XYY" asincronica, aleshores

dg(n) 2 nly(n).
Demostracio. Pel resultat anterior i per ser L, creixent, tenim que
dp(n) <2nL,(|n/2]) < 2nLy(n),
per tant, 6g(n) = nLs(n). O
Es poden obtenir fites superiors independents de la longitud de la seccio:

Proposicié 1.3.19 ([12, Proposicié 7.1.2]). Sigui G un grup. Si G és asin-
cronicament seccionable, aleshores

da(n) < 2.

1.3.3 Una generalitzacié dels grups seccionables

Des del punt de vista geometric, a part de la longitud d’una seccié, podem
ocupar-nos de la seva altra dimensio: la seva amplada.

Notacié 1.3.20. Indicarem per R(N) el conjunt de reparametritzacions de N.

Notacié 1.3.21. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G,

0:G — (XUX™D" una seccié de G respecte de X i g,h € G. Indicarem per
D,(g,h) el nombre

Do(g,h) = p’pﬁelgg(m{max{d(ag(ﬁ(t))a on(p'(t))) | t € N}}.

Definicié 1.3.22. Siguin G un grup, X un conjunt de generadors de G i ¢ una
secci6 de G respecte de X.
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(a) L’amplada sincronica de o, o simplement amplada, és la funci6 ¢,:N — N
definida per

o (n) = max{d(a,(t), on(t)) [ t € N, d(1,9),d(1, h) <n,d(g,h) =1},
per a tot n > 11 ¢(0) =0.
(b) L’amplada asincronica de o és la funcié ®,:N — N definida per
®,(n) = max{Dy(g,h) | d(1,9),d(1,h) < n,d(g,h) =1},

per a tot n > 11 ®(0) =0.
Quan o sigui clara pel context, la ometrem en els subindexos de ¢, i @, .

Per a tota secci6 o, estendrem les amplades ¢, @, i la longitud L, als nombres
reals de la forma:
0) siz<0
|z]) siz>0

0) six <0
lz]) siz>0
0

| Ls(0) siz <0
L”(gc)_{Lg |z]) siz>0

D’altra banda, hem de notar que ®, < ¢, (podem prendre p = p’ = id).

De forma clara, tenim que una seccié o és k-sincronica si, i només si, la seva
amplada ¢, esta fitada, superiorment, per k, i o és k-asincronica si, i només si,
la seva amplada asincronica ®, esta fitada, superiorment, per k.

Per tant, si un grup G admet una secci6 o tal que ¢,(n) < k o bé ®,(n) < k,
per alguna constant k, aleshores G té el problema de la paraula resoluble (en
aquest cas, G és sincronica i asincronicament seccionable). De forma natural,
doncs, sorgeix la pregunta sobre si passa el mateix quan G admet seccions amb
amplades (sincroniques o asincroniques) no fitades superioment per una constant.

Bridson [10] i Riley [45] varen respondre a aquesta pregunta, demostrant que si
G admet una seccié amb amplada (sincronica i asincronica) no molt gran, aleshores
G té el problema de la paraula resoluble (Bridson s’ocupa del cas general, mentre
que Riley estudia el cas en queé aquesta seccid és geodesica). Concretament, varen
obtenir, entre d’altres, els resultats segiients:

Teorema 1.3.23 ([10, Proposicié 1.1, Proposicié 3.1]). Sigui G un grup
finitament generat qualsevol.

(a) G admet una seccié o tal que Ly(n) =n i po(n) < n i ®y(n) < n.

(b) Si G admet una seccié o tal que v (n) < n—1 per a n suficientment gran,
aleshores G és finitament presentat. A més, si X és un conjunt finit de gene-
radors de G tal que X = X1, i m: X* — G és el morfisme exhaustiu natural,
aleshores
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(X|w=1, onwe X* 7(w) =1,l(w) < 2ngp)

és una presentacid finita de G, on ny € N és tal que ¢, (n) <n — 1, per a tot
n > ng.

(c) Si G admet una seccié o tal que ®5(n) < n — 1 per a n suficientment gran,
aleshores G és finitament presentat.

Teorema 1.3.24 ([10, Teorema 4.3]). Siguin G un grup, X un conjunt finit
de generadors de G tal que X' = X i 0:G — X* una seccié. Si ps(n) <n —1
per a n suficientment gran, aleshores existeix k > 0 tal que

573 (n) < ekn3 )

per a alguna presentacio finita P de G.

Teorema 1.3.25 ([10, Teorema 6.1]). Siguin G un grup, X un conjunt finit
de generadors de G tal que X' = X i 0:G — X* una seccid.

(a) St ®y(n) <n —1 per a n suficientment gran, aleshores existeix k > 0 tal que
dp(n) < ek’
per a alguna presentacid finita P de G.

(b) Si ®, és sublineal (és a dir, ®5(n) € o(n)), aleshores existeix una constant
k > 0 tal que

57?(”) < eknCI)(n),
per a alguna presentacid finita P de G.

En particular, el darrer apartat d’aquest teorema implica que o és k-asincronica,
aleshores existeixen constants Cq,C2 > 0 tal que op(n) < eC1n < 202”, el que
concorda amb la Proposicié 1.3.19.

Els teoremes 1.3.24 i 1.3.25, es poden resumir en el resultat segiient:

Proposicié 1.3.26. Sigui G un grup finitament generat tal que admet una seccio
o, respecte d’algun conjunt finit de generadors de G, tal que ®5(n) < n—1 o
vs(n) <n—1 per an suficientment gran. Aleshores, G és finitament presentat i
existeiz k > 0 tal que la seva funcié de Dehn satisfa

da(n) < ek’
Demostracio. Existeix una presentacié Py de G tal que existeix k > 0 tal que

S5pe(n) < €
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Si P és una altra presentacié de G, tenim que dp =~ dp,. Facilment es pot veure
que per a qualssevol funcions f,g,h:N — N, g < f, h ~ g, aleshores h < f. Per
tant,

k3
op < e,

i com que d¢ és la classe d’equivaléncia de les funcions de Dehn de presentacions
finites de G modul ~, aleshores, tenim que

o = ekn‘"’.
]

Definicié 1.3.27. Siguin G un grup i X un conjunt finit de generadors de G.
Una secci6 0: G — (X U X‘l)* és geodésica si, i només si, per a tot g € G, el cami
o4 és geodesic dins I'g x.

Teorema 1.3.28 ([45, Teorema 2]). Sigui G un grup finitament generat tal
que admet una seccié geodesica o tal que ®,(n) < n — 1 per a n suficientment
gran, aleshores G és finitament presentat i la seva funcid de Dehn és tal que

da(n) < nl

Pel que fa a la construccié de grups, tenim que el producte directe G x H i el
producte lliure G * H de grups G, H, admeten seccions que preserven ’ordre de
I’amplada, ’amplada asincronica i la longitud de seccions de G i H.

Teorema 1.3.29 ([10, Lema 7.3]). Siguin G1 i G2 grups, X1 i Xo conjunts
finits de generadors de G1 1 Gy respectivament, tals que X1 = Xl_l, Xy = X2_1
i, per a tot i € {1,2}, 0*:G; — X7 una seccié amb amplada p;, amplada asin-
cronica ®; i longitud L;. Aleshores G1 x Go i G1 * G2 admeten seccions o i K,
respectivament, tals que

Po(n) = ¢x(n) = max{p1(n), p2(n)},
O, (n) = P,(n) = max{Py(n), P2(n)},
Ly(n) = Ly(n) = 2max{L;i(n), L2(n)}.

Els grups quasi-isomeétrics admeten seccions amb amplades (sincroniques i as-
incroniques) i longituds ~-equivalents.

Teorema 1.3.30 ([10, Lema 7.4]). Siguin G i H grups, X i Y un conjunt de
generadors de G i H, respectivament, tals que X ' =X iY 1 =Y. Si G ~or H,
aleshores, per a tota seccio o:G — X*, existeix k: H — Y tal que o, >~ @,
O, ~ P, i Ly, ~ L.

En aquests darrers resultats, el cas particular de que les amplades o les am-
plades asincroniques estiguin fitades superiorment per una constant correspon a
les proposicions 1.3.14 i 1.3.13.
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2 Resultats principals

2.1

En aquest capitol es detallara la meva contribucié al camp de la Teoria Ge-
ometrica de Grups i, en concret, al problema de la paraula. De forma general,
aquesta contribucid consisteix en la millora de 'ordre de la funcié de Dehn per
als grups que admetin una secci6 geodesica o tal que ¢,(n) < n — 1, per a n
suficientment gran, i en diverses generalitzacions de I’amplada d’una seccié.

Grups amb seccions geodesiques d’am-
plada no molt gran

Si un grup G admet una seccié geodesica o tal que ®,(n) < n — 1 per a n
suficientment gran, aleshores G té el problema de la paraula resoluble i, a més, la
seva funcié de Dehn §¢ és tal que dg(n) < n! (Teorema 1.3.28). En aquesta seccid,
millorarem aquesta fita superior de la funcié6 de Dehn per als grups que admetin
una seccié geodesica o tal que p,(n) < n — 1, per a n suficientment gran.

En primer lloc, demostrarem una serie de lemes que ens conduiran a veure que,
per a qualsevol presentacié P, la funcié areap és subadditiva per a certa operacié
entre paraules nul-homotopiques, el que implicara una desigualtat de la funci6 de
Dehn (Proposicié 2.1.6).

Lema 2.1.1. Siguin G un grup, P = (X | R) una presentacié finita de G i
w,v,w € (X UX™H paraules nul-homotopiques per P. Si w = wv dins el grup
lliure F(X),* aleshores

areap(w) < areap(u) + areap(v).

Demostracio. Si areap(u) = N i areap(v) = M, aleshores
N
_ ~1
u = H xi riZq,
i=1

M
_ —lg
v=[Tv" s
j=1

per a alguns z;,y; € F(X), 1,s; € Ry, on aquestes igualtats sén dins el grup
lliure F'(X). Com que w = uv també dins el grup lliure, aleshores

23 Recordem que dues paraules w1, wy sobre (Xu Xﬁl)* s6n iguals dins el grup lliure si [wi]~ = [wa]~ €

F(X).
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N M
w=uv = (H CUi_l?"z‘fUi) : (H ?Jj_lsjyj)
i=1 j=1

= (27 mz) - (e rvan) - (Y si) o (Yag smyr)
M+N

= H Zk_ltkzk
k=1

on

[z,  1<k<N [rm  1<E<N
TV ypoy N+1<k<N+M, E= sy N+1<k<N-+ M.
Llavors, per definicid, areap(w) < N + M = areap(u) + areap(v). O

Lema 2.1.2. Siguin G un grup i P = (X | R) una presentacid finita de G. Si
we (XU Xfl)* és una paraula nul-homotopica per P iz € X UX L, llavors

areap(x'wz) = areap(w).

Demostracié. Suposem que areap(w) = N. Aleshores existeixen z; € F(X) i
ri € Ry, amb i € {1,..., N}, tals que

N
w = H:Uflr-m-
- i iy
i=1

on aquesta igualtat és dins el grup lliure F(X). Aleshores, dins el grup lliure,
tenim que

N
rlwr =271 (H x;lrimi)x
=1

= x_l(xl_lrlacl) e (m]_verxN)m

= (x_lelrlmlm)(x_lxglrgxgac) e (x7

N
= H x_lelrimiw

1,.—1
T TNTNZT)

i=1
N

= H(mix)*lri(xix),
i=1

per la qual cosa tenim que areap(z~'wzr) < N = areap(w). Per tant,

areap(w) = areap(z(z  wz)z™) < areap(z twz) < areap(w),

1

el que implica que areap(z™ wz) = areap(w). O
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Lema 2.1.3. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G i P =
(X | R) una presentacio finita de G, g; € G, amb i € {1,...,6}, i y21, V3,2,
V4,3, V5,45 V6,5, V1,6 § V2,5 els camins dins el graf de Cayley I'g x que uneizen,

en aquest ordre, els parells de punts (92,91); (93792)7 (94793)7 (95794): (96795);
(91,96) © (92,95), respectivament (tal com es representa a la figura).

Per a cadascun d’aquest camins v; ;, sigui w;; la paraula corresponent (y(w; ;) =

Vi, DET G cada (27]) € {(27 1)7 (3¢ 2)7 (47 3)a (5a 4)7 (67 5)7 (17 6)7 (27 5)}) SZgU’LTL, ﬁ'
nalment, u,v i w € (X UX™Y)" les paraules definides com:

-1
U = W16 W65 Wys - W21,
V= W54 W43 W32 W25,

W= Wi6 W65 W54 W43 W32  Wa1.
Aleshores u,v,w son nul-homotopiques per P i a més,
areap(w) < areap(u) + areap(v).

Demostracio. De forma obvia tenim que u, v i w s6n nul-homotopiques per P, ja el
seus camins dins el graf de Cayley formen cicles (per exemple el cami corresponent
a u forma un cicle amb punt inicial i punt final g1, perque és composicié de camins
de g1 a gg, de g¢ a g5, de g5 a g2 i, finalment, de g2 a g1).

D’altra banda, dins el grup lliure F'(X) tenim que

—1 -1 -1
w = [wl,G TWe,5 Wy - W2,1| ~Wgq " W25 (W54 W3 W32 " wz,s] T Wy 5 - W2,1
-1 -1 -1
=U Wy - W25 V- (wz,l “w25)

Per tant, dins F/(X), w = ur~'vz amb x € F(X). Llavors, aplicant el lemes 2.1.1
i 2.1.2, tenim que

areap(w) = areap(uzlvz) < areap(u) + areap(z~lvx) < areap(u) + areap(v).
O

Definicié 2.1.4. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G i
P = (X | R) una presentaci6 finita de G. Dues paraules wy,ws € (X UX 1"
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nul-homotopiques per P sén congruents si, i només si, dins el graf de Cayley I'q x
existeixen punts g1, g2, g3, 94, 95, 96 € G 1 camins 2,1, 73,2, 74,3, V5,4, 16,5 V1,65 V2,5

que uneixen els parells de punts (g2, 91), (93, 92), (94,93), (95,94), (96, 95), (91, 96)
i (g2,95), respectivament, tals que les seves paraules corresponents, que indicarem

amb w; ;, on (4,7) € {(2,1),(3,2),(4,3),(5,4),(6,5), (1,6), (2,5)}, satisfan
W] = Wi,6 - We5 w;; “Wa 1,
W2 = W54 - W43 W3,2 * W2 5.
En aquest cas, indicarem amb w1fws a la paraula definida com
wfwe = Wi,6 - W65 - W54 * W43 - W32 - W2 1.

Del lema previ i d’aquesta definicié tenim que si u, v sén paraules congruents,
aleshores uffv és nul-homotopica per P i areap(ufv) < areap(u) + areap(v), o
sigui, tenim que la funcié areap: {w € (X U X~1)" | nul-homotopica per P} — N
és subadditiva per l'operacié f aplicada a parells congruents.

Lema 2.1.5. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G, P = (X |
R) una presentacid finita de G, o:G — (X UX™1)" una seccié geodésica de G
respecte de X . Aleshores, per a tota paraula w € (X U X‘l)* nul-homotopica per
P, existeixen paraules ui, . .. s Uy ap)2 /2 nul-homotopiques per P de longitud menor

o igual que 2p,(l(w)/2) + 2 tals que
I(w)?/2
areap(w) < Z areap (uy).
k=1

Demostracid. Sigui w una paraula nul-homotopica per P. Si w = ¢, aleshores el
resultat és obvi, ja que areap(c) = 0 i la suma de la dreta és zero (el conjunt
d’indexos és buit). Per tant, podem suposar que [(w) > 1. Per tant, w = x; ...z,
ambr>1,27,€¢ XUXtiie{0,...,r}.

Per a tot ¢ € {0,...,l(w) — 1}, considerem la paraula v; definida per la con-
catenacié segiient:

—1
Vi = On(w(i)) " Titl " Op(w(i+1))"

A la Figura 2.1 es mostra el seu corresponent cami y(v;) dins el graf de Cayley
I'g x. Per acadaie€ {0,...,l[(w) — 1}, v; és nul-homotopica per P, ja que forma
un cicle dins el graf de Cayley (v(v;) passa per 1, w(w(i)) i 7(w(i + 1)) i torna a
1). I, a més, per construccié

w = vof(vif(. .., ﬁ(vl(w)fl) )

Per tant, per aplicacié reiterada del Lema 2.1.3,
l(w)—1

areap(w) < Z areap (v;). (2.1)
i=0
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m(w(i+1) = w(w(i))

leG

Figura 2.1 El cami v(v;), el qual passa per
1, m(w(2)) i m(w(i+1)).

Pel Lema 1.3.16,

da,x (m(w(i)),1) < l(w)/2, (2.2)
per a tot i € {0,...,l(w)}. Com que o és geodesica, aleshores la longitud de o;
és menor o igual que [(w)/2, per a tot ¢ € {0,...,l(w)}. Indiquem amb wg) la

paraula (de com a maxim una lletra) corresponent al cami geodesic que va des de
oi(j)aoi(j+1),ambie{0,....0(w)}i0<j<l(w)/2—-1 (a:f) coincideix amb
la lletra (j + 1)-éssima de o; quan j < [(o;) — 11 és igual a ¢ altrament).

Per a tots i € {0,...,l(w) —1} i 0 < j < l(w)/2, siguin v; ; la paraula cor-
responent a un cami geodesic que va des de 0;(j) fins a 041(j), 1 u;; la paraula
nul-homotopica per P formada per la concatenaci6

. . —1
J+1) j+1) ——1
£y " Ui j+1 (xi+1 "V

els camins de les quals es poden observar a la Figura 2.2. Per contruccio, per a
tot i € {0,...,l(w) — 1},

V; = ui,oﬁ(ui,lﬁ(- ) ﬁ(ui,Z(w)/Q—ﬁ o)
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per la qual cosa, pel Lema 2.1.3,

( )/2—1
areap(v;) < Z areap (u; ;). (2.3)

Aleshores, combinant (2.1) i (2.3), tenim que

l(w —1l(w)/2—-1

areap (w E E areap (u; ;)

m(w(i+1))  w(w(i))

leG

Figura 2.2 El cami v(u; ;) corresponent a
la paraula w; ;.

Per a tots i € {0,...,l(w) — 1} ij € {0,...,l(w)/2 — 1}, per definici6 de ¢,
i per (2.2), (U;;) < @o(l(w)/2), per la qual cosa I(u; ;) < 2+ 2¢,(l(w)/2). Per
tant, reindexant aquest sumatori amb la bijeccid

(i |0<i<l(w)—1,0 <5 <l(w)/2— 1} — {uy | 1 < & < I(w)?/2},

existeixen com a maxim l(w)2 /2 paraules nul-homotopiques per P, uy, tals que
lug) <2420, (l(w)/2) i
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I(w)?/2

areap(w) < Z areap (uy).
k=1

0

Proposicié 2.1.6. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G, P =
(X | R) una presentacié finita de G i 0:G — (X UX ™1 una seccié geodésica.
Aleshores

p(n) < 50p(2p0(n/2) +2) -0

Demostracio. Sigui w una paraula nul-homotopica per P. Pel Lema 2.1.5, tenim
que existeixen uy, . .., uj(y)2 /2 paraules nul-homotopiques per P de longitud menor
o igual que 2¢,(l(w)/2) 4 2 tals que

l(w)?/2

areap(w) < Z areap (uy).
i=1

Com que [(ug) < 2¢,(I(w)/2) + 2 per a tot k € {1,...,I(w)?/2}, aleshores
areap(uy) < 0p(2¢,(I(w)/2) + 2). Per tant,

l(w)?/2
areap(w) < Z areap (ug)

< 3 Gpes(i(w)/2) +2)

k=1

< Slw)? - p (204 (1(w) /2) + 2).
Llavors

dp(n) = max{areap(w) | w nul-homotopica per P,l(w) < n}

1
< 1rnax{§l(w)2 - 0p (290 (I(w)/2) 4+ 2) | w nul-homotopica per P, l(w) < n}

< —n? - 5p(20,(n/2) + 2).

0

Aquesta recursié déna lloc a una fita superior de la funcié de Dehn per als
grups tals que admetin una secci6 geodesica o tal que p,(n) < n — 1 per a n
suficientment gran.

Lema 2.1.7. Sigui F:N — R una funcié que cumpleiz la recursio
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1
F(n):F(n—2)+21nn+ln§.

Aleshores
F(0)+2lnn!! — 2o si n parell
F(n) = nal
F(1)+2lnn!l — In2 sin senar
on n!! denota el doble factorial, definit recursivament per Ol =1, 1l =1, nll =
n-(n—2).

Demostracid. Com que la recursié F(n) = F(n—2)+2Inn+1In 3 és lineal d’ordre
2, per la Teoria d’Equacions en Diferencies, la solucié d’aquesta recursié és tnica
si es coneixen les condicions inicials F'(1) i F'(0). Per tant, basta comprovar que
si F' té aquesta forma, aleshores F' satisfa la recursié inicial, el que es pot veure
amb un simple calcul. ]

Teorema 2.1.8. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G, P =
(X | R) una presentacié finita de G i 0: G — (X U X1 una seccid geodésica tal
que existeiz un ng € N tal que p,(n) <n —1 per a tot n > ngy. Aleshores existeix
una constant C', que només depén de ny (i de P), tal que

(n!h)?
on/2 "’

op(n) <C-

per a tot n > ng. De fet, podem prendre

no+1

(6p(no) +1)-272
(’rlo!!)Q

Demostracio. Per la Proposici6 2.1.6, tenim que

C =

5p(n) < %57;(2%@/2) +2) - n2.

Com que ps(n) < n —1 per a tot n > ng, llavors ¢,(n) < n — 2, ja que la
funcié ¢ només pren valors naturals. Per aixo, per a tot n > ng, tenim que
20,(n/2) +2 = 2¢,(|n/2]) +2 < 2|n/2] —2 < n — 2. Per tant, op satisfa la
desigualtat

op(n) < =0p(n —2) - n?, (2.4)

per a tot n > ng.
Sigui f:N — N\ {0} una funcié tal que

1
{f(n) = Sf(n—2)-n’, (2.5)
f(no) = p(no).
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La desigualtat (2.4) implica que op(n) < f(n) per a tot n > ng. Vegem-ho per
inducci6 sobre n:

e Sin = ng, aleshores dp(ng) < f(ng) per construccié de f.

e Suposem-ho cert fins a n i provem-ho per a n—+ 1. Aplicant hipotesi d’induccié
i(2.4), tenim que

Fn+1) = S f(n=1)- (04 17> Lop(n— 1)~ (n+1)? > dp(n +1).

Considerem la funcié F':N — R definida per F'(n) = In f(n). F esta ben defini-
da, ja que Im f = N\ {0}. Per (2.5) prenent logaritmes i operant, tenim que F'
compleix que

1

{F(n) :F(n—2)—{—21nn+ln§,
F(ng) = In f(no).

Pel Lema 2.1.7, F és de la forma

F(O)+21nn!!—gln2 si n parell

F(n) = +1

F(1)+2lnn!l — o In2 sin senar

Prenent f(ng) > dp(no) +1 > 0, F(0) = InCy i F(1) = InCy amb C; i Cy
constants que només depenen de ng i de dp i que satisfan

f(ng) - 2/

e NI
o f(no) - 2"
T (no)?

aleshores tenim que F'(ng) = In f(ng). Notem que és necessari prendre f(ng) > 0
per assegurar I'existéencia de InC7 i In Cs i que sempre podem fer aquesta eleccié
perque f(ng) > dp(ng). Per tot aixo, F' té la forma

1nC’1—|—21nn!!—ﬁln2 si n parell
F(n) = 2
InCy +2Inn!! — In2 sin senar
De forma clara, F'(n) <InCs + 2Inn!! — £1n2, per la qual cosa tenim que
(n!h)?
op(n) < f(n) =" < Gy 5,
per a tot n > ng. Llavors si diem C' = Cy, tenim el que voliem. g

Hem de notar que la Proposicié 2.1.6 també implica fites inferiors sobre dp: tot
grup G admet una seccié o: G — (X UX~1)" tal que ¢,(n) < n per a tot n € N
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(Teorema 1.3.23). Per tant, per a tota presentacié P = (X | R) de G i per a tot
n € N, tenim que

57)(71) < %573(71—% 2) : TL2,

ja que 2¢,(n/2) +2 < 2(n/2) + 2 = n + 2. Per tant,

26p(n —2
573(71)2(:;(_2)2)

Aquesta recursié, pero, déna lloc a una fita inferior molt grollera, la qual, tot
d’una, es converteix en una fita trivial.

Teorema 2.1.9. Sigui G un grup finitament generat. Si existeix una seccio geo-
deésica o, respecte d’algun conjunt de generadors finit de G, tal que v (n) <n—1
per a n suficientment gran, aleshores G €s finitament presentat i la funcid de
Dehn de G safisfa que

(n!h)?

dc(n) < o/

Demostracio. Pel Teorema 1.3.23, G és finitament presentat. A més, per aque-
st mateix teorema, si o és una seccié respecte d’'un conjunt de generadors X,
aleshores existeix una presentacié finita de la forma P = (X | R).

Sigui ng tal que p,(n) < n—1 per a tot n > ng. Pel Teorema 2.1.8 existeix una
constant Cp ,,, que depen de P i de ng, tal que

(n!h)?
on/2 °

573(77’) < C’P,no : (26)

per a tot n > ng. De forma clara, podem prendre Cp,, prou gran per a que
aquesta desigualtat es compleixi per a tot n € N.

Com que d¢c és la classe d’equivaléncia de les funcions de Dehn de les presenta-
cions finites de G modul ~, tenim que existeix C’ > 1 tal que

,(nl1)?

dg(n) = C /2 "

Com que per a qualssevol funcions f,g:N — N creixents i C' > 1 constant, f < g
implica que f < Cyg (ja que f(x) < kg(kz + k) + kx + k < kCg(kx + k) + kx + k,
per alguna constant k& > 0), aleshores aixo implica que

n: 2
solm) = U5

0

Pel Teorema 1.3.28, si G admet una seccié geodesica o tal que p,(n) <n —1
per a n suficientment gran, aleshores d¢ = n!. Vegem que aquesta fita és més
grollera que la que hem obtingut en el resultat anterior.
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Lema 2.1.10. Siguin f,9:N — N tals que g(n) > n, per a totn € N i f i g son
creizents. Si f(n)/g(n) > h(z) amb h(zx) una funcié tal que

lim f2(z)/h(kzx) = oo,

r—00

per a tota constant k > 2, aleshores f £ g.

Demostracio. Demostrem-ho per reduccié a 'absurd. Si f < g, aleshores existeix
k > 0 tal que

f(x) < kg(kx + k) + kx + k,
per a tot z € N. Podem suposar k£ > 2. Com que g(n) > n, aleshores

f(z) <kg(kx + k) +kx+k
< kg(kz +k)+ glkz + k)
< (k+1)g(kz + k)
< 2kg(kx + k).

Per tant, f(x)/g(kx + k) < 2k, per a tot x € N. Com que k > 2, aleshores
kx + k < k% i, com que g és creixent, aleshores g(kz + k) < g(k*z). Per tant,

f(2)/g(k?*z) < f(z)/g(kz + k) < 2k.

Per veure que aix0d és impossible, basta veure que per a tot k£ > 2, el limit

del quocient f(x)/g(kz) tendeix a infinit quan z tendeix a infinit. Com que

f(x)/g(x) > h(x), aleshores g(x) < f(x)/h(x). Per tant, com que f és creixent,
f@) o f@)  _ f@)fk) )

g(kx) = h(kz)/f(kx) h(kz) — h(kz)

Proposicié 2.1.11. Sigui la funcio F:N — N definida com

(n!!)?
2n/2 ’

F(n) =
Aleshores, per a n suficientment gran, tenim que F(n) < nl, (n!!)2 Lnlin! <
ekns, i, a més, n! A F(n).
Demostracié. En primer lloc, vegem que existeix una funcié G:N — N tal que

F(n) (n!1)?
ol g = G0,

i tal que
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1/2

n
per a qualque C > 0 constant.

Diferenciem els casos parell i senar. Com que (2n)!! = 2™ - n!, llavors, si n
és parell, n!l = 27/2 . (n/2)!. Si n és parell, usant la férmula d’Stirling, n! ~
V2mn - (n/e)"”, tenim que

n
(nl1)2 2 ("2)

nl-on2 V2rn - (nfe)" - 2m/?
VT VR

V2 on/2

Si n és senar, aleshores

Per tant, operant,

(ni)?2 (n!)?
n!-2n/2  on—1. ((252)1)% -l - 2/
n!
22 (251

V2mn - (n/e)"
on—1_9n/2 7T(TL _ 1) . ((n _ 1)/(26))7171
V2mn - nten !
1. gp. (n—1)""1.en
V2 e
- ﬁ .e 2n/2

En tots dos casos, existeix una constant C' > 0 tal que F'(n)/n! < G(n) on

~

~

nl/2

A rel d’aix0 tenim que el quocient F'(n)/n! tendeix a zero quan n tendeix a infinit.
Per tant, F'(n) < n! per a n suficientment gran.

Vegem que n! £ F(n). Per anterior, n!/F(n) > 1/G(n) ~ C -2"/?.n~1/2, Pel
Lema 2.1.10, basta veure que, per a tot k > 2,

lim (n!)2/(C - 2¥"/2 . (kn)™'/?) = o0

r—00

Per la formula de Stirling, tenim que

84



(n!)” 2mn - (n/e)*" - (kn)'/? > 2mn - (kn)'/? n -
C 277 () P cor 2o o)
que clarament tendeix a infinit quan x tendeix a infinit.

D’altra banda, n suficientment gran, (n!!)? £ n!, ja que, usant n!! = 2%/2.(n/2)!
per a n parell i la férmula de Stirling, tenim que

nt V2mn - (n/e)"
(n!!)2 oM . - <L/2)n

e
\V2m™n

V3
VTen

Per tant, tenim una successié de nombres naturals (n;);ey (tots els nombres pa-
rells) tal que

~

~

(ng!1)?

tendeix a zero quan n; tendeix a infinit. Per aixo, (n!!)? £ n! per a n suficientment
gran, ja que, en cas contrari, tendriem que n!/(n!!)? > 1.

Per 1ltim, vegem que n! < ek”S, per a tota constant k > 0 i per a n prou gran.
Usant la formula de Stirling i operant, tenim que

1 1
Inn! ~In(v2rn(n/e)") = 5 In(27) + 5 Inn+4nlnn —n < kn?,

del que es dedueix la desigualtat de forma directa.
O

Sigui un grup G. Si G admet una seccié o tal que p,(n) < n — 1 per a n
suficientment gran, aleshores dg(n) < ek’ per a qualque k > 0 (Teorema 1.3.24),
i si G admet una seccié geodesica o tal que ®,(n) < n — 1 per a n suficientment
gran, aleshores dg < n! (Teorema 1.3.28). Aquestes fites superiors de la funcié
de Dehn de G varen ser obtingudes per Bridson [10] i Riley [45], respectivament.
Nosaltres hem vist, en el Teorema 2.1.9, que si G admet una seccié geodesica o
tal que o (n) < n — 1 per a n suficientment gran, aleshores dg(n) < (n!!)2/2%/2,
Aquesta proposicié ens diu que la fita superior de la funcié de Dehn que hem
obtingut és estrictament menor que les dues fites anteriors.

2.1.1 Analisi del cas asincronic

Al contrari del cas en que un grup G admet una seccié o tal que la seva amplada
sincronica ¢, (n) < n — 1, per a n suficientment gran, amb les técniques que hem
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introduit i reproduint els mateixos arguments, no sabem millorar, en general, la
fita 6¢ < n! quan ®,(n) < n— 1, per a n suficientment gran®*. Aquest fet es posa
de manifest si intentem obtenir resultats analegs als obtinguts pel cas asincronic:

Lema 2.1.12. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G, P =
(X | R) una presentacié finita de G, 0: G — (X UX 1) una seccié geodésica de
G respecte de X. Aleshores, per a tota paraula w € (X U Xfl)* nul-homotopica
per P, existeizen paraules nul-homotopiques per P, uq,... s Wy )21 (w) de longitud
menor o igual que 2®(I(w)/2) + 2 tals que
U(w)?+(w)
areap(w) < E areap (uy,).
k=1

Demostracio. La demostracié és analoga al cas sincronic. Sigui w una paraula nul-
homotopica per P. Si w = ¢, aleshores el resultat és obvi. Si w = x1...x,, amb
r>1,2;€ XUX1iic{0,...,r}. En aquest cas, per a tot i € {0,...,I(w)—1},
considerem la paraula v; definida per la concatenacié segiient:

1
Vi = Or(w(i)) " i+l " Or(y(it1)):

Per a cadai € {0,...,l(w)—1}, v; és nul-homotopica per P, ja que forma un cicle
dins el graf de Cayley. I, a més, per construccié

w = vb(vrt(. ., vy 1) -

Per tant, pel Lema 2.1.3,

I(w)—1

areap(w) < Z areap (v;). (2.7)
i=0
Per a tot ¢ € {0,...,I(w) — 1}, siguin p;, p; reparametritzacions de N per a
m(w(i)) i m(w(i + 1)). Pel Lema 1.3.16,
de,x (m(w(i), 1) < l(w)/2, (2.8)
per a tot ¢ € {0,...,l(w)}. Com que o és geodesica, aleshores, per a tot ¢ €
{0,...,l(w)}, la longitud de o; és menor o igual que [(w)/2 i els conjunts

{oi(pi(t)) [t €N}, {oi(pi(t)) [t € N}

tenen, com a maxim, [(w)/2 elements diferents.
Per a tots i € {0,...,l(w)} it €N, siguin

24 Per demostrar que aquesta fita superior és Optima, s’hauria de trobar un exemple d’un grup G tal que
0g ~n!iPs(n) <n—1, per an suficientment gran, per qualque secci6 o de G.
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° x? la paraula (de com a maxim una lletra) corresponent al cami geodeésic que
va des de o;(pi(t)) a oi(pi(t +1)).

e 7;; la paraula corresponent a un cami geodesic que vagi des de o;(p;(t)) fins a
oit1(pi(t))-

e 1w, la paraula nul-homotopica per P formada per la concatenacié
-1

t+1) t+1) ——1
Ly Uil <xi+1 it

Com a maxim hi ha [(0;) + l(0i41) < 2l(w)/2 = I(w) paraules u; ¢, ja que quan

{ oi(pi(m)) = oi(pi(m + 1)),

oi(pi(m)) = oi(pi(m+1)),

per a algun m € Z, aleshores u; ,, = u;m+1. Per tant, per a tot i € {0,...,l(w) —
1}, existeixen 21, ..., tals que,

Vi = Ui (Ui §( - B(Uigyg,,) - ),
per la qual cosa, pel Lema 2.1.3,
L(w)
areap(v;) < Zareap(umj). (2.9)
j=0
Aleshores, combinant (2.7) i (2.9), tenim que
H(w)—1l(w)
areap(w) < Z Zareap(ui’tj).
i=0 j=0
Per a tots i € {0,...,l(w) — 1} i t € N, per definici6 de ® i per (2.8),
(i) < ®(l(w)/2), per la qual cosa l(u;;) < 2+ 2¢(l(w)/2). Per tant, rein-
dexant el sumatori, tenim que existeixen com a maxim [(w)(l(w) + 1) paraules
nul-homotopiques per P, uy, tals que I(u},) < 2+ 2®(l(w)/2) i
L(w)? +1(w)
areap(w) < Z areap(uy,).
k=1
O

Amb una analisi de la demostracié es pot veure que la fita superior del sumatori
no es pot millorar (llevat de substraccions de constants) sense hipotesis suplemen-
taries.

Proposicié 2.1.13. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G,
P = (X | R) una presentacio finita de G i 0: G — (X U X1)* una seccid geodési-
ca tal que existeix un ny € N tal que ®,(n) < n — 1 per a tot n > ngy. Aleshores
existeir una constant C > 1, C € N, tal que
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dp(n) <C-(n+1),
per a tot n € N,

Demostracié. Com que ®,(n) < n — 1 per a tot n > ng i ®, pren valors enters,
aleshores ®,(n) < n — 2 per a tot n > ny.

Pel Lema 2.1.12, tenim que dp segueix la recursié
5p(n) < (n? +n) - Op(n — 2),
per a tot n > ng.
Sigui f:N — N\ {0} definida per la recursi6

{f(n) =(n*+n)- f(n-2),
f(no) = dp(no).

Aleshores tenim que dp(n) < f(n) per a tot n > ng.

Considerem la funcié F:N — R definida per F'(n) = In f(n). Tenim que F(n)
satisfa la recursié

{F(n) =Inn+In(n+1)+ F(n - 2),
F(ng) =1In f(no).

Es pot veure que F és de la forma

Fn) = F(0)+In(n+1)! sin parell
= F(1)+1In(n+1)! sin senar

Per tant, prenent K = max{F(0), F(1)}, tenim que F(n) < K +1In(n+1)!, i, per
tant,

op(n) < f(n) < ef'™ <K (n41)1,

per a tot n > ng. Ara bé, podem prendre C > e, C € N, prou gran tal que
dp(n) < C-(n+1)! per a tot n € N. O

Lema 2.1.14. Siguin f,¢:N —=N {C > 1, C' € N, una constant.
(a) Si g és creizent i f < Cg, aleshores f < g.

(b) (n+ 1) ~nl.

Demostracio.

(a) Si f < Cg, aleshores existeix k > 0 tal que f(x) < kCg(kxz + k) + kx + k. Com
que g és creixent i C' > 1,

f(x) <kCg(kx + k) +kx+Ek
< kCg(kCx + kC) + kCx + kC
< (kC)g((kC)x + (kC)) + (kC)x + (EC).
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2.2

Per tant, f < g.

(b) De forma obvia, tenim que (n + 1)! < k(kn + k)! + kn + k prenent k = 1.
Per tant, (n 4+ 1)! < nl. D’altra banda, com que n! < (n + 1)!; tenim que

n! < (n+ 1)\. Per tant, n! ~ (n + 1)!.
0

Proposicié 2.1.15. Sigui G un grup finitament generat. Si existeix una seccio
geodésica o, respecte d’algun conjunt de generadors finit de G, tal que ®(n) < n—1
per an suficientment gran, aleshores G €s finitament presentat i la funcié de Dehn
de G, g, satisfa que dg(n) < (n+1)! ~nl.

Demostracio. Pel Teorema 1.3.23, G és finitament presentat. Si ¢ és una secci
respecte d'un conjunt de generadors X, sigui P = (X | R) una presentacié finita
de G (tota presentacié finita P’ = (Y | S) en tendra una d’equivalent d’aquesta
forma).

Sigui ng tal que ®,(n) < n—1 per a tot n > ng. Per la Proposici6 2.1.13 existeix
una constant C' > 1 tal que

dp(n) <C-(n+ 1)L

per a tot n € N.

Com que d¢a és la classe d’equivaléncia de les funcions de Dehn de les presenta-
cions finites de G modul ~, tenim que existeix C’ > 1 tal que

dg(n) 2 C" - (n+ 1)
Ara bé, pel Lema 2.1.14,
da(n) = (n+ 1) ~nl
g

Aquesta proposicié realment confirma que, amb el mateix argument del cas
sincronic, no sabem millorar la fita de la funcié de Dehn per a grups que admeten
una seccié o tal que ®,(n) < n — 1 per a n suficientment gran.

L’amplada mitjana respecte de dos val-
ors

En aquesta seccié definirem ’amplada mitjana d’una seccié o respecte de dos
valors, A, s 1, 1 veurem que si un grup G' admet una seccié tal que la seva amplada
mitjana no és molt gran, aleshores G és finitament presentat i té el problema de
la paraula resoluble.
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Notacié 2.2.1. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de Gin € N.
Indicarem amb K¢ x(n) el conjunt

Kgx(n)={(g,h) € Gx G |dagx(1,9),dax(1,h) <n, dax(g,h) = 1}.

Quan G i X siguin clars pel context, els podrem ometre i escriure, simplement,

Notacié 2.2.2. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G, 0: G —
(X U X" una secci6, g,h € G it € N. Indicarem amb D, ,(t) el nombre

Dy gn(t) = da,x(0g(t),on(t)).

Definicié 2.2.3. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G,
0:G — (XUX™D" una seccié, s,k € N. La (s, k)-amplada mitjana de o, o
amplada mitjana de o respecte de s i k, és la funcié A\ x:N — N definida per
Ao.s,k(0) =0 i, per a tot n > 0,

Ao,sie(n) = max{(Dggn(t +5) + Dygn(t+k))/2|t €N, (g,h) € Kgx(n)}.

Escriurem simplement X, (n) quan o sigui clara pel context o quan no existeixi
confusié possible.

Estemdrem aquesta funci6 als nombres reals mitjancant A\, s x(z) = Ao s k(| 2])
siz>01Agsi(2) =Aosk(0) siz <O.

Per simetria, tenim que Ay 51 = Ay, Per a tots s,k € N. Per tant, a partir
d’ara, suposarem que s < k.

Lema 2.2.4. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G i 0: G —
(X UXY". Aleshores Ay s (n) < ¢5(n), per a tots s < k € N.

Demostracio. Per a tot s € N, indiquem amb
My(n) = max{dg x(o4(t +s),0n(t +5)) |t €N, (g,h) € Kg x(n)}.

De forma clara tenim que, per a tot n € N, My(n) < ¢s(n) i 2Xs 5 k(1) < My(n)+
Mj(n). Per tant, Ay s k(1) < @o(n). O

Corol-lari 2.2.5. Siguin s < k € N. Tot grup finitament generat admet una
seccié o, respecte d’algun conjunt finit de generadors, tal que Ly(n) = n i
Aos k(1) <, per a tot n € N.

Demostracio. Pel Teorema 1.3.23, tot grup finitament generat admet una seccié
o, respecte d’algun conjunt finit de generadors, tal que L,(n) = n i ¢,(n) < n,
per a tot n € N. Aplicant el lema anterior, tenim que A, sx(n) < n, per a tot
n € N. g

Volem veure que si un grup finitament generat G admet una seccié o tal que,
per a alguns s < k € N, A\, ;,(n) < n— (k—s), per a n suficientment gran,

90



aleshores GG és finitament presentat i G té el problema de la paraula resoluble.
En comptes de demostrar aquest fet per a tots s, k, ho demostrarem només per a
s =01k =1, reduint els altres casos a aquest.

2.2.1 Reducci6 de A\;; a Ao

Lema 2.2.6. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G, 0: G —
(X UX 1) una seccié, 0 < s <k €N i f:N— N una funcié qualsevol. Aleshores:

(a) Si Aopp—s(n) < f(n) per a n suficientment gran, aleshores A\ s (n) < f(n)
per a n suficientment gran.

(b) Si f és estrictament creizent, aleshores si Ay (n) < f(n) per a n suficient-
ment gran, llavors Ay p—s(n) < f(n) per a n suficientment gran.

Demostracio.
(a) Fent el canvi de variable ¢ =t + s, tenim que
2Xo,5.6(n) = max{Dy g n(t +5) + Dygn(t +k) |t €N,(g,h) € Kg x(n)}
=max{Dy g p(t') + Dogn(t' +k—3s)|t' >s,(9,h) € Kg x(n)}
< 2X0k-s(n),

per a tot n € N, Per tant, A\, 5 1(n) < Ay ok—s(n) per a tot n € N. Per tant,
per hipotesi, A\, sx(n) < f(n) per a n suficientment gran.

(b) Per a tot n € N, indiquem amb N j(n) el maxim
max{Dygn(t) + Dogn(t+k—5)|t=0,...,s—1,(9,h) € Kgx(n)}.
Tenim que
2X5,0k—s(n) = max{Dgy g n(t) + Dygn(t +k—s) |t €N,(g,h) € Kg x(n)}
= max { max{Dy g n(t) + Dogn(t+k—35)|t>s,(9,h) € Kgx(n)},
N p(n)}
= max{2X\; s k(n), Nsr(n)}

(el darrer pas s’aconsegueix fent el canvi de variable ¢’ =t — s; vegeu 'apartat
anterior).

Nj 1 (n) satisfa que
N, i(n) <max{D,4pn(t) |t =0,...,5—1,(9,h) € Kg.x(n)}
+max{Dygn(t+s)|[t=0,...,s—1,(9,h) € Kgx(n)}
<2max{Dygp(t) |t =0,...,5—1,(g,h) € Kg x(n)},
< 2max{dg x(g9,h) | (9,h) € Ba,x(1,s —1)}.

91



La darrera desigualtat és perque la distancia entre o4(t) i 04 (t) és menor que
la maxima distancia entre dos elements de la bolla Bg x (1,5 —1), ja que o4(t)
i 05 (t) pertanyen a aquesta bolla, per a qualssevol g,h € Kg x(n). Per tant,
com que f és estrictament creixent, existeix n; € N, independent de n (n;
només depen de s), tal que f(ni) > N ,(n), per a tot n € N.

D’altra banda, sigui ng € N tal que A, 5 x(n) < f(n) per a tot n > ng, el qual
existeix per hipotesi, i sigui N = max{ng,n;}. Aleshores, per a tot n > N,
2X5.0,k—s(n) = max{2A, s x(n), Ngp(n)}
< max{f(n1),2A,s,1(n)}
< max{f(N),2f(n)}
< 2f(n).

Per tant, Ay r—s(n) < f(n) per a n suficientment gran.
O

Lema 2.2.7. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G, 0: G —
(XUXY" una seccié i k > 1. Si Ao0k(n) < n—k per an suficientment gran,
aleshores Ay 0,1(n) < n—1 per a n suficientment gran.

Demostracio. Sigui ng € N tal que Ay x(n) < n —k per a tot n > ng.
Per a tots n € N, g,h € Kg x(n) it € N, aplicant la desigualtat triangular,

tenim que
da x(og(t+1),0n(t+1)) <dgx(og(t+1),04(t +Ek))
+da x(og(t +k),on(t+ k))
—|—dG7x(Uh(t+k?),Uh(t+ 1))
< 2k — 1) + da.x (0, (t + k), ot + k).
Per tant, per a tot n > ny,
2X50,1(n) = max{ Dy g n(t) + Dygn(t+1) |t €N, (g,h) € Kg x(n)}
< maX{DJg h(t) ( - 1) +Dag h(t+ 'IC) ‘ te Na (gvh) € KG,X(”)}
<max{Dy 4 n(t) + Dogn(t+k) |t €N, (g,h) € Kgx(n)} +2(k—1)
<2X0k(n) +2(k—1)
<2n—k)+2(k—-1)
=2(n—1).

Aleshores Ay 0,1(n) < n —1 per a tot n > ny.
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Notacié 2.2.8. Sigui f:N — N una funcié qualsevol i s < k € N. Indicarem
amb:

(a) S(p, f) 1 S(As,k, [) les classes dels grups finitament generats G tal que existeix
una seccié o de G, respecte d’un conjunt finit de generadors de G, tal que,
respectivament, ¢, (n) < f(n) i Assx(n) < f(n) per a n suficientment gran.

(b) Sgeo(ws ) 1 Sgeo(As ks f) les classes dels grups finitament generats G tal que
existeix una seccié geodesica o de G, respecte d’un conjunt finit de genera-
dors de G, tal que, respectivament, ¢,(n) < f(n) i Agsx(n) < f(n) per an
suficientment gran.

Amb aquesta notacié, tenim que la classe dels grups sincronicament seccionables
coincideix amb la unié de les classes S(p, f(n) = k) amb k € N constant, i que
els teoremes 1.3.24 i 1.3.23 estableixen que si G € S(y, f(n) = n — 1), aleshores
G és finitament presentat i dg =< ekn® per alguna constant k > 0.

D’altra banda, de forma Obvia, per a qualssevol s < k € N i una funcié f, tenim
que SG80(307 f) - S(QO, f) i SGEO(AS,IH f) - S(As,lm f)

Proposicié 2.2.9. Pera totr > 1, sigui f: N — N la funcié definida per f.(n) =
n —r. Aleshores:

8(907 fl) - S(Ao,lafl)a
Saeo(ps f1) € Sgeo(o,1, f1),
U SOk fres) = [ SOk fr) € S, f1),

0<s<k 0<k
U SGeo()\s,ka fkfs) = U SG€0<)\0,1€7 fk) C SGEO(AO,la fl)
0<s<k 0<k

Demostracio. Pel Lema 2.2.4, A\y01 < ¢o. Per tant, clarament, S(p, f1) C
S(Xo,15 f1) 1 Sceo(p, f1) € Sceo(Xo,1, f1)-

D’altra banda, pel Lema 2.2.6, per a tots 0 < s < k, S(Ask, fies) =
S(Nok—s, fh—s) 1 SGeo(As ki, fims) = SGeo(Aok—s, fi—s). Aquest fet també es com-
pleix per a s =01 0 < k de forma trivial. Per tant,

U SOus fr-s) = U SO, i)

0<s<k 0<k

U SGeo()\s,ka fk—s) = U SGeo()\O,ka fk)

0<s<k 0<k

Finalment, pel Lema 2.2.7, S(\og, fr) € S(Xo1,f1) 1 Sceo(Mok, fr) <
Sceo(No.1, f1)- O
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A rel d’aquesta proposicié tenim que la classe dels grups que admeten una secci
tal que, per a alguns s < k, A\;y(n) < n — (k — s) per a n suficientment gran és,
exactament, la classe dels grups que admeten una seccié tal que A j(n) < n— &
per a n suficientment gran, per algun k¥’ > 0. Per tant, a partir d’ara, podrem
ocupar-nos, només, d’aquesta darrera classe de grups.

2.2.2 Els grups de S(\g1, f(n) =n — 1) sén finitament
presentats

Lema 2.2.10. Siguin A un conjunt qualsevol, X, Y C F(A). Si w es pot expres-
sar com producte de conjugats de paraules de X i cada © € X es pot expressar
com producte de conjugats de Y, aleshores w es pot expressar com producte de
conjugats de 'Y .

Demostracio. Per hipotesi, tenim que
N
w = H u b
= i Lilg,
i=1

N;
—1
Ti = Hvij YijVigs
i=1
on u;,vi; € F(A), z; € X, y;; € Y. Llavors
N N N;
-1 -1 -1 -1
w = HUZ TiU; = 1_[11,Z (Hvij yijvij>ui = H(%]uz) yij(vijui).
i=1 i=1 i=1 i,
Per tant, w es pot expressar com a producte de conjugats de Y. ]

Teorema 2.2.11. Qualsevol grup G € S(Xoq, f(n) = n — 1) és finitament pre-
sentat. Més concretament, si X és un conjunt finit de generadors de G, ng € N
i0:G — (XUX™Y" una seccio tal que \o1(n) < n — 1 per an > ng, aleshores
existeix una presentacid finita P de G de la forma (X | R), on

R={w=1|we (XUX Y nw)=11(w) < 2ng,},
amb (X UX 1" — G el morfisme exhaustiu definit anteriorment.

Demostracio. Com que G € S(A\g1, f(n) = n — 1), aleshores existeixen X un
conjunt finit de generadors de G'i 0: G — (X U X ~1)" una secci6 tal que \g1(n) <
n — 1 per a n suficientment gran. Sigui ng € N tal que Ap;1(n) < n —1 per a tot
n > ng.

Com que X és un conjunt finit de generadors, tenim el morfisme exhaustiu
(X UX™1)" — G. Siguin el conjunt de relacions
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R={w=1|we(XUX " r(w)=1,1(w) < 2ng,},

el qual és simetric per ser m un morfisme, i la presentacié finita P = (X | R).

Volem veure que P és una presentacié (finita) de G. Com a la demostracié

de la Proposicié 1.3.17, hem de veure que tota paraula w € (X U X~1)* tal que
m(w) = 1 és nul-homotopica per P. Geometricament, aquest fet és equivalent a
provar l'existencia d’'un diagrama de van Kampen D,, per a w respecte de P. Ho
veurem per induccié sobre [(w).

Si l(w) < 2ng, aleshores podem prendre el diagrama de van Kampen que té
frontera w i una sola cara. Aquest diagrama existeix perque, en aquest cas, w
és una paraula de R.

Suposem-ho cert fins a [(w) = n > 2ng i provem-ho per a l(w) = n+ 1. Siguin
m= max{l(aﬂ(w(i))) | 1=0,... 7l(w)} < LU(l(w)/Q)

il=A{0,...,1(w)} x{0,...,m}.

Considerem A el CW-complex planar de dimensié 2 format per m + 1 seg-
ments horitzontals i [(w) 4 1 segments verticals el qual divideix el rectangle de
llargaria [(w) i altura m en rectangles d’area unitat i que té I com a conjunt
de vertexos. Transformem A en un CW-complex planar i dirigit A de dimensié
2 amb els vertexos i els arcs etiquetats mitjangant els passos segiients (el qual
esta representat, esquematicament, a la Figura 2.3):

e L’assignacié de l'etiqueta or(yu())(j) al vertex (i,j) € I. En particular,
(1,m) té w(w(i)) com a etiqueta (els vertexos (i,7) amb j < m poden
tenir, també, aquesta etiqueta).

e Per a tot vertex (i,7) amb i ¢ {0,l(w)}, 'etiquetatge de 'aresta que va
des de (7,7) a (4,7 + 1) amb la lletra (j + 1)-¢ssima de la paraula o (), 1
'assignaci6 del sentit d’aquesta aresta cap a (i, j+1). Es a dir, les etiquetes
de les arestes del segment vertical i-essim, llegides d’abaix a dalt, formen la
paraula o(,(;))- D’altra banda, etiquetarem totes les arestes dels segments
0-éssim i [(w)-essim amb la paraula ¢ i els dirigirem cap a dalt.

e Per acada (7,7),(i+1,5) € I amb j # 0, considerem la paraula w;; €
(X UX~1)" tal que y(w; ;) és un cami geodesic de O r(w(i))(J) & Or(w(iv1))(J)
dins el graf de Cayley I'q x. A més, dividim l'aresta que va de (i,j) a
(i+1, j) dins A en [(w; j) segments dirigits, els quals determinaran {(w; ;)+1
punts. Dos d’aquests punts seran o(,(i))(7) 1 Or(w(i+1))(J) (els extrems).
Etiquetarem cadascun d’aquests punts, successivament des de (i, 75) fins a
(i +1,75), amb les lletres de w; ; i dirigirem tots els segments cap a (i +
1,7). En particular, d’aquesta manera, les etiquetes dels arcs del segment
horitzontal m-eéssim de A, llegides de de (0,m) fins a ({(w), m) formen la
paraula w.
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Quan j = 0, prendrem w; ; = € en sentit cap a (i, 7). Aixi etiquetarem
l'aresta que va des de (i,5) a (i,j + 1) amb € i sentit de (¢,7 + 1) cap a

(i, )-

w
m(w(l(w))) =1 m(w(i+1)) m(w(i)) m(w(0)) =1

€ €
: Wi, j+1 :
| R S |
‘ € 15 A€
! _— |
I wyj 5 I

Or(w(i+1)) O (w(i))
€ €
€ €
€ € €
,,,,, > - - - -

Figura 2.3 El diagrama A contruit a partir de A i 0.

Per a cada cara de A determinada pels vertexos (,7), (i,5 + 1), (i +1,j +
1) i (i+1,5) € I, sigui u;; la paraula formada llegint les etiquetes de la
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seva frontera des de (7,j) en el sentit contrari a les agulles del rellotge. Pel
Lema 1.3.16 i perque els camins corresponents a w; j i w; j4+1 sén geodesics,

Hwi ) + U(wij+1) < 2001 (H(w)/2),

per a tots (i,7),(¢,j + 1) € I. Per tant, com que Ag1(n) < n — 1 per a tot
n = no,

l(ui,j) <2+ 2)\0}1([(’(1])/2) < l(w)

D’altra banda, m(u; ;) = 1 (ja que, per construccid, forma un cicle dins el graf

de Cayley I'g x). Per tant, A és un diagrama de van Kampen per a w respecte
de @ = (X |S) amb S el conjunt de relacions

S={u=1lue XUXH 1) =11(u) <l(w)}.

Per tant, pels lemes 1.2.311 1.1.16, w es pot posar com a producte de conjugats
de u;; i les seves inverses. Com que [(u;;) < l(w), per hipotesi d’induccié,
tenim que existeix un diagrama de van Kampen D; ; de frontera u; ; respecte
de P. Per tant, cada u; ; es pot posar com a producte de conjugats de paraules
de R (els conjugats de les inverses de paraules de R també sén paraules de R,
ja que R és simetric). Combinant aquests dos fets, pel Lema 2.2.10, w es pot
posar com a producte de conjugats de paraules de R, per la qual cosa existeix
un diagrama de van Kampen D,, per a w sobre P.

0

Corol-lari 2.2.12. Siguin s < k € N i un grup G. Si G € S(Agp, f(n) = n —
(k —s)), aleshores G és finitament presentat.

Demostracié. Es conseqiiencia directa de la Proposicié 2.2.9 i del Teorema 2.2.11.
O

2.2.3 L’ordre de la funcié6 de Dehn dels grups de
8()\0,17 f(’fl) =n-— 1)

Lema 2.2.13. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G tal
que X = X1 P = (X | R) una presentacié finita de G fizada i 0:G — X*
una seccid. Per a qualsevol paraula w € X* nul-homotopica per P, existeir un
diagrama de van Kampen D,, per a w respecte de P que es pot expressar com la
unio de com a maxim

H(w) - (Q‘X‘l(w)/\o,l(l(w)/Q) +1)
subdiagrames 1-connectats, cadascun dels quals té perimetre com a mazxim

2)\0,1 (l(w)/2) + 2.
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Demostracio. Sigui w una paraula nul-homotopica per P. Considerem A el di-
agrama planar dirigit i etiquetat construit a partir de w i o com en el Teo-
rema 2.2.11 (Figura 2.3). Cada segment de A té associada una paraula sobre
X, la qual correspon a llegir les seves etiquetes de forma consecutiva a partir
d’un dels seus extrems. Si indiquem amb h(j),v(i) les paraules associades al seg-
ment horitzontal j-éssim i al segment vertical i-eéssim, respectivament (amb la
convencié que comencem a comptar des dels segments inferior i dret), aleshores
h(0) = v(0) = v(l(w)) = € i v(i) = Or(w(i)), Per atot i € {1,...,I(w)—1}. D’altra
banda, per a qualsevol j # 0, h(j) esta formada per la concatenacié de I(w)
paraules, w; j, corresponents a camins geodesics entre (z,7) i (¢ + 1,7). Aquestes
paraules sén tals que

Hwig) + Uwij1) < 2201 (H(w)/2),
per a qualsevol i € {0,...,l(w)}. Per tant,

UR(7)) +UR(j + 1)) < 2U(w) - Ao,1 (U(w)/2).

Aixo vol dir que, parell a parell, la suma de les longituds de les paraules associades
als segments horitzontals és menor o igual que 2l(w) - X\g1(l(w)/2). Aixo implica
que una de les paraules té longitud menor que {(w) - Ao,1({(w)/2): si I(h(])) <
l(w) - Mo1(I(w)/2), aleshores ho tenim. Si [(h(j)) > l(w) - Ao,1({(w)/2), aleshores
)

W(h(G + 1)) < 2U(w) - Ao (l(w)/2) = l(w) - Ao (l(w)/2)
< l(w) - Ao (Ul(w)/2).

Si aplicam aquest fet pels parells que ocupen posicions senars, tenim que com
a maxim hi pot haver 2|X |l(w)"\°’1(l(w)/ 2) parells tals que cap de les seves dues
paraules es igual a una paraula d’un altre parell. Per tant, com a maxim hi ha
1+42|X \ w)A0.1(Hw)/2) paraules diferents corresponents a segments horitzontals
(Figura 2.4).

~ N = =~ ~—
parell parell parell
nim. 1 ndm. 2 nim. 3

Figura 2.4 Esquema dels parells associats als segments
horitzontals de A.

En el cas en que dues paraules corresponents a segments horitzontals diferents
siguin iguals, podem eliminar la part de A que esta entre elles. D’aquesta manera,
podem construir un dlagrama A que té [(w) + 1 linies verticals (les mateixes que

(w)-A0,1(l(w)/2)

A) i com a maxim 1 + 2|X|' linies horitzontals?
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Com que A és un diagrama de van Kampen per a w amb les paraules de la
frontera de les seves cares formant paraules de longitud menor que I(w), aleshores,
per induccid, existeix un diagram de van Kampen respecte de P per a la paraula
corresponent a cada cara de A. Per tant, podem encastar aquests diagrames a les
cares de A. Com que A és un subdiagrama de A, llavors també podem encastar
aquests diagrames a A. Per tant, A és un diagrama de van Kampen per a w
respecte de P format per, com a maxim,

I(w) - (Q‘X\ /\01((w)/2)+1)

subdiagrames 1-connectats (els diagrames de van Kampen de les cares de A) de
perimetre com a maxim 2Xg 1 (I(w)/2) + 2. O

Teorema 2.2.14. Sigui G un grup, X un conjunt finit de generadors de G tal
que X = X1, 0: G — X* una seccié tal que Xo0,1(n) < n—1 per an suficientment
gran, i F:N — N tal que F(n) > 1, per a tot n > 1. Si

F(n) > n(2|X["01 ™2 1 1)F(2X01(n/2) + 2),

per an suficientment gran, aleshores F' €s una funcio isoperimeétrica per a qualque
presentacio finita de G.

Demostracio. Sigui ny € N tal que, per a tot n > nyq,
F(n) > n(2|X|"™ 02 4 1)F(2X0,1(n/2) + 2)
i Ao,1(n) < n—1. Pel Teorema 2.2.11, P = (X | R) amb
R={w=1|we(XUX N 7(w)=11(w)<2n,}

és una presentacio finita de G. Vegem que F' és una funcio6 isoperimetrica per a P,
és a dir, que, per a tota paraula w € (X UX 1" nul-homotopica per P tal que
l(w) < n, tenim que areap(w) < F(n). Demostrem-ho per inducci6 sobre [(w):

e Si w és una paraula nul-homotopica per P tal que l(w) < 2n;, aleshores
existeix un diagrama de van Kampen per a w amb una tnica cara, ja que w és
una paraula de R. Per tant, areap(w) = 1, que és menor o igual que F(2n;)
per hipotesi.

e Suposem que w és una paraula nul-homotopica per P tal que [(w) = n > 2ny
i que qualsevol paraula nul-homotopica per P de longitud r < n és frontera
d’un diagrama de van Kampen respecte de P que té com a maxim F(r) cares.
Aleshores, pel Lema 2.2.13, existeix un diagrama de van Kampen per a w
respecte de P el qual té com a maxim

n(2|X 01D L 1) F (20,1 (n/2) + 2)

25 Aquestes teécniques de cirugia es poden trobar a diverses referéncies [10, 21].
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cares. Per tant, aplicant la hipotesi sobre F', tenim que aquest nombre és menor
o igual que F'(n).
O

Teorema 2.2.15. Sigui G un grup. Si G € S(Xoq, f(n) = n — 1), aleshores
existeiz k > 0 tal que
da(n) < ek’

Demostracio. Com que G € S(X\g1, f(n) = n — 1), aleshores existeixen X un
conjunt finit de generadors de G tal que X = X1 i0:G — X* tal que \g1(n) <
n — 1 per a n suficientment gran.

Vegem que existeix k > 0 tal que la funcié n — ek’ s isoperimetrica per a
qualque presentacié de G. Pel Teorema 2.2.14, basta veure que existeix k£ > 0 tal
que, per a n suficientment gran,

kn® > Inn + In(2] X012 4 1) 4 k(2X0.1(n/2) + 2)°.
Ara bé, per a n suficientment gran, tenim que
Inn + In(2[ X" 2 4 1) 4+ k(2701 (n/2) + 2)°
<Inn+ In(3[ X0 2) 4 k(2X01(n/2) 4 2)°
<Inn+1In3+no1(n/2)In|X| + k(2N 1(n/2) +2)°
<Inn+In3+n(n/2 —2)In|X| + k(n —2)3

1
<knd+ n2(§ In|X| — 6k) + o(n?).

1 . sz .
Pel::, tant, prenent k£ > 15 In|X| prou gran, tenim que aix6 és menor o igual que
kn° per a n suficientment gran.
Aleshores n — € és una funci6 isoperimétrica per a qualque presentacié. Per
- o : 3
tant, la funcié de Dehn d’aquesta presentacié és menor o igual que e . Per tant,

la funcié de Dehn de G és < eF™’. O

Corollari 2.2.16. Siguin s <k € N i G un grup. SiG € S(As, f(n) =n—(k—
s)), aleshores existeix k > 0 tal que dg(n) < ek’ En particular, G té el problema
de la paraula resoluble.

Demostracio. De la Proposicié 2.2.9 i del Teorema 2.2.15, s’estableix directament
aquest fet. O

2.2.3.1 La funcié de Dehn dels grups de Sgeo( Aok, f(n) =n —k)

En aquest apartat, trobarem una fita superior per a les funcions de Dehn dels
grups de la classe Sgeo(Mok, f(n) = n —1). Quan k& > 1, aquesta fita supe-
rior és estrictament més petita que la fita superior corresponent als grups de

SG@O(QO') f(n> =n- 1)
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Proposicié 2.2.17. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G,

P = (X | R) una presentacié finita de G, k> 1i0:G — (X UX™Y" una seccié

geodésica. Si o és tal que Ao x(n) < n —k per a n suficientment gran, aleshores
2

Sp(n) < %57;@_ 2).

Demostracio. Sigui w una paraula nul-homotopica per P. Sigui m I’enter més
gran tal que [(w)/2 > m - k, el qual coincideix amb la part entera |(I(w)/2)/k].
Considerem u; ; les paraules nul-homotopiques per P definides per:

o Peratotsie {0,...,l(w)—1}ij e {1,2,...,m}, la paraula u; ; esta formada
per la concatenacid, en aquest ordre, de les paraules segiients:

— La paraula corresponent a un cami geodesic des de or(yw@))(mj) a
T (w(it1)) (M)

— La subparaula de o (,(i1+1)) tal que el seu corresponent cami va des de
Tn(w(i+1)) (M) & Or(u(ir1)) (i —1)).

— La paraula corresponent a un cami geodesic des de o (y(it1))(m(j — 1)) a
Or(w(i)) (M — 1))

— La subparaula de o)) tal que el seu corresponent cami va des de
Or(w(i)) (m(j - 1)) fins a Uﬂ(w(z))(mj)

e Peratotsie{0,...,l[(w)—1}1ij=m+1, u;; és la concatenacio, en aquest
ordre, de:

— La lletra (i 4 1)-essima de w.

— La subparaula de or(4(i4+1)) tal que el seu corresponent cami va de
Or(w(i+1)) (U(Or(w(i+1)))) fins & or gy (itr)) (mk).

— La paraula corresponent a un cami geodesic entre or(y(iy1))(mk) i
O (w(i)) (k).

— La subparaula de oq) que va des de oq(u)(mk) fins a
Tr(w(i)) [ (Tr(w(i)))-
Per construccié, tenim que u;; sén paraules congruents i existeixen paraules
wi, i € {0,...,l[(w) — 1}, tals que w = wif(wail(. .. (Wy)-1)-..)) i cada w; =
wiof (... 8(Uim+1) - ..). Per tant,

areap(w) < Z Z areap (u; ;).

i=0 j=1

A més, per definicié de Mg, la longitud de cada wu;; és menor o igual que 2k +
20,5 (L(w)/2).
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Com que Agi(n) < n —k per a n suficientment gran, llavors la funcié de Dehn
satisfa que

2
Sp(n) < n- ”éap(% + 2X.4(n/2))
2
n
< _
= 2]{5573(” 2)7
per a n suficientment gran. U

Proposicié 2.2.18. Siguin k > 0, k € R ¢ F:N — R una funcié que satisfa la
recursio

F(n)=2lnn—In2k+ F(n—2)
per a tot n > 2. Aleshores F' és de la forma
F(0)+2lnn!! — gln 2k si n parell

F(n)=
" F(1)+21nn!!—n;_1

In2k sin senar

Demostracio. A I'igual que amb el Lema 2.1.7, basta comprovar que si F' té aquesta
forma, aleshores F' compleix la recursié, el que es pot fer amb un simple calcul.
O

Teorema 2.2.19. Siguin k > 1 i G un grup tal que admet una seccio o tal que
Mok(n) < n—k per an suficientment gran. Aleshores

(n!h)?
da(n) < 2"

Demostracio. Pel Teorema 2.2.11, G és finitament presentat. Sigui P una pre-
sentacié finita de G la forma P = (X | R), on X és el conjunt finit de generadors
de G respecte del qual esta definida o (si G té una presentaci6 finita Q = (Y | S),
amb Y # X, sempre en podem trobar una isomorfa a Q amb X com a conjunt
de generadors).

Sigui ng tal que A\gx(n) < n — k per a tot n > ng. Per la Proposicié 2.2.17,
Sp(n) < (n?/2k) - op(n — 2). Si considerem f:N — N\ {0} tal que f(n) =
(n?/2k) - f(n —2) i f(no) > dp(ng), tenim que dp(n) < f(n), per a tot n > ng.
Sigui F(n) = In f(n). Tenim que F' compleix la recursié

F(n)=2lnn —In2k + F(n — 2).

Pel lema anterior, existeix una constant C' > 1 tal que Fi(n) < C + 2Ilnn!! —
(n/2)In2k. A més, podem prendre C suficientment gran tal que, per a tot n € N,

(n!)?

op(n) < f(n) <M <@
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Per tant

da(n) < e 2
(n) 20"
i, pel Lema 2.1.14,
112
Se(n) < (n!!) i
(2k)"
]
Proposicié 2.2.20. Per a tot k > 1, sigui Fi(n) = (;Z')'T)’Z St k > 1, aleshores

Fy, < Fy pero Fy A Fy.

Demostracid. De forma evident, si k > 1, aleshores Fi(n) < Fi(n) per a tot n € N.
Per tant, Fk j Fl.

D’altra banda, per a tot k > 1, el quocient Fi(n)/Fp(n) = k"2
Per tant, pel Lema 2.1.10, per demostrar que F; A Fj, basta veure que
limy, o0 (F1(n))%/k¢™? = oo, per a tota constant C' > 2 o, el que és el mateix,
lim,, o0 (F1(n))%/kC™ = 0o, per a tota constant C' > 0.

Si n és parell, aleshores n!! = 27/2.(n/2)!, isi n és senar, aleshores n!! > (n—1)!1.
Per tant, aplicant la férmula de Stirling, tenim que, per a tot n € N,

()2 > 2 (n—1). (”_ 1)n_1.

2e

Per tant, per a tot n > 2,

(Fi(n)? _ ((n—1)1)/2

k,Cn = kCn
22n=2. 72, (n—1)2- ((n —1)/2e)?"2
k,C’n .on
m(n—1)*-((n—1)/e)*"
- LCn . on

_ w2 =12 ((n = 1)/e)*nD
- k2C(n71) . 22(n71)

—r2n—1)2. <n— 1)2(71—1).

2ekC

Aquesta expressi6 tendeix a infinit quan n tendeix a infinit. Per tant, també ho
fa el quocient (Fy(n))?/kC™.
O
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2.2.4 Diferéencies entre ¢ i A\,

En aquesta seccid reflexionarem sobre si la classe de grups que, per a qualque
k > 1, admeten una seccié o tal que A\, x(n) < n—1, per a n suficientment gran,
és més general que la classe de grups que admeten o tal que ¢,(n) < n — 1, per
a n prou gran. També farem aquesta reflexié quan o sigui geodesica.

Si s’observen els teoremes 2.2.11 1 2.2.15 pot pareixer que aquests no milloren els
resultats obtinguts per Bridson per al cas en que els grups admeten una seccié tal
que p(n) < n—1 per a n suficientment gran (Teorema 1.3.23 i Proposici6 1.3.26).
Aquesta impressi6 és deguda a que s’obtenen les mateixes conclusions per a Ao 1
que per a @: G és finitament presentat i existeix & > 0 tal que dg(n) =< ek’”g,
per a tot grup G tal que admet una seccié o tal que, per a n suficientment gran,
Ao01(n) <n—10ps(n) <n-—1

Creiem que aquesta impressio és equivocada. Concretament, pensam que el rang
d’aplicaci6é dels Teoremes 2.2.11 i 2.2.15 és major, estrictament, que el correspo-
nent al Teorema 1.3.23 i la Proposicié 1.3.26 o, en altres paraules, que existeix un
grup Gy que admet una secci6 o tal que Ay 1(n) < n— 1, per a n suficientment
gran, pero, per a tota seccid s, és fals que ¢,(n) < n — 1 per a n suficientment
gran.

No hem pogut establir aquest fet perqué no hem pogut trobar un exemple ex-
plicit d’aquest grup, encara que existeixen diverses raons plausibles per a aquesta
existencia:

e En general, A\g;1(n) és menor, estrictament, que ¢(n), ja que és una mitjana
de valors (la mitjana de valors és menor que el maxim d’aquests valors).

e SiG ésun grup, X és un conjunt de generadors finit de Gio: G — (X UX~1)"
és una seccié tal que ¢,(n) £ n — 1, per a n suficientment gran, aleshores
existeix una successié (n;);en tal que ¢, (n;) € {n;—1,n;}. Per tant, existeixen
gi, h; € G tals que dG,X(gi;hi) =1, dG,X(lygi)adG,X(lahi) <n;i (ti)ieN tals
que

da,x(0g,(ti), on; (ti)) € {n; — 1,ni}

(és a t; que s’agafa el maxim de les distancies entre oy, i 0p,,). Pareix probable
que existeixin (molts) grups tals que els valors precedents i consecutius de ¢;
siguin prou petits, és a dir, que

dG,X(Ugi(ti + 1)70'hi(ti + 1)) < n;.
Si
dgyx(agi(ti + 1),0‘}”(25@' + 1)) <n; —2,

aleshores X\g1(n) < m — 1. Per tant, l'existéncia de G pot venir com a con-
seqiiencia de l'existéncia d’un grup (infinit) tal que les seves distancies entre
elements oscil-lin.

104



De fet, ni tan sols hem pogut construir un grup G; amb la funcié de Dehn < elma,
per qualque k£ > 0, i tal que no admetés una seccié amb amplada ¢(n) < n —1
per a n suficientment gran.

Al marge de l'existéncia de Gy (Pexisteéncia de Gy implica 'existéncia de G1),
una de les dificultats amb les quals hem topat de manera més freqiient quan hem
intentat demostrar I'existencia de Gy és la coincidencia de valor entre Ao i(n) i
¢(n). Per exemple, si en Z @ Z, prenem la secci6 o((i,)) = a'b/, amb a = (1,0)
ib=(0,1) (exemple 4.3, pagina 62), aleshores tenim que p,(n) = 2 = Ag,1(n),
per a n > 5. Per a l'existéncia de Gy, ha d’existir un grup G2 (que pot co-
incidir amb Gy) tal que Ag1(n) < ¢(n) assimptoticament o, equivalentment,
liminf, .o ¢@(n)/Ao,1(n) > 1. Tampoc hem pogut establir I'existencia de Go.
Notem que 1 < /X1 < 2, ja que ¢ < 2Xg;. Tot fa pensar que necessitam
un invariant geometric associat al quocient ¢/Xg1 (o a la seva diferencia) per
demostrar aquest fet.

Per tot aixo, enunciem la conjectura segiient:
Conjectura 2.2.21. Existeizen grups finitament presentats Go, G1 © Go tals que

e Gy admet una seccié o tal que A\yp1(n) < n —1, per a n suficientment gran,
pero, per a tota seccid k, px(n) £ n— 1 per a n suficientment gran.

e G4 no admet cap seccié o amb amplada p,(n) < n —1 per a n suficientment
gran i 6g(n) < e*” per qualque k > 0.

e Per a tota seccio o de G (respecte d’algun conjunt finit de generadors de Ga),
liminf @, (n)/As0,1(n) > 1.
n—oo

L’existencia de Gy implicaria, per definicid, que S(p, f(n) = n — 1) C
S(Xo,1, f(n) = n —1). De fet, creiem que S(Ao, f(n) = n — k) és una classe
incomparable amb S(A\o i/, f(n) =n — k') quan k # k.

Per 1ltim, en el cas geodesic, tenim que la classe de grups tals que admeten
una seccié geodesica tal que p(n) < n — 1 per a n suficientment gran tenen
funcié de Dehn =< (n!!)2/2"/2 mentre que la classe de grups que admeten una
secci6 geodesica tal que, per qualque k > 1, A x(n) < n—k tenen funcié de Dehn
=< (n!")2/(2k)™2. Hem vist que (n!1)2/(2k)™/? és estrictament menor, modul ~, que
(n!)2/2"/2. El Teorema de Sapir-Birget-Rips (Teorema 1.2.36) i 1’ abunddncia dels
grups finitament presentats suggereixen que aixo és una rad més per conjecturar
que aquestes classes de grups sén diferents:

Conjectura 2.2.22. Existeix un grup finitament presentat G3 tal que admet una
seccio geodésica tal que, per qualque k > 1, Mo i(n) < n—k, per a n suficientment
gran, pero no admet cap seccid geodésica tal que p(n) < n—1 per an suficientment
gran.
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2.3 L’amplada mitjana k-eéssima ¢y

Una altra possible generalitzacié de ¢ és, en comptes de realitzar la mitjana
de les distancies de dos valors, com féiem amb Ay, fer la mitjana de k valors
consecutius.

Definicié 2.3.1. Siguin G un grup, X un conjunt finit de generadors de G,
0:G — (X UX )" una secci6 i k > 0. La amplada mitjana k-éssima de o, o
amplada mitjana de k + 1 wvalors de o, és la funcié ¢, 1:N — N definida per
©0ok(0) =01, per a tot n > 0,

k

> Dogn(t+1) [t €N, (g,h) € Kgx(n)}.
=0

Yo k(n) = max{k 1

Quan o sigui clara pel context o sigui una seccié genérica, escriurem simplement
¢k (n). De forma trivial, oo = ¢ 1 @1 = Ag.1.

Estendrem ¢y, als nombres reals mitjangant ¢ (x) = ¢r(|x]) siz > 01 pp(z) =
vr(0) si z < 0.

Lema 2.3.2. Sigui k > 0. Per a tot n € N, tenim que vr(n) < ¢(n).

Demostracio. Sigui n € N. De forma clara,

k
or(n) = max{—— 3" Dygn(t+1) | t €N, (g,h) € Ke x(n)}
=0

k+1+4

k
<(k+1)/(k+1)-on)
= p(n).
O

Corol-lari 2.3.3. Tot grup finitament generat admet una seccié o, respecte
d’algun conjunt finit de generadors, tal que Ly(n) = n i pr(n) < n, per a tot
n € N.

Demostracié. Es conseqiiéncia directa del lema anterior i del Teorema 1.3.23. O

Notacié 2.3.4. Sigui f: N — N una funcié qualsevol i k € N. Indicarem amb
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(a) S(pk, f) la classe dels grups finitament generats G tal que existeix una seccié
o de G respecte d'un conjunt finit de generadors de G tal que ¢, 1(n) < f(n)
per a n suficientment gran.

(b) Sceo(r, f) la classe dels grups finitament generats G tal que existeix una
seccid geodesica o de G respecte d’un conjunt finit de generadors de G tal que
o k(n) < f(n) per a n suficientment gran.

2.3.1 Els grups S(¢g, f(n) =n—(k+1)) sén finitament
presentats

Lema 2.3.5. Siguin k > 0, f:N x N — N una funcié qualsevol i (ap)nen una
successio de nombres naturals. Si (ay) satisfa que, per a tot n € N,
1
k+1

(an 4 ...+ angr) < f(n, k),

aleshores per a tot n € N, existeix ig € {0,...,k} tal que anyi, < f(k,n).

Demostracid. Suposem que existeix un ng tal que an,, . . . , ang+k > f(k,n0)/(k+1).
Aleshores (k+1) - f(k,n0) > ang + ..., ang+x > (K +1) - f(k,ng), el que implica
contradiccio. OJ

Teorema 2.3.6. Sigui k > 0. Qualsevol grup G € S(pg, f(n) =n — k) és finita-
ment presentat.

Demostracié. Siguin X un conjunt finit de generadors de G i o: G — (X UX 1"

una seccié tals que ¢, (n) < n —k per a n suficientment gran (existeixen perque

G € S(¢k, f(n) =n—k)), isigui ng € N tal que ¢, ,(n) < n—Fk per a tot n > nyg.
Sigui la presentacié P = (X | R) on

R={w=1|we (XUX N n(w)=11(w) < 2ng}.

Demostrem que P és una presentacié (finita) de G. Per aixo, basta veure que, per
a tota paraula w € (X UX 1" tal que m(w) = 1, existeix un diagrama de van
Kampen D,, per a w respecte de P.

Sigui w € (X U X 1", Vegem per induccié sobre I(w) que existeix D,,.

e Sil(w) < 2ng, aleshores basta prendre el diagrama de van Kampen per a w
sobre P amb una sola cara.

e Suposem-ho cert fins a n — 1 i demostrem-ho per a n = [(w). Per a tot i €
{0,...,l(w)}, indiquem amb o; la imatge per o de 7(w(i)), és a dir, o (;)). Per
atot i € {0,...,l(w) — 1}, existeixen m < L(I(w)/2) i una successi6 creixent
de nombres naturals (t;)j—o,..m tal que tg = 0, t,, = max{o;, 0541} i, per a
tot ] S {0, P ,m}, tj+1 — tj < k+1i dqx(Ui(tj),Ui_i_l(tj)) < gpk(l(w)/Q): pel
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Lema 1.3.16, Y-%_ do x (0:(r), 0i11(r)) < @r(l(w)/2). Aplicant el Lema 2.3.5
a aquests k + 1 primers valors consecutius de o;, tenim que existeix t; €
{0,...,k}, tal que dg x(0i(t1), 0it1(t1)) < or(l(w)/2). A més, t; —to < k+ 1.
Aleshores aplicant el mateix raonament pels valors t1 +1,t1+2,...,t1+k+1,
tenim que existeix to € {t1 +1,...,t1 +k+ 1} tal que dg x(0i(t1), oi+1(t1)) <
or(l(w)/2) ita—t; < k+1. D’aquesta manera, aplicant successivament aquest
raonament, s’obté la successio cercada.

Per a tots i € {0,...,l(w) — 1}, j € {0,...,m — 1}, considerem u;; la
paraula corresponent a un cami tancat geodesic que passa per o;(t;), o;(tj4+1),
Oi+1(tj+1) 1 0i41(t;). De forma clara, les paraules w;; formen un diagrama
de van Kampen per a w respecte de la presentacié Q = (X | S), on S és el
conjunt de relacions

S={ue(XUXN |n)=1,1(u) < 20:(l(w)/2) + 2k}.

Per tant, w es pot expressar com a productes de conjugats de u; ; i les seves
inverses.

D’altra banda, per a tots i € {0,...,l(w) — 1}, j € {0,...,m — 1}, u;; té
longitud com a maxim 2¢y(I(w)/2)+2(k+1), ja que dg x (0i(t}), oiy1(tjs1)) <
i (l(w)/2). Com que pr(n) < n—(k+1), per atot n > ng, aleshores l(u; ;) < n.
Per tant, per hipotesi d’induccid, existeix un diagrama de van Kampen D; ;
per a u; j respecte de P. Pel Lema 2.2.10, w es pot expressar com a producte
de conjugats de paraules de R i, per tant, existeix un diagrama de van Kampen
per a w respecte de P.

g

2.3.2 L’ordre de les funcions de Dehn dels grups
S(()Okh f(n) — n_(k+1)) i SGeO((/O]ﬁ f(n) - n_(k—l_l))'

Definicié 2.3.7. Sigui G un grup, X un conjunt finit de generadors de G, o: G —
(XU X*1)>k una seccid, w,u € (X U Xfl)* paraules tals que w és nul-homotopica
i g € N. u és una corona de w per j si, i només si, existeixen camins geodesics

Y1 - Vi(w) entre Uﬂ'(u}(O))(j) i Uﬂ'(w(l))(j)7 RS Uﬂ(w(l(w)fl))(j> i Ufr(w(l(w)))(j)7
respectivament, dins el graf de Cayley I'g x tals que la concatenaci6 de les seves
paraules corresponents vy, ..., v,) és igual a u. Quan una paraula u sigui una
corona de w per a qualque 5 € N, direm simplement que u és una corona de w.

Teorema 2.3.8. Siguin k >0 ¢ G un grup finitament generat. Aleshores:
(a) Si G € S(pk, f(n) =n— (k+1)), aleshores, per a n suficientment gran,
op(n) < (X" L 1) o op(n - 2),
per a qualque presentacio finita P = (X | R) de G.

(b) Si G € Sgeo(pr, f(n) =n — (k+1)), aleshores, per a n suficientment gran,
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p(n) <n?/(k+1)-dp(n—2)
per a qualque presentacio finita P de G.

Demostracio. Siguin X un conjunt finit de generadors de G tal que X = X1,
0:G — X* una secci6 tal que ¢, (n) < n — (k+ 1) per a n suficientment gran,
ng € N tal que p,5(n) < n— (k+ 1) per a tot n > ng (existeixen perque
G e S(pg, f(n)=n—(k+1)))iP = (X | R) una presentacié finita de G (que
existeix pel Teorema 2.3.6).

D’altra banda, sigui w € X* una paraula nul-homotopica per P. Notem amb
m la longitud /(w) de w i, per a tot ¢ € {0,...,m}, amb o; la imatge per o de
m(w(i)).

Per a tot j € N, per a qualssevol corones Cj1s de w per j+s,amb s € {0,...,k},
tenim que 1/(k+1)-(I(Cj)+...+1(Cj1r)) < m-@r(m/2). Per tant, pel Lema 2.3.5,
existeix sg € {0,...,k} tal que [(Cjts,) < m - pr(m/2). Aplicant aquest fet de
forma successiva per a j = 0, k+1,2k+2,3k+3, ..., etc., tenim que com a maxim
hi ha | X ]m‘”“(m/ 2) (k+ 1)-tuples de corones consecutives tals que cap d’elles conté
una corona igual a una corona d’una altra tupla. Per tant, existeixen com a maxim

(k+1) - | Xx|mem/2) L g,

corones de w: hi ha | X|"¥* (m/2) tuples cadascuna de les quals té k + 1 corones i,
després de la darrera tupla, k corones que no formen una altra tupla (Figura 2.5).

@oo o000 0@@oooooo0o@® @oo o000 o0@oeoeeoe o oo

Figura 2.5 Diagrama de les tuples
de k + 1 corones consecutives de w.

D’altra banda, per a tots i € {0,...,m — 1}, j € N, sigui u;; la paraula
corresponent a un cami geodesic que va des de 0;(j) fins a 0;41(j). Pel Lema 2.3.5
i aplicant el mateix raonament anterior, per a tot ¢ € {0,...,m — 1}, existeix una
successio (u; j, )sen tal que l(u; ;) < pr(m/2) i jsy1 —js < k+1, per atot s € N.

Per a tots i € {0,...,m — 1}, s € N, Sigui w; s la paraula corresponent a la
composicio de u; j, ., la paraula corresponent a un cami geodesic sobre o;1 des
de 0i41(jst1) fins a 0i11(js), uij, ' i la paraula corresponent a un cami geodesic
sobre o; des de 0;(js) fins a 0;(js+1). Aquesta paraula és nul-homotopica per P
perque forma un cicle dins el graf de Cayley I'g x.

Com que la concatenacié de u;j,, per a ¢ € {0,...,m — 1}, forma una corona
de w, aleshores, per l'anterior, hi ha 1/(k+1)- ((k+1) - |X|™? (™2 L k) paraules
u;j, diferents. Per tant, existeixen com a maxim (|X mee(m/2) 4 1) . m paraules
wj ¢ diferents.
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Per contruccié, w es pot expressar com a composicié de les paraules w; s per
loperacié f. Com que [(w;s) < 2¢r(m/2) + 2(k + 1), aleshores areap(w;s) <
6p (2¢k(m/2) + 2(k + 1)). Per tant,

areap(w) < (|X ™D L 1) m - 5p (201(m/2) + 2(k + 1)).

Com que ¢i(n) <n— (k+1) per a tot n > ng i ¢ pren valors enters, tenim que
vr(m/2) <m/2 — (k+ 2) si m > ng. Per tant, si m > ng, aleshores

areap(w) < (| X|™™/2=F+E2) L 1) o 5p(m — 2).
Per tant, de forma clara,
op(n) < (IX[""/2EF) L 1) - Gp(n — 2),

per a n suficientment gran.

D’altra banda, si o és geodesica, aleshores podrem prendre n?/(k + 1) paraules
diferents w; s, ja que, per a tot i € {0,...,m}, lalongitud de o; sera com a maxim
n. Per tant, en aquest cas, areap(w) < m? - dp(m — 2) si m > ng. Per tant,

6p(n) < n/(k+1) - 6p(n —2),
per a n suficientment gran. U

Corol-lari 2.3.9. Siguin £k > 0 ¢ G un grup finitament generat. Si G €
Sceo(pr, f(n) =n — (k+1)), aleshores

(n!1)?

da(n) = m

Demostracio. Pel teorema anterior, tenim que existeix una presentacié finita de

P de G tal que
p(n) <n?/(k+1)-dp(n—2),

per a n suficientment gran. Sigui ng el nombre natural a partir del qual es compleix
aquesta recursio.

Sigui la funci6 f:N — N\ {0} definida per f(n) = n?/(k +1) - f(n —2) i
f(no) > dp(no). De forma clara, dp(n) < f(n) per a tot n > ng. Si considerem la
funci6 F:N — R definida per F'(n) = In f(n), tenim que F' compleix la recursié
F(n) =2Inn —In(k+ 1)+ F(n — 2) per a tot n > 0. Com que k > 0, aleshores
(k+1)/2 > 0. Per tant, aplicant la Proposicié 2.2.18 per a (k 4 1)/2, tenim que
existeix C > 1 tal que

F(n)<2lnn!l—n/2-In(k+1).

A més, podrem prendre C suficientment gran tal que, per a tot n € N,
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(k+ 1)71/2
Per tant,
(n!!)?
da(n) < e -

) (k+1)"/?

i, pel Lema 2.1.14,
(n!1)?
dg(n) < .
aln) < (k+1)"?

g

Lema 2.3.10. Siguin k > 0, G un grup, X un conjunt finit de generadors de G
tal que X = X1, 0:G — X* una seccié tal que pr(n) < n— (k+1) per a n
suficientment gran i F:N — N. Aleshores, existeix una constant C > 0 prou gran
tal que, si

F(n) > 2| X"~ 052 F(n - 2),

per a n suficientment gran i F\(n) > C, aleshores F' és una funcid isoperimétrica
per a qualque presentacid finita de G.

Demostracid. Sigui P = (X | R) una presentacio finita de G. Pel Teorema 2.3.8,
tenim que, per a n suficientment gran,

op(n) < (IX["/2EF2) L 1) - Gp(n - 2)
< 2| x|[M/2=E2) Ly 5p(n — 2).

Siguin ng € N tal que, per a tot n > ng, dp compleix aquesta darrera desigualtat
iny € N tal que

F(n) > 2| X" 02D F(n - 2),

per a tot n > no.
Siguin N = max{ng,n1} 1 C > max{op(i) | i =0,..., N}. Aleshores, per a tots
n < N i w una paraula nul-homotopica per P tal que [(w) < n, tenim que

F(n) > ép(n) > areap(w).

D’altra banda, per a tots n > N i w una paraula nul-homotopica per P tal que
[(w) < n, per hipotesi sobre F', tenim que

areap(w) < dp(n) < 2/ X["/2 T2 Gp(n — 2)
< 2| x|"/2=(R42) Ly F(n — 2)
< F(n).
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Per tant, F' és una funcié isoperimetrica per a P. O

Corollari 2.3.11. Siguin k& > 0 ¢ G un grup finitament generat. Si G €
Sk, f(n) =n— (k+1)), aleshores ezisteiz C' > 0 tal que

dg(n) = e’

Demostracid. Siguin X un conjunt finit de generadors de G tal que X = X1,
0:G — X* una secci6 tal que ¢pr(n) < n — (k+ 1), per a n suficientment gran, i
P = (X | R) una presentaci6 finita de G.

Vegem que existeix C' > 0 tal que n— e és una funcié isoperimetrica per a
P. Pel Lema 2.3.10, basta demostrar que, per a C prou gran, es compleix que

Cn3

Cn* > M2+ n(n/2 - (k+2)) In|X| +Inn + C(n — 2)3.
Ara bé, per a n suficientment gran,
In2+n(n/2 - (k+2)) n|X|+nn+C(n—2)*

1
< Cn? + n2(§ In|X| — 6k) + o(n?).

Per tant, basta prendre C > % In| X| per tenir que aixd és < Cn3.
Per tant, existeix C > 0 tal que dg(n) < ", O

Notem que la constant k no afecta a I’eleccié de la constant C, ja que una analisi
de la demostracié mostra que k només contribueix en ordre lineal a ’exponent de
la funcié isoperimetrica.

A rel d’aquests corol-laris tenim el resultat segiient.

Corol-lari 2.3.12. Siguin k > 0 ¢ G un grup finitament generat. Si G €
S(pk, f(n) =n—(k+1)), aleshores G té el problema de la paraula resoluble.

2.3.3 Conjectures sobre ¢y,

De la mateixa manera que en el cas de la mitjana respecte de dos valors, pensem
que existeixen grups G tals que admeten una seccié o, respecte d’'un conjunt finit
de generadors de G, tal que, per a qualque k > 1, px(n) < n— (k+ 1) per a
n suficientment gran, perd que no n’admeten cap tal que p(n) < n —1 per an
suficientment gran.

A Tigual que per a A, el principal motiu per pensar aixo és que, si g, h sén
elements tals que d(g,h) = 1, aleshores la distribuci6 de les distancies dels valors
de les seccions de g i h, en general, determina que, com a mitjana, pi(n) sigui
menor que . En el cas de ¢ aquest motiu es reforca, ja que p homogenitza les
distancies entre les seccions entre g i h més rapidament que Ag .

D’altra banda, creiem que les hipotesis del Corol-lari 2.3.12 es poden relaxar.
En concret, pensem que si G és un grup tal que, per a tots g,h € G tals que
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d(g,h) = 1, la mitjana de tots els valors de les distancies entre les seccions de g i
h és prou petita, aleshores G té el problema de la paraula resoluble.

Notacié 2.3.13. Sigui G un grup finitament generat, X un conjunt finit de
generadors de G i 0:G — (X U X)_1 una seccié. Per a tots g, h € G, indiquem
amb L(g, h) el maxim L(g, h) = max{l(c,),l(op)}iamb T, l'aplicacié T,:N — N
definida per Y,(0) = 0 i, per a tot n > 0,

L(g,h)

3" Dogn(t) | (9.h) € Kc.x(n)

t=0

T,(n) = max D]

Conjectura 2.3.14. Existeiz K > 0 tal que, si G és un grup finitament generat
tal que admet una seccid, respecte d’un conjunt finit de generadors de G, tal que
Y(n) < n—K per an suficientment gran, aleshores G té el problema de la paraula
resoluble. Amb altres paraules, si T no és molt gran, aleshores G té el problema
de la paraula resoluble.

Amb aquestes condicions, la funcié T homogenitza les distancies entre les sec-
cions o4 i o), de dos elements g, h tals que dg x(g,h) = 1. Per tant, de qualque
manera, Y fa que perdem la geometria local de G i només vegem la geometria a
gran escala de G. Pensem que aix0 estd relacionat amb els cons asimptotics®® de
G. La definicié original de con asimptotic de G és I'espai metric limit de (G, %dg)
quan n tendeix a infinit, amb dg la métrica de la paraula de G. Els cons asimp-
totics varen ser emprats per Gromov per demostrar que IPN(1,2) = (). La definicié
moderna empra ultrafiltres [44].

Definicié 2.3.15. Sigui I un conjunt no buit. Un wultrafiltre no principal és una
aplicacié w: P(I) — {0,1} tal que w=(1) # 0 i, per a tots A, B € P(I),

i. Siw(A)=w(B) =1, aleshores w(AN B) = 1.
ii. Siw(A)=11iAC B, aleshores w(B) = 1.

iii. w(0) = 0.

iv. O bé w(A) =10 béw(\A)=1.

Definicié 2.3.16. Siguin G un grup, w un ultrafiltre no principal respecte de
G, e = (en)nen una successié d’elements de G i s = (s,,)pen una successio de
nombres reals estrictament positius i tals que lim,,_ .~ s, = o0. El con asimptotic
de G respecte de e, s i w és espai metric (Cone, (G, e,s), dcone) definit com

1
Cone,(G,e,s) = {a = (an)nen | lim S—d(en,an) < oo} / ~

26 E] terme en angles és asymptotic cones.
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2.4

on, per a tots a = (ap)nen i b = (bn)nen, la relacié d’equivaléncia ~ i la distancia
dcone estan definides com
Sn

Sn

a~b < lim =0
w

dcone([a, b)) = lim

Existeix una correspondéncia entre les propietats topologiques bilipschitz invari-
ants d'un con asimptotic Cone, (G, e,s) de G i les propietats quasi-isometriques
per G [28]. Es poden consultar diverses referéncies sobre els cons asimptotics
[8, 44]. Aquesta correspondencia (juntament amb el Teorema 1.3.30) és el motiu
principal pel que creiem que els cons asimptotics poden servir per demostrar la
falsetat o la certesa de la Conjectura 2.3.14.

Problemes oberts

En les dues seccions anteriors, hem introduit diverses generalitzacions de
I'amplada ¢ d'una seccié: I'amplada respecte de dos valors, Ak, i 'amplada mit-
jana k-éssima, k. Ha quedat pendent demostrar que aquestes funcions imposen
condicions estrictament més febles que ¢ sobre un grup, és a dir, que

SAo1, f(n)=n—1\S(p, f(n)=n—1)=0
i, per a tot k > 1,

S(or, f(n) =n = (k+ 1))\ S(p, f(n) =n—1) =0.

A part d’aquest problema, creiem que existeixen altres problemes oberts interes-
sants:

(a) Donat un grup G, si G admet una secci6 o tal que p,(n) < n — 1, per a
n suficientment gran, aleshores G té el problema de la paraula resoluble. Es
pot afeblir aquesta condicid, substituint-la per algunes de semblants, pel cas
en qué GG admeti dues seccions? En principi, pareix que si. Siguin G un grup
finitament generat i X un conjunt finit de generadors de G. Si G admet dues
seccions o, k: G — (X U X 1) tals que @y, 0, £ 7 — 1, per a n suficientment
gran, pero G és tal que  esta entre els camins o, i oy, per a tots g, h € G tals
que dg x(g,h) =1, és a dir,

max {de,x (05(1), 5 (1)), dax (g (t). 0n(£)) } < dix (o5(8), a0 (1)),

per a tot ¢t € N, aleshores si les funcions ¢1(n) i ¢2(n) definides com ¢1(0) =
$2(0) =0 i, per a tot n > 1,

¢1(n) = max{dg x (O'g(t), Kg(t)) |t e N,dgx(1,9) <n}
¢2(n) = max{dg x (ch(t),ah(t)) |t eN,(g,h) € Kg.x(n)}
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sén tals que ¢1(n) + ¢2(n) < n — 1 per a n suficientment gran, aleshores G
té el problema de la paraula resoluble (la funci6 de Dehn es pot fitar fent s
dels hexdgons determinats pels vertexos o4(t), kq(t), on(t), on(t+1), kge(t+1) i
o4(t+1) del graf de Cayley I' x ). Un problema notable és trobar exemples de
grups no trivials que satisfacin aquesta condicié. Un altre problema és saber
com generalitza aquesta condicié quan G admet m seccions i analitzar els casos
en que m = n i quan les seccions de G sén geodesiques.

(b) Siguin G un grup i X un conjunt finit de generadors de G. Per a qualsevol
secci6 0: G — (X U X™H", les funcions As i 1 ¢p estan definides respecte de la
distancia sincronica entre els camins oy 1 0y, per a tots (g,h) € Kg x(n), és a
dir, per exemple

pr(n) = max{Fy(g,h) | (9,h) € Ka x(n)},

on

k

kot 1 > dax(og(t+1i),on(t +1)) | t € N}.
i=0

F,(g,h) = max{

Una pregunta interessant és saber que passa si substituim aquesta distancia
sincronica per la distancia asincronica, G (g, h), definida com

1k
Colg.h) = min {max{ T1 2 dax (ot + D)o e + ) | € N}} ,
i si basten les mateixes condicions sobre les funcions analogues, S\S,k ik, que
obtendrem amb aquesta substituci6 per a assegurar que G té el problema de la
paraula resoluble. Es a dir, si G admet una seccié o tal que 5\57;C <n—(k—s)

o ¢ < n— (k+ 1), per a n suficientment gran, aleshores G té el problema
de la paraula resoluble? Tot apunta a que la resposta a aquesta pregunta és
afirmativa: les mateixes condicions sobre ¢ i ® asseguren que G té el problema
de la paraula resoluble, i pareix que totes les construccions dels diagrames de
van Kampen fetes pel cas sincronic per Agj i ¢ no es veuen afectades en el
cas asincronic (el nombre de cares dels diagrames de van Kampen quedara
multiplicat per dos).

D’altra banda, G,(g,h) < Fy(g, h) per a tots (g, h) € Kg x(n). Aixo plante-
ja la pregunta sobre quina és la distancia minima H,(g, h) entre o4 i oy, tal
que Hy(g,h) < F,(g,h) i tal que la funcié ¥(n), definida com ¥(0) = 0 i, per
atotn >0,

\Il(n) = maX{HU(ga h) ’ (ga h) € KG,X(”)}:
sigui tal que ¥(n) < n—1 impliqui que G té el problema de la paraula resoluble.

(c) Sigui G un grup. Per obtenir fites sobre la funcié de Dehn ¢ de G, es con-
strueixen diagrames de van Kampen D,, per a tota paraula nul-homotopica
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w, respecte de qualque presentaci6 finita P de G, tal que el perimetre de les
seves cares i el nombre de cares areap(D,,) esta controlat. Ara bé, la forma
d’aquests diagrames sempre és la mateixa. Pareix natural intentar trobar al-
tres diagrames de van Kampen amb una forma diferent. Un candidat d’aquest
altre tipus de diagrames és el diagrama determinat per 1’eleccié d’un punt
pw € V(I'a) (que depén de w) i que té com a arestes interiors les paraules cor-
responents als camins radials des de py a Or(w(i)), Per a tot i € {0,...,l(w)}
(Figura 2.6).

1eG

Figura 2.6 El diagrama radial construit a partir d’'un punt
pw € V(Ig)io.

Sipy = 1 € G, aleshores aquest diagrama coincideix amb el diagrama construit
en el cas de .

Un cas interessant és prendre p, com a g € G tal que fa minim
d(g, m(w(ip))) +d(g, m(w(i1))), amb g, i1 € N tals que d(m(w(io)), m(w(i1))) =
diam(w), on diam(w) indica la distancia maxima entre dos elements quals-
sevol del conjunt {m(w(i)) | i = 0,...,l(w)} (que pel Lema 1.3.16, és menor
que l(w)/2); si G = Z & Z, aquest centre coincideix amb el centre geometric
del cami tancat determinat per w. En aquest cas, la longitud de les paraules
dels camins radials d’aquest diagrama pot ser bastant més baix que els camins
corresponents al diagrama de van Kampen format amb p,, = 1. Per tant, en
principi, es pot obtenir un diagrama de van Kampen amb un nombre de cares
menor i, per tant, una millor fita superior de la funcié de Dehn.
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n
nul-seqiiencia per a una paraula res-
pecte d’'una presentacié 49

P
paraula 4

buida 4
ciclicament reduida 36
nul-homotopica per una presentacié
10
prefix de longitud ¢, 4
reduida (dins el grup lliure) 5
reduida (dins el producte lliure de
grups) 31
paraules
ciclicament conjugades 36
iguals dins el grup lliure 7
nul-homotopiques
congruents 76
presentacié 8
d’un grup 8
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equivalent 8
finita 8
problema de la paraula
per a una presentacié 11
per un grup 11
producte
cartesia de grafs 26
directe de grups 25
lliure de grups 31
propietat
del k-company de viatge de manera
asincronica 59
del k-company de viatge de manera
sincronica 59
invariant per quasi-isometries 24
universal 6

q
quasi-isometria 23

r

relacions d’una presentacié 8

reparametritzacié de N 59

representaciéo d’un element d’un grup
per una paraula 21

S
seccio
asincronica 59
d’un grup respecte d’un conjunt de
generadors 55
geodesica 71
k-asincronica 59
k-sincronica 59
regular 57
sincronica 59
shelling d’'un diagrama de van Kamp-
en 52
subparaula 4
suma
connexa de grafs 33
directa de grups 26

u
ultrafiltre no principal respecte de [
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