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Resum—En aquest article s'estudia un joc de cartes molt popular 
en els bars de Mallorca, el 7 i mig. El 7 i mig és un joc semblant 
al Black-Jack que es juga amb la baralla espanyola, l'objectiu 
és demanar cartes intentant acostar-se el màxim possible a 7 
punts i mig, pero sense passar-se. 
Tractarem aquest joc intentant maximitzar el guany esperat 
i, mitjançant un procès d'inducció per enrere i sota certes 
hipótesis, obtendrem una regla d'aturada óptima. 

I . R E G L E S D E L J O C 

El j o c es j u g a a m b la baralla espanyola sense els vuits i 
els nous , cada carta entre 1 i 7 té el valor del número 
que té associât, les demés cartes (10, 11 i 12) valen mig 
punt, l 'object iu será acostar-se el m à x i m possible , pero sense 
passar-se, a 7 punts i mig . 
Abans de repartir les cartes, cada jugador ha de fer una aposta 
mín ima, anomenada cega, per entrar en el j o c . En el présent 
article suposarem que aquesta cega és de 1 euro. El jugador 
que reparteix les cartes és la banca, aquesta repar te ix una 
carta tapada a cada jugador i una per a ella. U n a vegada vista 
la carta, els jugadors han de decidir si volen mes cartes o si 
volen plantar-se. En el cas que un jugador decideixi demanar 
una carta mes , tendrá dret a mantenir una carta tapada oculta 
per a la banca i a augmentar la seva aposta (abans de veure 
la nova carta). En el cas que un jugador es pass i de 7 punts 
i mig , ha d 'ensenyar les sèves cartes i perd au tomàt icament 
1'aposta reali tzada. Finalment , si les cartes sumen 7 punts , 
el jugador po t elegir fer un enterrament, aixó és, destapar 
totes les sèves cartes i demanar una carta tapada, que no es 
destapará fins que la banca no hagi efectuat el seu joc . 
Després del j o c deis jugadors , efectúa el seu j o c la banca 
i, poster iorment , es reali tza la ronda de pagaments . La 
banca guanya l ' apos ta real i tzada per cada jugador a qui 
supera o iguala els punts ; en cas contrari , la banca paga 
l ' apos ta real i tzada al j ugador corresponent . Si un jugador ha 
aconsegui t 7 punts i mig , la banca paga el doble de l ' apos ta 
reali tzada. 

I I . M E T O D O L O G Í A 

C o m e n ç a r e m l 'es tudi del j o c sota les següents hipótesis: 

• Hi : La probabil i tat d 'obteni r una carta concreta no varia 
al llarg del j oc , és a dir, la probabil i tat d 'obteni r un mig 
és de 3 / 1 0 i la d 'obteni r qualsevol altre carta és 1 /10 

• Hi\ El total de punts de la banca és independent del 
que fan els diferents jugadors . 

La hipótesi H\ és una simplificació necessàr ia en una 
pr imera etapa d 'anàl is i del j o c ; aquesta és raonable si es 
té en compte que la banca utilitza una baralla de cartes 
suficientment gran. A m b la hipótesi H2 a s sumim que la 
banca fixa una estrategia i no la veu al terada per les cartes i 
les apostes deis jugadors . 

Sota aqüestes hipótesis, suposarem que, en un m o m e n t donat 
del j o c el jugador coneix la suma de les sèves cartes, x, i 
1'estrategia que seguirà la banca, b (puntuació a partir de la 
quai s 'aturarà) . Davant una situació donada (x, b), el jugador 
ha de decidir si plantar-se o demanar una altra carta. 
Uti l i tzarem la notació següent: 

• G*(x,b) és el m à x i m guany esperat pe l jugador en la 
situació (x, b) que s 'obté quan s 'ac tua de forma óptima. 

• G0(x,b) és el guany esperat si a la vista de (x,b) el 
jugador decideix plantar-se. 

• Pc és la probabil i ta t d 'obteni r una carta de valor c; 
segons Hi aquesta probabil i ta t es man tendrá constant 
al llarg de tota la par t ida i val 

_ Í 3 / 1 0 si c = 1/2 
C [ l / l O s i c / 1 / 2 

Per tant, si a n o m e n a m 
7 

Gl{x,b) = P1/2 • G*{x + 1/2,b)+YJPc-G*{x + c,b) 
c = l 

p o d e m expressar 

G*(x,b) = m&x{G0(x,b),Gl(x,b)} (1) 

És a dir, comparam el guany esperat si ens a turam i el guany 
esperat si es demana una carta i després es cont inua el j o c 
seguint 1'estrategia ópt ima. Convendrá aturar-se, dones , quan 
el m à x i m s'agafi en Go(x,b) i demanar una car ta en cas 
contrari . 
H e m d'avaluar l ' equació anterior per a cada x i per a cada 
6. Per això necessitarli conèixer els valors de Go(x,b) per 
a cada x i per a cada b i els valors finals de G* (x, b) 
necessaris per a poder iniciar el procès d ' inducc ió cap enrere 
amb qualsevol valor de re i ó. 

I I I . C A L C U L D E L ' E S T R A T E G I A Ó P T I M A 

Tenim que els valors de Go(x,b) vendrán donats per 

P{B > 7.5) + P{B < x) - P{x < B < 7.5) si x < 7.5 
2 • P{B > 7.5) + 2 • P{B < 7.5) - P{B = 7.5) si x = 7.5 
- 1 si x > 7.5 

on B és la suma total obt inguda per la banca suposant que 
s 'a tura a partir de 6 o mes . Per tant, el calcul de Go(x,b) 
depén exclusivament de les probabil i tats P{B = j), j = 
0 . 5 , 1 , 1 . 5 , - - - ,7.5,> 7.5. 
l a que calcular aqüestes probabil i tats és un procès mol t 
tedios, s 'han utilitzat les tècniques de Montecar lo per obtenir-
les ap rox imadament a partir de 200.000 part ides s imulades 
per a cada x i per a cada 6. 
Finalment , tenint en compte que si ens pas sam el guany 
esperat és sempre — 1 , i que si obten im 7 punts i mig, 



el mil lor que p o d e m fer és aturar-nos, p o d e m obtenir els 
següents valors fináis de G*(x,b) 

( G*(x,b) = — 1 si x > 7.5 i per a tot 6 

| G * ( 7 . 5 , 6 ) = G 0 ( 7 . 5 , 6 ) per a tot 6 

a partir deis quals s ' iniciará el procés d ' inducc ió cap enrere 
apl icant l ' equac ió recursiva ?? . 

A. Quan augmentar l'aposta? 

Ara consideraren! la possibil i tat d ' incrementar l ' apos ta quan 
les nostres cartes sumen x, r ecordem que p o d e m incrementar 
l ' apos ta sempre i quan d e m a n e m una carta més . Aixi , h e m 
de cercar per a cada x i per a cada 6, a partir de quina aposta 
A es comple ix (si es comple ix) que 

A • G{{x,b) := G*A(x,b) > G*(x,b). 

D'aques t a m a n e r a p o d e m aconseguir l 'es t ra tègia d ' a tu rada 
ópt ima que es po t veure al final de l 'ar t icle a la taula ? ? , on: 

• * indica que si d e m a n a m una carta m é s el guany 
esperat és posit iu i per tant és convenient augmentar 
l 'aposta . 

• A indica que h e m de demanar una altra carta, però sense 
augmentar l ' apos ta j a que el guany esperat en aquest cas 
és negatiu. 

• • indica que ens h e m d 'a turar i, a m é s , el guany esperat 
és posit iu. 

• • indica que ens h e m d'aturar, a pesar de que el guany 
esperat sigui negatiu. 

• Els números indiquen el que s 'ha d 'apostar , c o m a 
mín im, per a que sigui més favorable demanar que 
aturar-se. 

I V . G U A N Y E S P E R A T S E G U I N T L ' E S T R A T È G I A Ó P T I M A 

U n a vegada de terminada l 'es t ratègia ópt ima, és logie 
demanar-se quina és la mit jana de la variable aleatoria 
guany quan s 'apos ta un euro i se segueix aques ta estrategia; 
així, p o d e m calcular l ' e speranca del guany en f u n d ó de 
l 'es t ratègia de la banca. Si a n o m e n a m E(x,b) al guany 
esperat si les meves cartes sumen x i la banca decideix seguir 
l 'es t ratègia de no aturar-se fins a que les seves cartes no 
sumin c o m a m í n i m 6, p o d e m calcular l ' e speranca E(b) per 
a cada estrategia que pugu i seguir la banca mit jancant 

7 

E(b) = 0 .3 • £ ( 0 . 5 , 6 ) + 0.1 • S ( ¿ > 6 ) 
i=l 

Reali tzant els càlculs, ob ten im que l ' esperanca és negativa 
per al jugador quan la banca elegeix seguir l 'es t ratègia 4, 
4 .5 , 5 o 5.5, essent la mil lor (per a la banca) la de no aturar
se a m b m e n y s de 5 punts ; a m b aquesta estrategia, la banca 
guanyarà, de mitjana, c o m a mín im un 1 1 % de les apostes 
real i tzades ( recordem que aquesta és la mit jana sempre i quan 
el jugador j u g u i de m a n e r a óptima, al trament, el percentatge 
de guanys per a la banca serán majors) . 
Ara bé, es pot mil lorar aquesta estrategia? P o d e m aconseguir 
que l ' e speranca del j o c sigui sempre posit iva per al j ugador? 
La resposta és sí; r ecordem que si e legim demanar una carta 
més , p o d e m augmentar l ' apos ta sense límit, si observam els 
valors de G* (x, 6) ve im que el millor m o m e n t per augmentar 
l 'aposta , és quan x = 0 .5 , d 'aques ta mane ra p o d e m calcular 
els diners que s 'han d 'apos tar quan es rep una carta de valor 

0.5 per tal que l ' esperanca del j o c sigui positiva. Aquests 
diners, d iguem-los d, vendrán determinats per 

7 

E(b) = 0.3 • £ ( 0 . 5 , 6) • d + 0.1 • S ( ¿ > b ) ^ °-
i = l 

Així, reali tzant els cáleuls per a les estratégies d ' esperanca 
negativa obtenim que s 'ha d 'apos tar c o m a m í n i m 2, 4, 7 i 
6 per a les estratégies 4, 4 .5 , 5 i 5.5 respect ivament . 
D ' aques t a manera , p o d e m trobar, per a qualsevol estrategia 
que pugu i seguir la banca, una estrategia óp t ima que té 
esperanza positiva per al jugador . Per tant, la pr imera conclu-
sió que es treu és que, si es coneix l 'es t ra tégia que seguirá la 
banca, seguint l 'es t ratégia ópt ima, el 7 i m ig po t convertir-se 
en un j o c favorable per al j ugador i, a m é s a més , apostant 
suficients diners es pot teñir una esperanza de guany tan gran 
c o m es vulgui . 

V . Q U E P A S S A S I E R R A M L ' E S T R A T É G I A Q U E S E G U I R Á L A 

B A N C A ? 

En l 'es tudi realitzat s 'ha suposat sempre que es coneix 
l 'es t ratégia que seguirá la banca, pero aixó no sempre és 
així. A la taula ?? p o d e m veure que passa si ens equivocam 
d'estrategia, és a dir, si e legim jugar l 'es t ratégia óp t ima per 
a 6 pero en canvi la banca elegeix seguir una altra estrategia 
6'. 

P o d e m veure que no hi ha cap estrategia que ens serveixi 
per a teñir avantatge enfront totes les altres estratégies; 
la solució a aquest p rob lema passa, una vegada més , per 
augmentar l ' aposta que real i tzam a l 'hora d 'obteni r un mig 
( recordem que c o m més apos tam en els mitjos, m é s guanyam 
de mitjana). Així, per exemple , si e leg im seguir l 'estratégia 
óp t ima per a 6 = 1, apostant sempre c o m a m í n i m 11 euros 
a les cartes de valor 0.5 aconseguim esperanza positiva, sigui 
quina sigui l 'estratégia que segueixi la banca. 

V I . E N T E R R A R - S E 

Recordem que enterrar-se consist ía en, si les nostres cartes 
sumen 7, ensenyar el 7 i demanar una carta que no es 
destapará fins al final del j o c . 
H e m vist que sota la hipótesi Hi m a i és convenient enterrar
se, aixó es pot veure calculant l ' e speranca d 'enterrar-se: 

E = 2 • A • P(x = 0.5) - A • P(x > 0.5) 

= 2 - A- 0 . 3 - A- 0.7 

= - 0 . 1 • A 

on x és la carta tapada i A l ' apos ta real i tzada sobre l 'enter-
rament . Aixó significa que, sota la hipótesi Hi, de mitjana 
pe rd rem un 10% deis diners que apos tem. 
Ara bé, si obviam la hipótesi Hi p o d e m trobar condicions 
sobre P(x = 0.5) perqué l ' e speranca de l ' en te r rament sigui 
positiva, aixó és 

E = 2 • A • P(x = 0.5) - A • P(x > 0.5) 

= A • (3 • P(x = 0.5) - 1) > 0 

Per tant ha de passar que 

P(x = 0.5) > i . 

l a que P(x = 0.5) = volem que pass i a ser de | | , o | | , 
o És a dir, si c o m p t a m els mitjos i les cartes que no son 



•iHh 
T R E B A L L S D E R E C E R C A 

mitjos que han sortit i els a n o m e n a m a i ß respect ivament , 
ens convendrá apostar a l ' en ter rament quan 

ß > 3 a + 4 

V I I . U N A P A R T I D A S I M U L A D A 

En Biel , en l a u m e , na Catal ina i en M a r c s 'han ajuntat per 
jugar una par t ida al j o c del 7 i mig . En Marc , que ha escoltat 
alio de "la banca sempre guanya", es pres ta vo lun tan per a 
ser la banca i, seguint les normes del j oc , reparteix una carta 
tapada a cada jugador i una per a ell. A n e m a veure c o m 
es desenvoluparia el j o c si en Biel, en l a u m e i na Catal ina 
j u g u e n seguint l 'es t ra tègia op t ima es tudiada anter iorment . 
Per a garantir un guany esperat positiu independentment del 
que decideixi fer la banca, els jugadors haurien d 'apos tar 
c o m a m í n i m 11 euros a cada carta de valor 0 .5; no obstant, 
cap deis jugadors disposa de tants de diners per invertir en 
una sola carta, a ixí que hauran d ' intentar encertar l 'es t ratègia 
que seguirá la banca per a poder utilitzar la regla d ' a tu rada 
opt ima de la taula ? ? . 

A. Joc de na Catalina 

N a Catal ina pensa que en Marc seguirá l 'es t ratègia de 
demanar fins a no tenir a lmenys 4 .5 , és a dir, l 'es t ratègia 
b = 4 .5 
La carta de na Catal ina és un mig, per tant es té que x = 
0.5, si m i r a m la taula ? ? t robam una * , lo qual ens indica 
que h e m d ' augmenta r l 'aposta , per aixö na Catal ina decideix 
augmentar l ' apos ta a 3 euros i demanar una carta m e s . 
La següent carta que rep és un 1, a m b la qual cosa la seva 
p u n t u a d o passa a ser ara de x = 1.5, tornant a la taula de 
l 'es t ratègia op t ima ens t robam amb un A , per tant h e m de 
demanar una altra carta, perö sense augmentar l ' aposta . 
La següent carta que rep és un 4, ara la puntuació de na 
Catal ina és de x = 5.5 i, a la taula ? ? , t robam un • , de 
mane ra que ens h e m d 'a turar de demanar, a pesar de que el 
guany esperat en aquests m o m e n t s sigui negatiu. 

B. Joe de'n Biel 

En Biel gira a m b cura la seva carta i veu és un 7, de 
mane ra que considera la possibil i tat de realitzar un enter-
rament augmentan t l ' apos ta a 5 euros. Abans de realitzar-lo, 
d iss imuladament , es fixa a m b les cartes que j a han sortit: veu 
que han sortit 4 cartes, 3 de les quais no son mitjos (0.5,1,4 i 
7), a ixö significa que a = 1 i ß = 3, j a que no es comple ix 
que ß > 3 a + 4 i a la taula ?? t robam un • per a totes 
les estratègies que pugu i seguir la banca, decideix aturar-se 
sabent que la seva esperança és positiva. 

C. Joc de'n Jaume 

En l a u m e , j a que coneix mol t bé en M a r c i sap que és un 
jugador mol t agressiu, pensa que demanarà cartes fins a no 
fer 7 punts i mig . 
Observa la seva carta i veu que és un 3 ; l 'es t ratègia d ' a tu rada 
opt ima per a b = 7.5 li indica que ha d ' augmen ta r la seva 
aposta a 5 euros i demanar una carta mes . Aixö és el que 
fa i la següent carta que rep és un 1, ara la puntuació d e ' n 
l a u m e és 4 i, j a que a la taula ?? t robam un • , decideix 
aturar-se. 

D. Joe de 'n Marc 

Fina lment arriba el j o c de la banca i, a pesar de que la 
intenció d e ' n Marc al pr incipi era anar a fer 7 i mig , intueix 
que en l a u m e pot no tenir una puntuació m a s s a alta, per aixö 
decideix jugar una mica mes conservador i aturar-se a partir 
de 5, és a dir, seguir l 'es t ra tègia 6 = 5. 
Abans de revelar la carta d e ' n Marc , observem la taula ? ? 
per a determinar quina és l ' e sperança de cada jugador , tenint 
en compte que la banca ha elegit l 'es t ratègia b' = 5. N a 
Catal ina ha elegit l 'es t ra tègia op t ima per a b = 4 .5 , a la 
taula ? ? veim un • , amb la qual cosa, a pesar d 'haver-
se equivocat a l 'hora d 'endevinar l 'es t ratègia de la banca, 
segueix conservant l 'avantatge. En canvi en l a u m e , que ha 
elegit l 'estratègia b = 7 .5 , té un • , de m a n e r a que ha perdut 
l ' avanta tge que en un principi l 'es t ratègia d ' a tu rada opt ima 
li havia proporcionat . 

Finalment , en Marc destapa la seva carta i resul ta ser un 5, 
de mane ra que decideix aturar-se. Així, ha de pagar 3 euros 
a na Catal ina i 1 euro a en Biel , j a que aquests han superat la 
seva puntuació , i ha de cobrar eis 5 euros que havia apostat 
en l a u m e , j a que aquest s 'havia plantat amb només 4 punts . 

V I I I . C O N C L U S I O N S 

En aquest article s 'ha trobat una estrategia d ' a tu rada opt ima 
per al j o c del 7 i m ig a m b esperança posit iva per al jugador. 
No obstant, aquest guany esperat posit iu és a costa d 'apostar 
una quanti tat bastant elevada de diners, i aixö, degut a que 
la variància del j o c és gran, po t acabar en perdues elevades 
a curt plaç, que ens poden portar a la bancarrota si no 
d i sposam d 'un capital inicial suficientment gran c o m per a 
poder afrontar-Íes. 

Tenir la capacitat de preveure l 'es t ra tègia que seguirá la 
banca ens po t servir per a reduir la quant ia de les apostes, 
no obstant, com h e m vist a la par t ida s imulada anterior, errar 
en les prediccions ens pot conduir a p rendre una decisió 
equivocada. Aques t desavantatge és veu empitjorat pe í fet 
de que la banca sempre fa el seu j o c al final, després de 
veure el j o c deis jugadors . Per aixö, una banca in tel-figent 
pot adaptar l 'es t ratègia a seguir en funció del j o c i de les 
cartes que tenen destapades eis jugadors , essent aquest un 
dels avantatges mes importants que posseeix la banca (cas 
d e ' n Marc i en l a u m e per exemple) i que fa valer el dit 
popular 

"La banca sempre guanya" 

A G R A Ï M E N T S 

Aques t article forma part del treball reali tzat a l 'assigna-
tura optativa de la Ll icenciatura de Matemàt iques "Treball 
acadèmicament dirigit", dirigit peí Dr. l a u m e Suner Llabrés. 
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T R E B A L L S D E R E C E R C A 

x/b 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 
0.5 • • • • • • • • • • • • • • • 

1 * * * A A A A A A A A A 3 2 2 
1.5 • • • • • • • • A A A * * * 2 

2 * A A A A A A A A A • • • • 2 
2 . 5 * * * A A A A A A A A A 2 2 2 

3 D A A A A A A A A A • • • • 5 
3.5 2 * A A A A A A A A A D • 6 3 

4 • • • • A A A A A D • • • • • 
4.5 7 • • • • A A A A A • • • • 9 

5 • • • • • • • • • A • • • • • 
5.5 

6 • • • • • • • • • • • • • • • 
6.5 • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • a 47 
7.5 • • • • • • • • • • • • • • • 

Taula I 
Estrategia (¡'aturada óptima 

b/b' 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 
0.5 • • • • • • • • • • • • • • • 

1 • • • • • • • • • • • • • • • 
1.5 • • • • • • • • • • • • • • • 

2 m m m m m m a • • • • • • • • 
2.5 • • • • • • • • • • • • • • • 

3 • • • • • • • • • • • • • • • 
3.5 • • • • • • • • • • • • • • • 

4 • • • • • • • • • • • • • • • 
4.5 • • • • • • • • • • • • • • • 

5 • • • • • • • • • • • • • • • 
5.5 • • • • • • • • • • • • • • • 

6 m m m • • • • • • • • • • • • 
6.5 • • • • • • • • • • • • • • • 

7 • • • • • • • • • • • • • • • 
7.5 • • • • • • • • • • • • • • • 

Taula II 
Seguim l'estratègia bptima per a b però en carivi la banca segueix V 

•: Avantatge per al jugador •: avantatge per a la banca 


