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Abstrait—Amh aqucsl article es p ic té n ap ropa r al lector sobre 
lu ulilitat de les páranles k-complctes de manera que es pugui 
fer una idea general de que son i fins i toi com obtenir de forma 
semilla una par au la completa de tamany A- amb k a rb i t rar i . 

I . I N T R O D U C C I Ó 

QU A L Q U E vegada ens liaurem demana t com podem 
calculai - la dîsiància enire la 'Ierra i un alirc plancia, 

dones una manera de fcr-lto es mitjaneani Fcmîss io d ' un 
senyal en la d i recció d 'aqnes t planeta de manera que el 
q u e mesurant és el temps q u e triga aquest senyal a retornar 
rebotat. Ara bé , hem de ser capaços de detectar- lo a la tornada 
i no confondre ' l , per exemple , a m b soroll . Pero, de quin 
tipus de senyals estant parlant? Estant parlant d ' u n a seqiièeia 
d ' es l imuls que s 'emcicn a m b una cer ta freqüencia, séparais 
per espais de temps. Aques ts senyals cls podem represcniar 
per bits, on TI indica que s 'ha emès el senyal i el 0 q u e 
no , és a dîr, un dels espais d e temps en q u e no s 'ha emès 
res . Aqüestes representacions per biis son cl que anomenam 
paraules binàries (paraules on les Hêtres son O's i l ' s ) . De totes 
matières, l ampoc no podem emet re una paraula qualsevulla ja 
q u e a l 'hora de rebre-la de nou pot ocas ionar eonfusió. 

I I . P E T I T S E X E M P L E S 

Si enviam per exemple el senyal 

01100101011 

la idea es rebre exaciameni cl maleix senyal o qualque cosa 
semblant , el problema és que si r e b e m 

00111101110111 

a causa del soroll no sabein exactamenl quan comença in 
a rebre el nostre senyal i per tant n o podrem determinar 
a m b precisio quan el rebrem. Per evilar aqucsl p rob lema i 
poder rebre cl senyal igualmcni es varen invcniar les paraules 
/."-completes. Les paraules A'-compleies son paraules q u e no 
conienien cap subparaula de longitud k repetida. D 'aques ta 
manera se soluciona el problema anierior perqué quan 
dclectcm de nou cl senyal, a partir dcl boc i que récupèrent 
podrein saber quant temps fa q u e va ser e inès j a que aquests 
bocins de longitud k de la paraula son unies, no es repeteixen, 
i per tant pod rem saber quan s 'emeteren i a partir d ' a q u i 
de terminar la distancia cercada. 

Facem un poc de practica, si consideratn la paraula 

1001 

les sèves subparaules de longitud 2 son, per ordre , 10, 0 0 
i 0 1 , que son lotes diferents. Ara bé, no és una paraula 2-
eomple ta perqué no conté totes les subparaules de longitud 
dos , faltaría P l i . Podem determinar d ' u n a manera intuitiva 
la longitud d 'una paraula 2-completa. El n o m b r e m à x i m de 
paraules binàries diferents de longitud dos son 4 : 00 , 0 1 , 10, 
11 . Si consideratn la següent paraula, si és 2-completa 

10011 

Ara bé, de longitud mes gran que 5 és impossible j a que si 
tenitn una paraula 2-completa de longitud 6 per exemple , sera 
de la forma 

abcde.f 

on toles les subparaules de longiiud dos son ab,bc,cd,de,ef 
i 6bviamcni , com només n 'h i ha quatre diferents, alguna de 
les anteriors es rcpciiran i per tant no podrá ser una paraula 
2-complcla. Si no n 'h i ha de longitud 6 lampoc no n 'h i haurà 
d ' u n a longiiud superior. 

Esludîam ara un poquet les paraules 3-complcics, un exem­
ple d 'una paraula on toles les subparaules de longitud 1res son 
diferents és 

100110 

1 1 0 , 0 0 1 , 0 1 1 , 1 1 0 son diferents. El nombre max im de paraules 
binàries de longitud 3 és 8 ( 2 3 ) , q u e son 

0 0 0 001 0 1 0 100 
011 101 110 I I I 

Si consideratn la paraula 3-completa 

1110001011 

veim q u e lé 8 subparaules de longitud 3 diferents, és a dir, cl 
màxim possible , t per lanl no hi pot haver una a m b mes digits 
perqué si n o es rcpcliricn alguncs subparaules i ja no seria 
3-complcla, es a dir, les paraules 3-complcics son de 10 dígiis . 

En general , quina és la longitud d 'una paraula A'-compleia? 
Vcîcni cls exemples anicrîors el raonamcnl és molt scn/.ill. En 
loial ht ha 2 f c paraules binàries difercnis de longitud k i per 
ser paraula fc-complela les haurà de conteni r lotes aqüestes 
de forma seqüencial , ara bé, quants dígits le aquesta paraula? 
Hein de tenir en compte que aqüestes 2k subparaules están 
" inc loses" unes dins les altres, és a dir, del pr imer dígit 
al fc-éssim és una subparaula, del segon al (k + l ) - é s s i m 
una allra diferent i així 2* vegades , és a dir, a partir de la 
/;-èssima posició només afegiin un dígit fins a 2k vegades, 



TREBALLS DOCENTS 

per lanl, podem deduir que en total hi ha 2K + k — 1 digits. 

D ' aques ta manera, la longitud max una d u n a paraula 50-
comple ta és de 2 5 0 + 50 - 1 = 1125809906842673 digits . Tal 
vegada no ens hem fixat degut a que els exemples anteriors 
no son massa grans pero se satisfa que a les paraules k-
comple tes els pr imers k - 1 i darrcrs k -1 digits coincideixcn. 
A r exemple anlcrior, 1110001011. 

I I I . C O N S T R U C C I Ó OK I'ARAIJI.KS ¿ - C O M H . K T E S 

Trobar paraules 2-completes i 3-completes no ha estat 
gaire compl ical , ara bé, a mesura que k augmenta no és 
(an trivial Irobar aqüestes paraules . Per fer-ho ens ajudarcm 
de la construcció d ' un graf dirigit de manera que els nodes 
reprcsenlin totes les paraules binaries de longitud k - 1 i els 
arcs reprcsenlin totes les paraules binaries de longitud k, de 
tal manera que una paraula fc-complcta corrcspongui a un 
circuit euieriá, és a dir, que recorre tots els arcs exactament 
una vegada d ' aques t graf. L a idea sera la següent, de cada 
node , que és una paraula de longi tud k — 1, en sortiran 
dos arcs dirigits, aquests dos arcs serán les paraules que 
corresponen d 'afegir un 0 o un 1 a la dre ta de l node del qual 
surten obteninl aixi una paraula binaria de longitud k i es 
dirigirán a aquells nodes que coincidesxin a m b els darrers 
k - 1 digits dc I 'aresla (dit d ' una altra manera , llevam el 
pr imer digit de I 'aresla i miram a quin node correspon) . Per 
cxemplc , si es tam a k = 3, a lcshorcs del node 10 sortiran 
les arestes 100 i 101, la pr imera es dirigirá al node 00 i la 
segona al node 01. 

A m b la construcció d 'aques ts grafs es pot construir d ' u n a 
manera mol t visual diferents paraules fc-completes de manera 
inolt senzilla, per exemple , ens deinanain construir paraules 
4-coinpletes i 5-completes. Const ru i rem només el graf per a 
k = 4, el graf és el següent 

0000 

1111 

Ara només ens h e m de situar a un node i recorrer cada are 
una i només una vegada. Per cxemplc , una paraula 4-completa 
que comenci amb el node 0 0 0 seria 

0000111101011001000 

Si co inençam en el vértex 110, ob ten im per exemple , 

1100001001111010110 

Per a construir una paraula 5-complcta s 'hauria de fer la 
construcció del graf corrcsponcni , despres , una vegada fcl j a 
és molt fácil, un exemple de paraula 5-completa és 

111100000100011010011101100101011111 

F ins aqu í h e m donai un inètode per trobar paraules 
¿ -comple tes mil jançant la construcció de grafs coni j a s 'ha 
dit abans, ara bé, aquests grafs sempre adinenten un circuii 
euler ià? Ja que en cas contrari no sempre podrem fer fis 
d ' aques t melode . La resposta és afirmativa, de fet existeix un 
teorema que ho corrobora, és el següent 

Un graf dirigit té un circuii eulerià si i només si és connex 
i tots els seus nodes leñen e! inaieix grau de sortida que 
d'arribada. 

Obviarnenl , els nostres grafs són d ' aques t estil j a q u e si n o 
n o t indria sentit parlar-ne d ' aques t teorema. 

Ilein de provar les dues iin plicae ions, la i m p l i c a d o cap a 
la dre ta és m e s fácil, de fet ho provarem per contrarecíproc. 
Vegein-ho. Volem provar que si un graf no és connex o els 
seus nodes no teñen el mateix grau de sort ida que d 'a r r ibada 
aleshores el graf en qüest ió no és eulerià. Si el graf no és 



connex óbviament no sera euleria j a que existirán dos noeles 
q u e n o es podran unir mitjancant una trajectória sense repetir 
els ares. Per altra banda, si existeix qualque node tal que 
el grau de sortida sigui diferenl al grau d 'ent rada aleshores 
lanipoc es podra recorrer tots els ares, per exemplc , si en un 
node ci grau de sortida és superior al grau d ' en i rada ni hauran 
soriidcs que no es poden recorrer i per lanl no és euleria. 

Vegcm ara Falira i m p l i c a d o , que si un graf és connex 
i lois els seus nodcs leñen el tnaicix grau de sou ida que 
d 'a r r ibada aleshores té un cireuit euleria. Per demost rar -ho 
farein indueeió sobre el nombre d 'a rcs . Vegeni que per a 3 
ares és cert. Un graf dirigit que sigui connex, a inb tres ares i 
q u e el grau d 'ent rada a cada node sigui igual al de sort ida h a 
de ser de la forma 

1 

4 0 

2 • 3 

q u e efeetivament té un cireuit eulerià, és C = ( 1 , 2 , 3 , 1 ) . 
Suposem ara que la propietat també és eerta si el nombre 
de ares és 3. <J, — k - 1. Vegeni que també és certa si el 
nombre d ' a rcs és k. La idea és construir un graf euleria 
a m b la hipótesi d ' inducc io . Jil q u e fcim és cercar un circuii 
qualsevol en G, suposem q u e hem eomeneal en un vértex v, 
i formem un circuii C\ que acabi en víy si aqucsl circuii ha 
passai per tots els vèr texos aleshores j a hem acabat , en cas 
contrari el que feim sera suprimir els ares einprats al cireuit 
C]_. Ara s 'hauran ereat una o mes eoinponents connexes en 
G i cada una satisfa que el nombre d ' a rcs és menor que 
k, i coni G satisfa les hipótesis d ' i nducc io aleshores cada 
componenl connexa és euleriana. Ara hem d 'unir- los de lai 
manera que aquesta unió sigui un circuii euleria però això és 
moli fácil, només hem de comenca r en un deis vériexos on 
s 'uneixen ducs o mes de les componcnis connexes i recorrer 
el graf com la unió de les componcn is . 

D 'aques ta manera ens asseguram de que donat qualsevol 
k > 3 existeixen paraules fc-eompletes, j a que el graf que hem 
definii abans sempre és construi'ble i c o m acabam de demost rar 
q u e sempre podrem trobar un circuii eulerià aleshores sempre 
hi haurà paraules ¿-comple tes . Per a k = 1 ,2 també, j a que 
les paraules 0 1 , 1 0 son 1-compleics i de 2-completes j a les 
hem vistes abans, per lant podem coneloure q u e per tot k > 1 
exisicixen paraules k-completes. 


