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Abstract—Un deis objectius de 1'inlormalica es propore¡«Dar
nos eines per a simplificar la nostra vida qm ¡lidiaría. U D deis 
prohlemes que ha de resoldre és el traclament d'imatges: Per 
exemple, un fons que, amb el pas del lemps, s'han deteriora! i 
volcm recuperar parí de 1'mTormació, o que les nostres cameres 
digitals arreglin els despcrl'cclcs que es producixen a la fotograba 
per i a nostra inexperiencia en el maneig d''aquesta eina. Aquesls 
son alguns del usos que ('informática resol i que a les seves 
solucions es troben unes cines matemátiques consolidades. 

Index Terms—Shock filters. cquacions en derivad es parcials, 
cálcul numéric, aproximado numérica, tractamenl d'imatges, 
enfocamenl. 

I . I N T R O D U C C I Ó 

X A passada década ha hagut un gran augment de 
1 J Piitilitzacift d'equacions en derivades parcials dins el 

camp de la visió per ordinador i el processament d'imatges. 
S'han desenvolupat aplicacions, anib una rigorosa teoría al 
darrera, que teñen objectius coni la millora d'imatges i elitn-
inació del soroll, segmentado, seguiuient d'objectes i molt 
mes. Hs poi vcure mes sobre aqüestes aplicacions a [2]. A 111 
Oshcr i Rudin proposen una equació hiperb&lica, anomenada 
shock filter que poi servir com un algorisme estable per 
a l'enfocament d'imatges aproximanl dcconvolucions, una 
convolució es una generalil/ació de fer una miija ponderada, 
lin el cas d'imatges sol referir-se a que l'imatge s'ha difuminai. 
Una deconvolució és el procés invers que, matematícament, és 
un problema mal posal. Vegem en el cas unidimensional un 
exemple. En la figura 1 veitn la (unció signe i el resulta! de 
la convolució amb un nucli de Gauss. L'objectíu deis Shock 
Filters és partint de la convolució recuperar la fundó inicial. 
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h'ig. I. Aquesta gráfica representa una convolució. el que volem trabar és 
el melode que ens retorna la funciii original. 

I I . PLANTEJAMENT DEL PROBLEMA 

La fonnulació de l'equació diferencial del shock Bíter, 
proposada per Oshcr i Rudin, és: 

ut = -\ux\F(uxx}, x e (a,b),l > 0, (1) 

on F salisfa /•'(()) 0, F(s) • sign(s) > 0. A mes, la solució 
del problema que cercam lendra com » condicions iniciáis 
u(x,0) = uo(x) i condicions de frontera de Neumann1. Si 
dcíinim F(s) = sign{s) ens queda l'equació classica del 
shock liltcr 

ut = -\ux\sign{v,xx). (2) 

lin el cas bidímcnsional l'equació del shock liltcr es sol 
genera li Izar amb 

ut = -sign{Au)\Vu\,x ¡E Q,t > 0, (3) 

on Vw és el gradient2 de u i Aw el Laplacia3 de « . 
Algunes propietats generáis del shock filter son 

• En els punts d'infiexió4 el valor de la funció no canvia. 
• Lis extrems locáis no varien al llarg del lemps ni se'n 

creen de nous. 
• La solució esiacionaria és constanl a Irossos, amb discon-

tinuítats ais punís d'infiexió de uo-
» El procés aproxima la deconvolució. 

I I I . C A S U N I D I M E N S I O N A L 

En el cas unidimensional el nostre objectiu és trabar una 
funció u : (a, b) x (0, | oo) R solució de l'equació 
diferencial (2) amb condicions iniciáis u(x,0) = u0(x) i 
satisfeni les condicions de frontera Neumann. 

El valor de u(x, T) ens proporcionara Fevolució en l'instant 
T de la condició inicial UQ(X). 

A, Esquema numéric 

El métíxle numéric que hem fel servir per resoldre aquesta 
equació diferencial és un inélode que ens peruiet obtenir una 
aproximado del valor de la funció en uns punts triats. 

Volem obtenir la solució en un interval [a,b], definün h = 
^f- on M sera el nombre de passes desitjades i xm = a+m-h 
(m = 0 , . . . , M ) sera la m-éssima passa. Per altra banda, per 
a la variable temporal escollim uns valors T i N, on T sera 

1 = 0 on n és la direcetá perpendieular a la frontera 
2E1 vector (tij.ttp) 

4 La segona derivada es ¿ero 
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el temps Snal que volein calcular i N el nombre d'iteracions 
que voleui fer, i definini k = j^,tr¡ = n • k (n = 0 , . . . , N)5. 

Denotareni per (w)^, l'aproxíinació de la funció u en el punt 

( ^ m j ) • 

Amb la nolació anterior, resquema numéric peí cas unidi
mensional es: 

< + 1 = < - H ( « X W ( « * = X ) > 

on aproximan! la primera derivada per 

(4) 

La funció minmod es dclincix com 

sign{x) + sign{y) 
mmm.od(x,y) = min{|3;|, \y\). 

Amb la funció minmod oblcnim una bona aproximació de la 
derivada ux en el puní que dcsiijam: 

• Si la derivada te signes diferenls en les dues direccions, 
a prop tenim un míniín/niaxim i per tanl aproxiinam la 
derivada per 0. 

• En altre cas, es queda amb la derivada mes pelita. 

Aproximam la segona derivada de •« amb resquema elassie 
de tres punts. 

\UXX¡m ~ 
im+l lm-\ (5) 

En ambducs aproximacions podrían lenir problemcs en el 
cas m = 0 (i m = M) ja que en les formules haurícm 
de eoncixer u% (o «Xr+i) Q u e n o h c m dclinil. Lmprant la 
condició de frontera 

(x)=0 
dn 

que es Iradueix per 

v,x{x) = 0 

x € d[a, b] 

x = a o b 

i aproximant aquesta derivada amb un esquema de 
diferencies cenlrades 6 obtenim que 

1M + 1 «JW I 

B. Algorisme 

L'algorisme per a la resolucíó numérica amb aquest es
quema es pot resumir en 

1) = u0(xm) 
2) n = 0 
3) Í C m = t*| + I \H(&*x'&¡ Cení ús de les apro

ximacions esmenlades. 
4) Incrementar n, si liem arribat a n N param. Si no, 

tornar a la passa % 
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Fig. 2. Shock lilla de l;i convoludó do u(x) — sign(x) (h - 0.01 i k — 
0.005 amb 20 iteradons) 

C. Exempies 

Vegein primer de tol que passa si a la funció que era la 
convolució de u{x) = sign(x — 0.5) (Fig 1) li aplícain el 
shock fdter (Fig 2) 

Per lant en un principi, segons podem observar a Fig 2, el 
shock filter és una deconvolució. 

Vegem ara un altre exeinple d'aplicar l'algorisme a la funció 
V.Q(X) = x • cosx. 
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Fig. 3. Shock filier amb uo(x) — xco&ix), amb 100 i 20(K) iteradons (h 
= 0.1, k = 0.01) 

Observem a Fig. 3 que ais extrems relatius i ais punts 
d'inflexió el valor de la funció no varia. També es pol apreciar 
que el melode esglaona la funció conservaní aquests punís 
confiicüus (cxlrcms relatius i punts d'inflcxió). 

Fins ara no hein imposat cap condició ais valors de h i k, 
pero és necessari que coinplesqui una certa condició coneguda 
com condició CFL. Podem observar a Fig. 4 que si agafam uns 
valors no apropiats, el inétode pol produir errors no desitjats. 
Aquesta condició CFL determina Tesiabüilal del melode, que 
com es pol veure a [1], el melode sera estable si £ < 1/2 

5Kn aquesl cas hem fet la parljció de linterval |0.7'| 

19 
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Fie. 4. Shock filler anib u0(x) — icos( i - ) , amb 200 iteracions ( f i= 0,1, k 
= 0.2 ) 

I V . CAS B I D I M E N S I O N A L 

A continuado farem un petit estudi de Fequació del .Shock 
Filter en el cas bidimensional. Sigui il C R'2 obert, volem 
Irobar una fundó u : í i x (0, +oo ) —̂  K solució de l'equació 
diferencial 

U i = -\Vu\F(Au), x e Q , í > 0, 

amb condicions iniciáis w(a,\ y, 0) = v,(¡{x,y) i les condi
ciona de frontera Neumann 1 . 

Aqucsia cquaeió' diferencial mamé les propiciáis men
cionados peí cas general ja que les relacions necessarics cnire 
V'A í es manlenen per |V«| i A u 8 y 1 D . 

El valor de u{x,y,T) ens proporcionara Pevolució en 
l'instant T de la funció UQ(X: y). 

A. Esquema 

Tal com hem fet en el cas unidimensional, farem una 
partició del nosire domini í í , que eonsiderarem rcctangle. En 
el nosire cas volem aplicar el mclode sobre una imalgc, per 
tant la discreiiizació de la funció ja ve donada pcls pixels 
de l'imalgc. Només ens queda escollir el temps final, T, i el 
nombre d'iieracions, N, que volem calcular. 

En aquest cas denotam per u"j el ni ve II de gris del pixel 
(t, j) en el temps t n = n • j¡ (n = 0 , . . . , N). 

Amb aquesta notacíó el nostre esquema és: 

< r = < í - K v < l F « A 0 -
Recordam que 

\Vu\ = yjul + u2, Au = U s a + % í f i 

on, per aproximar aquesis valors, farem ús de les maieixcs 
fónnules (4) i (5> ulililzades en el cas unidimensional, per 
aproximar ux, «¿y, » l t i uyy. 

8En tot mínim/maxim, |Vu| = 0 
''En tot mínim. Au > 0 
10Eq tot maxim: Au < 0 

He. 5. Desquerrá a (treta; Imatse original. T ~ 0.2 i N — 4, T — 1.8 i 
N = 36 

Fig. 6. A diill lonim I» imalyi: original. A l'esquerra la imalHi: processada 
amb 4 iteracions fins a arribar al templs T — 0.2. A la dreta després de 36 
iteracions per a arribar al temps T = 1.8. 

B. Exemples 

Vegem com es comporta aquest métode sobre imatges. 
Primer ho farem sobre una imatge artificial per a veure el 
seu comportainent basic. Totes les proves s'han fet amb un 
increment k = 0.1 per a la variable espacial ftant en la 
component X com en la Y). Recordein que és necessari que 
els valors de h i k satisfacin la condició CFL que, en el cas 
bidimensional, és | < 1/4, ja que F(x) = sígn(x) [1] 

A Fig. 5 podem observar el mateix efecte que es produeix 
a la Fig. 3 pero sobre una imatge. El métode esglaona aquesta 
imatge borrosa fins que recuperam, bantant bé, uns rectangles 
ben dcfmiis. 

Anem a veure com funciona el métode sobre imatges reals. 
Primer hem fet ús d'aquest métode per a veure com es 
comporta sobre el reflexe en aigua (Fig. 6) 

Vegem ara que passa si aplicam el métode a una imatge 
classica dins el tractament d'imatges després d'haver-la de
senfocar {Fig 7). Notein que hem aconseguir part del nostre 
objectiu, les vores de la imatge es veuen mes m'tídes. Pero, hein 
pagat un preu per aquesta nitídesa, i és que les vores comencen 
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a pixelar-se molt. En l'exemple on la imatge origina! és molt 
mes borrosa, encara que el métode aconsegueix realcar les 
seves vores, obteníni un resultat mes artificial, quasi pareíx un 
dibuix. 

Hg. 7. A l'esquerra tenim dos emborronamems i1e l'imatge original, i a la 
drcla rcnim la imalgc despnís dt; lü ileradons amb k — U.025, 

V . C O N C L U S I O N S 

La poca quanliíai d'equacions diferenciáis que leñen solució 
analítica ha fcl que els malcmalics comcnccssin a desenvolupar 
eines per a oblcnir una aproximado numérica d'aqucsics 
ja en el segle XVIII : Ixonhard (iuler (1707-1783) invenía 
el primer métode per resoldre'n, época en que era im
pensable l'existéncia d'unes maquines que ens poguessin 
executar aquests inétodes amb rapidesa. Ara que ja tenim 
una maquinaria suficientment potenl, els malematics, i no 
mateinatics, s'han donat compte de la potencia de la resolució 
numérica d'equacions diferenciáis. No només peí tractat en 
aquesi ariiclc, siníi en innombrables cscenaris com poden ser el 
cálcul de la trajeclí>ria de saicl liis, modelaige del creixcmenl 
d'una poblado o de la oferta i demanda d'un producte, etc. 
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