Treballs Docents curs 2008 / 2009

Biblioteca per a la simulacié de la codificacio 1 la
descodificaci6 amb codis BCH 1 RS

Juan Gabriel Gomila Salas
Llicenciatura en Matematiques

I. INTRODUCCIO

Considerem el diagrama de transmissié d’informacié re-
presentat per la figura:

soroll

—N

A causa del soroll que subsisteix sempre en qualsevol
canal de transmissié, és gairebé inevitable que el receptor
obtingui el missatge enviat havent sofert algunes alteracions
dels seus simbols (en el cas binari, canvis de 0 per 1 i
viceversa). L'tinica possibilitat de detectar aquests errors és
enviar la informacié juntament amb digits suplementaris,
anomenats de control, mitjancant una certa regla (codi)
coneguda tant per ’emisor com pel receptor.

codificador

emissor }_’

dc.\codi!'(cudsari—.l receplor

Una manera de garantitzar la fiabilitat en la
transmisié d’informacié per canals, com per exemple,
una imatge que ens arribi des d’un satelit geoestacionari,
una cangd en format mp3 és amb els codis codificadors
i correctors d’errors. En particular, s’empren dos tipus de
codis, coneguts amb el nom de BCH i RS, el fonament dels
quals es basa en la teoria de cossos finits. Per aprofundir
més dins aquest camp cal esmentar el llibre [1], en el qual
ens hem basat per desenvolupar aquests exemples.

En aquest article es presenta la implementacié d’una
biblioteca en Mathematica 6.0 [2] per fer una simulacié com-
pleta per poder veure i treballar, en detall, la codificaci6 i
correccié d’errors amb aquests dos tipus de codis . Si
algl esta interessat en provar, per si mateix, exemples amb
dita biblioteca, només cal que us poseu amb contacte amb
algun de nosaltres, qui us podra dir com accedir-hi de manera
gratuita. A més, pensant en la facilitat que haurien de tenir
els usuaris per poder emprar una biblioteca implementada per
una altra persona, s’hi ha incorporat una ajuda interactiva, on
fer preguntes sobre com explotar-la al 100 %

II. CONSTRUCCIO D’UN COS FINIT, O DE GALOIS
. (F[x}/(f(x))a+mod f(x)> ‘mod f(z)) és un cos si i

només si f(z) és un polinomi irreductible sobre F[x],
essent F' un cos.

" Si F = F, = (Zp,+modps'modp) i f(x) és un
polinomi irreductible de grau n sobre Fj, aleshores

(F[‘T]/(f(x))? +mod f(z)s "mod f(gc))

és un cos amb p" elements.
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Els elements del cos sén els diferents residus modul
f(x) i per tant es poden representar com polinomis de
grau menor o igual a n amb coeficients dins Fj,.

Es a dir: Va(z) € Fylz]/(f(z), a(z)
An_12" 't an_2x" 2+ ...+ a1z + ao; a; € Fp.

Pels codis que construirem posteriorment, utilitzarem el
cos de Galois sobre F; amb el polinomi irreductible f(z) =
xz* + 2% + 1. Aleshores podem considerar I’isomorfisme
GF(2%) = Fyz]/(f(x)) agafant una arrel o de f(x); és
adir fla)=0=a*=a*+1ia'5=1:
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III. CoODIS BINARIS, LINEAIS I cfcLicS: BCH

Un codi binari, lineal i ciclic C'(n, k) pot ser considerat
com I’ideal principal de Zs[z]/x™ — 1 generat per un
polinomi monic g(x), divisor de ™ — 1. Si el grau de g(x)
és r, aleshores es satisfa la relacié k = n — r, essent k la
dimensi6 de C, com a subespai vectorial de F3'.

Codificar una informacié a = (ao, a1, .., ak—1),a; € Za,
esdevé en trobar la paraula-codi v = (vg,v1, ..., Un—1), de
manera que els polinomis associats respectius compleixen:

o) = a(x) - g(x).

Els codis BCH van ser introduits per Hocquenghem
(1959) i Bose, Chaudhuri (1960), com a generalitzacié dels
codis de Hamming, perd amb capacitat correctora ¢ > 1.
Aquest tipus de codis venen definits per dos parametres m
i t, que verifiquen el segiient teorema:

Teorema
Per a tot sencer n de la forma n = 2™ —1, m > 3, i per a tot
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nFl= 9 =BCH[pol2, 3]

El codi BCH construit té longitud 15, dimensid 5§, capacitat correctora 3,

distancia winima entre les paraules 7, i el seu polinowi generador és

3 g [ & ] 10
ol L+®™ +2 +3 X +3 + X

nfE]= v=Codificacio[{1, 0, 1, 0, 0}, g]
Out[3]= Lextex® anfanen® eatten®®

nEl= e=X+x"*3+ x5

Oup)s KK + ¥

n[i0]:= u=PFolynomialMod[vr+e, 2]

P4 6 %4 11 1i
Out(ii]= L+ X +X + X+ +X +X +X +X

infi1]:= Descodificacio[u, g, M, 1, 15, Fal=se];

H 5 12 i _lg
Six)l= lex+X +X 07 +xX o

1x+x? extot? ox?fol® «f
£

Taula:

lex+xtexial? axfa® 0

Lax+x®+x o exfol? wfasne? exfof e xte? xof

Tex+xiexiol? axfo® osxa? exfof vxta? lexosxfodex®all ot exalt
oot exfolixta® lixosxiatsxtal ot ot wa' ot
— Lexat s o o™ ena®™ wof sxa® ol +xfa®® +xfa® v xa® + 2ot
, Hatriu 10 11 1z r 12
[l ey l+ma™ +x° o

[1H }13025+C(u+}:

El wector d'error introduit ha estat: x+x +x°

El nissatge enviat ha estat: l+xt

Figura 1. Exemple de la simulacié d’un codi BCH.

sencer t tal que n —¢-m > 0, existeix un codi binari, lineal
i ciclic t-corrector, de llargaria n, dimensié k >n —t-m i
distancia minima d > 2t+ 1, que té per polinomi generador:

g(z) = m.cm. (m1(z), m3(x), ..., mar—1(x))

essent m;(z) el polinomi minim de o’ i o un element
primitiu de GF(2™).

Construccio del codi BCH de parametres m =4, t =3

En la figura 1 veim com s’ha resolt amb els algoritmes de
la nostra biblioteca.
El codi BCH sobre GF(2*) que construirem tindra una
longitud 15, una dimensié 5, capacitat correctora 3 i distancia
minima entre les paraules-codi 7. Els passos seguits son:

1. Construccié del cos GF(2*) (matriu (II)).

2. Cerca d’un element o € GF(2*) primitiu i agafar com

a longitud del codi n = 2* — 1 = 15.
3. Calcular el polinomi generador:

g(z) = m.c.m. (m1(z), ms(x), ms(z))
I S I I I Qg LU

Suposem doncs, que volem trasmetre el vector

d’informaci6 ¢ = (1,0,1,0,0), que té per polinomi
associat a(z) = 1 + x?. La informacié codificada és,
aleshores,

v(z) = g(x)-a(x) = 1+2" +2° +2° +2" +2° + 2" + '
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i 14 o5 11 o5 11
o +x o, Do X et eo, WX o+

Suposem ara que trasmitim la paraula codi v per un cert
canal, on s’ens introdueix un error a les coordenades 1,3 i
5

v = (10001111010110)

u=wv-+e=(11011011010110)

(és a dir, el vector d’error és e(z) = x + > 4 °). En aquest
cas, el polinomi associat al vector u que es rebra a la sortida
del canal sera

u(z) = v(z)+e(x) = 1+a+2* +z' +2f 2"+ 4o 422

IV. CoODIS BINARIS, LINEALS I cicLICS: RS

Els codis RS van ser introduits per Reed i Solomon (MIT,
1960), i tenen la propietat que pels parametres, n i k , tenen
la capacitat correctora més gran possible: d — 1 = n — k
(codis de maxima distancia separable).

Un codi binari, lineal i ciclic de Reed-Solomon (RS) és
un codi sobre GF(24), de largaria n = 2* — 1 i dimensid k,
tal que la seva distancia minima és d =n — k + 1, i té per
polinomi generador:

g(x) = (x —a)(z —a')..(z —a®)

on o és un element primitiu de GF(2*).
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f = RS[pol2, 7]:

El codi RS construit té longitud 15, dimensio 9, capacitat correctora 3

, distincia minima entre les paraules 7, i el seu polinomi generador és

T AT e $ 7 ¥ | e
JH)= X +X +X 0+ +X @ +X@ +X &

RS = SistematicCode[{a"5, 11,0, 0, 0, o, 0}, £, 7]
}'{E.[+}'{'LLE.(3+C[5+}A{SE.[5+}'«{3E.[E+}A{sC[s+}A{IE.['LL+}\'{?E.(J']'+}'«{‘1C[J"1
eRS carx+ax"d+ X "2+ A" 6xx"D

XDI+X2EI4+X5JS

uRS = SimplificarExpressio[M, vBS +eRS]
ot exP el vt ekt e xf et e kT ot e xtatt

Descodificacio[uRS, £, M, 7, 15, True]:

4 (R0 T T AL
Sl ¥ MO +X O +XT O 0 +X O
|x*+xa2+x9a9+x5al°+ot”+x2a“ =t wtaxof sxfal et al® e at? L xfalt 0
o Ixs Faxof exta’ e xt oo e xta!® xfoexa® o extal? o’ +ol?
Faxof et e xt oo e xfa!t xfoana® saf extal® o +x® alf 4 alt af vxolf
"o ano® ea exta®? wot exd ot 4 olt 2ot rod e xal? ey
: Lexwa exfa?® woena® 1o e eno®® v a®® o nfa® )
, Matriu: |

ot vxot? Lewa® ot onf o exaft
33 6, 10 e G 5 § 10
o ¥t +Ra e, Do oxto o, WX 4t + N

El wector d'error introduit ha estat: xo+x  a+x’af

: i 1104 £ F 5 3k L T S & L L
El missatge enviat ha estat: Xa+x @ +0 +2 o +3° 0 +X o +X @ +xX o

Figura 2. Exemple de simulacié d’un codi RS.

Construccio del codi RS amb m =4, t =3

En la figura 2 veim com s’ha resolt amb els algoritmes de
la nostra biblioteca. El codi RS que construirem tendra una
longitud 15, una dimensié 9, capacitat correctora 3 i distancia
minima entre les paraules 7.

1. Construccié del cos GF(2*) (figura II).

2. Cercar un element o € GF(2*) primitiu i agafar com

a longitud del codi n = 2% — 1 = 15.

3. Calcular el polinomi generador:

(z —a)(z—a")..(z — )

6 11 7.2 2 3 4
at+aoa r+arrt+ar+r o

g(x)

Per a la codificaci6, suposem que volem trasmetre el
vector d’informacié a = (a®,'1,0,0,0,a?,0), que té per
polinomi associat a(z) = o®z° + o'tz + 1.

Aqui consideram la codificacio sistematica:

T

v(z) = a(x) - 2" —p(x), onp(x) = a(z) - 2" mod g(x);

ir=graug(z)=d-1
és a dir, que en el nostre cas, resulta:

v(z)

=
aa+ma+x2all+x4al4+x3a6+

+J}50t6 +JJ6OC5 +$70611 +JJ110¢3

Suposem que introduim un error o la coordenada 1, a*
en la coordenada 2 i o en la coordenada 5.
Com abans, el polinomi d’error sera e(z) = za+ %o’ +

" +x

T x'& ul'l

polinomi:

u(z) =v(z) +e(z) =

o 1220 + 2% 1 ata 4 a0t 4 aTal 4 2'lad

V. DESCODIFICACIO: ALGORITME DE
BERLEKAMP-MASSEY

L’algoritme de descodificacié que descriurem aqui és de
I’any 1969, i és qtil tant pels codis BCH com pels RS.
Sigui u(z) = uo + w1z + ... + un—12™* el polinomi
associat al vector rebut a la sortida del canal de comunicacio,
6 on s’ha utilitzat un codi BCH o RS, construit sobre un cos
finit GF(2™), on a és I'element primitiu (a®” = 1). Les
passes a seguir, que poden veure’s en les figures 11 2 sén:
d—2
= Calcular el seu polinomi sindrome S(z) = Zu(ai) -
i=0
z'. El seu grau és sempre < d — 1. Els polinomis
sindrome obtinguits respectivament en cada exemple
anterior son:

2 14 3 5 13
Speu(z)=14+z+z°a " +2° +2°a
13 2 2 14 3 9 4 5 10
Srs(z)=a’4+za”"+z°a " +2°a” +2" +2’a
= Es realitzen una série de divisions successives, donades
per l'algoritme d’Euclides extes, que pot consultar-se
en [1] i que ens déna una matriu de la forma:

Py Qx

z%a®, i per tant pel canal es rebra el vector u que té per
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a1 -1 1\ ([ q 1
- 1 0 1 0 1 0
= Calculam, pel teorema de Dirichlet:

i) El polinomi localitzador d’errors, que és: o(x) = Q.
En els nostres exemples resulten, respectivament:

11 11 2 14 3 5
oBcH & +za +ra +rra

ORS : alo + maG -+ x3a3
ii) El polinomi avaluador d’errors, que és: w(z) =
(=1)*rg(x). En els nostres casos:

wpcH(x) = 220’ + o'l

WRS = $2a5 + as + xalo

= Calcular els zeros de o(x). Si els errors estan localitzats
a les coordenades £ = {ki,k2,...,k.}, aleshores els
zeros del polinomi localitzador o () son =7 on i € E.
Aixi, obtindriem les coordenades on tenim un cert error
(1,3i5enel primer casi 1, 21 5 en el segén)

= Calcular els valors dels errors per: w(a?)/o’(a?) =
—e; on o = L pels i € E i o'(a) indica la
derivada del polinomi localitzador o(z) avaluada
a of. Aixi, tendriem finalment quin vector d’error
se’ns havia introduit. Simplement sabent el tipus de
codificacié usada, es pot fer el procediment invers, i
descodificar, obtenint la informacié que inicialment
haviem enviat.
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