GENERACIO ADDITIVA DE FUNCIONS D’AGREGACIO
CONJUNTIVES I DISJUNTIVES DISCRETES

Tesi Doctoral
AUTOR: Jaume Monreal Garcies

DIRECTOR: Gaspar Mayor Forteza

Departament de Ciencies Matematiques i Informatica
Universitat de les Illes Balears
Juny 2012



Jaume Monreal Garcies: GENERACIO ADDITIVA DE FUNCIONS D’AGREGACIO CON-
JUNTIVES I DISJUNTIVES DISCRETES, Tesi Doctoral
Programa de doctorat de MATEMATIQUES

Palma, Juny 2012



D. Gaspar Mayor Forteza, Doctor en Ciencies Matematiques per la Universitat de les Illes
Balears i Catedratic d’Universitat de I'area de Ciencies de la Computaci6 i Intelligencia
Artificial del Departament de Ciéncies Matematiques i Informatica de la Universitat de les
Illes Balears,

FA CONSTAR:

que la present memoria “GENERACIO ADDITIVA DE FUNCIONS D’AGREGACIO CON-
JUNTIVES I DISJUNTIVES DISCRETES” presentada per Jaume Monreal Garcies per optar
al grau de Doctor en Matematiques, ha estat realitzada sota la seva direcci6 i reuneix la
suficient materia original per ser considerada com a tesi doctoral.

Palma, a 15 de juny de 2012

El director, L'interessat,

Gaspar Mayor Forteza Jaume Monreal Garcies






A la meva parella Mayra
Al meu fill Albert






ABSTRACT

This work defines the concept of additive generator of discrete t-norms and discrete
t-conorms on L = {0,1,...,n} by using one-place functions f : L — [0, +00), their pseu-
doinverses, which is also defined, and addition. General results on additive generation
of disjunctions (t-conorms are the associative disjunctions), characterizations of basic
t-conorms generators, as well as the relationship between the additive generator of a
disjunction and its dual conjunction, are also established. Multiplicative generation is also
taken into account.

An algorithm based on Gamma algorithm of convexity theory is set out to decide
when a disjunction can be additively generated. This paper also contains examples of
t-conorms, disjunctions and commutative copulas —all of them discrete—; some of them can
be additively generated, but others cannot.

The relationship between additive generation with ordinal sum is studied, as well as
with nesting procedure, a more general method to construct disjunctions than the first
one. The Sy family of t-conorms with a similar structure of Lukasiewicz t-conorms is
shown, both are obtained when considering generators with range closed by addition. The
concepts of concave and convex generator, respectively determining Archimedean and
smooth disjunctions are also introduced. Associative convex generators are characterized.
Additive generation of smooth and bi-valued disjunctions and t-conorms on L* are also
studied, a characterization of the associative ones is obtained and an algorithm to build an
additive generator is determined (all of them can be additively generated). A bi-valued
family of t—conorms on L* that can be additively generated are also presented.

This study also insists on the applicability of additive generation when referring to the
condition of T-transitivity for finite-valued indistinguishability relations. Finally, relation-
ships between additive generation of a t-conorm S and the properties of its corresponding
S—implication are also studied. According to order and generalizated modus-ponens prop-
erties, mixt additive generators are defined. Several of these associative examples are
presented at the end of this paper, built from standard additive generators of Maximum
and Drastic t—-conorms, and some Lukasiewicz t—-conorms generators.

RESUM

En aquest treball es defineix el concepte de generador additiu de t-normes i de t-conormes
discretes sobre L ={0,1,...,n} usant funcions d’una sola variable f : L — [0, +00), la seva
pseudoinversa, que també es defineix, i I'operacié suma. S’hi estableixen resultats generals
sobre la generaci6 additiva de disjuncions (les t-conormes sén les disjuncions associatives),
les caracteritzacions dels generadors de les t-conormes basiques, aixi com la relaci6 entre el
generador additiu d'una disjunci6 i la seva conjuncié dual. També es considera la generacié
multiplicativa.

Es planteja un algorisme per a decidir quan una disjuncié és additivament generable,
basat en l'algorisme Gamma de la teoria de convexitat. Al llarg del treball es mostren
exemples de t-conormes, disjuncions i copules commutatives, totes elles discretes, algunes
additivament generables i d’altres que no.
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S’estudia la relacié que hi ha entre la generacié additiva amb la suma ordinal i amb
I’anidament, un metode de construccié de disjuncions més general que la suma ordinal.
Es mostra la familia S de t—conormes amb estructura semblant a la de la t-conorma
Lukasiewicz, que s’obtenen en considerar generadors amb rang tancat per la suma. S'intro-
dueixen els conceptes de generador concau i generador convex que determinen, respectiva-
ment, disjuncions arquimedianes i disjuncions suaus. Els generadors convexos associatius
son caracteritzats. S’estudia la generacié additiva de les disjuncions i les t-conormes suaus i
bivalents sobre L*; s’obté una caracteritzacié d’aquelles que sén associatives i es determina
un algorisme per construir-ne un generador additiu (totes sén additivament generables).
També es presenta una familia de t-conormes bivalents sobre L* que sén additivament
generables.

S’insisteix amb l'aplicabilitat de la generacié additiva quan es tracta de manejar la
condici6 de T—transitivitat per a relacions d’indistingibilitat amb valors en un conjunt finit.
Finalment, s’estudia la relaci6 que hi ha entre la generacié additiva d"una t-conorma S i les
propietats de 1’S—implicacié corresponent. Amb motiu de les propietats d’ordre i modus
ponens generalitzat, es defineixen els generadors mixtos. Diversos exemples associatius
d’aquests es presenten al final del treball, construits a partir dels generadors estandars de
les t-conormes maxim i drastica, i d’alguns generadors de la t-conorma de Lukasiewicz.

RESUMEN

En el presente trabajo se define el concepto de generador aditivo de t-normas y t-conormas
discretas sobre L ={0, 1, ...,n} mediante el uso de funciones de una sola variable f : L —
[0, +00), su pseudoinversa, que también se define, y la operacién suma. Se establecen
resultados generales sobre la generacién aditiva de disjunciones (las t-conormas son las
disjunciones asociativas), las caracterizaciones de los generadores de las t-conormas bésicas,
asi como la relacién entre el generador aditivo de una disjuncién y su conjuncién dual.
También se considera la generacion multiplicativa.

Se plantea un algoritmo para decidir cuando una disjuncién es aditivamente generable,
basado en el algoritmo Gamma de la teoria de convexidad. A lo largo del trabajo se mues-
tran ejemplos de t—conormas, disjunciones y cépulas conmutativas, totas ellas discretas,
algunas aditivamente generables y otras no.

Se estudia la relacién que hay entre la generacién aditiva con la suma ordinal y con
el anidamiento, un método de construccién de disjunciones mas general que la suma
ordinal. Se muestra la familia Sy de t-conormas con estructura semejante a la de la t-
conorma de Lukasiewicz, que se obtienen al considerar generadores con rango cerrado
por la suma. Se introducen los conceptos de generador céncavo y generador convexo
que determinan, respectivamente, disjunciones arquimedianas y suaves. Los generadores
convexos asociativos son caracterizados. Se estudia la generacién aditiva de las disjunciones
y de las t-conormas suaves y bivaluadas sobre L*, obteniéndose una caracterizacién de
aquellas que son asociativas y determindndose un algoritmo que permite construir un
generador aditivo (todas son aditivamente generables). También se presenta una familia de
t-conormas bivaluadas sobre L* que son aditivamente generables.

Se insiste en la aplicabilidad de la generacién aditiva cuando se trata de manejar
la condicién de T-transitividad para relaciones de indistinguibilidad finito—valuadas.
Finalmente, se estudia la relacién que hay entre la generaciéon aditiva de una t-conorma S
y las propiedades de la S—-implicacion correspondiente. Con motivo de las propiedades de
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orden y modus ponens generalizado, se definen los generadores mixtos. Diversos ejemplos
asociativos de éstas se presentan al final del trabajo, construidos a partir de los generadores
estdndares de las t-conormas méximo y drastica, y a partir de algunos generadores de la
t—conorma de Lukasiewicz.
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INTRODUCCIO

La logica borrosa és una eina per a la representaci6 i gestié de la vaguetat. La intersecci6
i uni6é de conjuntos borrosos es defineixen via funcional mitjangant les normes i les
conormes triangulars (per abreujar, t-normes i t-conormes) respectivament. A partir
d’aquestes operacions s’interpreten les connectives conjunci6 i disjuncié que formen part
de l'estructura de la logica borrosa. Referéncies fonamentals en sén [42, 3]. Els treballs
de J. Lukasiewicz van fer possible la consideracié de sistemes logics no classics, és a dir,
sistemes en els que una proposicié6 donada pot assumir més de dos valors de veritat. El
punt de partida d’aquests sistemes va ser la logica proposicional trivalent [15], que més
tard va ser generalitzada mitjangant els sistemes logics multivalents, que inclouen els que
tenen un conjunt infinit de valors logics. El sistemes borrosos contemplen un continuu de
valors logics representat per 'interval real unitat [0, 1].

Les t-normes van ser introduides per primera vegada per K. Menger en el context
dels espais metrics probabilistics [27]. Més envant, dins el mateix context, la definicié
de t-norma es completa i queda tal com es coneix avui en dia ([33, 35]). Actualment
també juguen un paper important en diverses arees, com son la teoria de la presa de
decisions, estadistica, teoria de mesures no additives i integrals [12], etc. Des d'un punt de
vista algebraic, una t-norma T és una operacié binaria sobre I'interval real [0, 1] de forma
que ([0,1], T, <) és un semigrup topologic commutatiu amb element neutre 1. De forma
similar, una t-conorma S fa que ([0, 1], S, <) tengui també estructura de semigrup topologic
commutatiu amb neutre 0. Un tractament molt general sobre t-normes definides sobre
conjunts parcialment ordenats pot trobarse a [4].

D’altra banda, en la major part de les situacions practiques es necessita discretitzar
Iinterval [0, 1] per tal de limitar els possibles valors de veritat a una escala finita. Per
aixo és important introduir i estudiar les t-normes i t-conormes definides, no sobre [0, 1],
sind sobre una cadena finita, diguem-li L = {0,1,...,n} (o, a Vegades,{O, %, %, o] }) ,
mantenint els mateixos axiomes que defineixen aquestes funcions en el cas continu. Es
pot trobar informacié completa sobre t-normes i t-conormes definides sobre [0, 1] en [12].
En aquesta monografia, es dedica també part d'un capitol a les t-normes discretes. La
introducci6 i I'estudi sistematic de t-normes en dominis discrets es deu a G. Mayor i J.
Torrens, autors de diversos treballs en aquest camp [24, 25, 26].

Tal com es veura en els preliminars i s’anira remarcant en altres moments, fer un estudi
en el cas discret sobre t-normes o fer-lo sobre t-conormes sén feines paral-leles, ja que per
cada t-norma hi ha la t-conorma (tinica) dual. En aquest treball, nosaltres ens centrarem en
les t—-conormes (discretes) per mor de la simplicitat envers les t-normes en les expressions
que s’obtenen i la notaci6 a utilitzar en l'estudi realitzat en el Capitol 2.

En ocasions es qiiestiona la necessitat d’introduir funcions d’agregacié discretes sota
I'argument que l'interval [0, 1] inclou els valors 0, %, %, e, “T*], 11 que ja es disposa d'un
cataleg de procediments d’agregacié sobre [0, 1] que poden ser aplicats als valors discrets
que s’utilitzin en cada situacié. Evidentment, si es disposas d'una teoria d’estabilitat satisfac-
toria relativa a t-normes i t-conormes, pot ser aixo faria canviar la nostra perspectiva. S’ha



INTRODUCCIO

de dir, per altra part, que I'estudi d’'una determinada propietat d"una funcié d’agregacié pot
presentar comportaments ben diferents segons que es tracti en [0, 1] 0 en un domini discret
de valors. Com veurem, la propietat de ser additivament generable és un exemple clar del
que estam dient. L'exemple que ve a continuacié mostra que, quan s’utilitza un nombre finit
de valors de veritat, usar t-normes definides sobre [0, 1] en comptes d’utilitzar t-normes
discretes pot donar lloc a la perdua de l'associativitat de I’'operaci6 resultant. Suposem que
es tenen dos conjunts, A i B, prenent com a conjunt de valors la cadena, amb els valors
ordenats de menor a major, L = {gens, molt poc, poc, moderadament, bastant, molt, totalment},
isigui u € U tal que A(u) = ‘poc’ i B(u) = ‘moderadament’, els valors de pertinenca de
I'element u als conjunts considerats. Suposem que es vol determinar el grau de perti-
nenca de I'element u al conjunt interseccié A N B, és a dir, (A N B)(u). Utilitzant la relacié
(ANB)(u) =T(A(u), B(u)), es plantegen dues opcions:

1. Elegir una t-norma discreta T definida sobre Lg = {0, 1,...,6} (n’hi ha 451) i, mit-
jangant l’assignacié natural (entre dues cadenes de 77 elements) ¢ : L — L¢ tal que
¢@(gens) = 0, @(molt poc) = 1, @(poc) = 2, @(moderadament) = 3, @(bastant) = 4,
@(molt) =51 @(totalment) = 6, calcular el grau de pertinenga de la manera segiient:

(ANB)w) = o' (T(e(AMW), (B(W)).

2. Elegir una t-norma T definida sobre [0, 1] i, mitjangant una assignaci6 ¢ : L — [0, 1]
injectiva i creixent, calcular el grau de pertinenca de la manera segtient:

(ANB) W) = o'~ (T(p(AW), o(B(w)),

1

on ¢~ s’hauria de definir també, doncs no necessariament T((p(A(u)), ol B(u))) €

Raneo.

S’observa que la possiblitat 2 presenta d’entrada els problemes d’elegir 1’assignaci6 ¢ i
definir (p(_1 ) és a dir, haver de decidir quin element de L és el més apropiat quan el resultat
de T((p (A(u)), @(B(u) )) no es correspongui amb cap element de L a través de 1’assignaci6 ¢.
Doncs bé, vegem a continuacié que utilitzant la t-norma producte sobre [0, 1], I'assignacio
@:L—A{0, %, %, %, %, %,g = 1} tal que @(gens) =0, @(molt poc) = %, ..., @(totalment) =1,
i considerant @ (=1 = @~1 0 Arrod (la funcié Arrrod que assigni a cada valor de [0,1] el

valorde L’ ={0, %, 2,...,1} més proper), I'operacié binaria T'(i,j) = @'~ (T((p(i), (p(j)))

rn ﬁ/
Yi,j € L, no és associativa:

T’ gens molt poc poc moderad. bastant molt totalment
gens gens  gens gens gens gens gens gens
molt poc | gens gens gens molt poc  molt poc  molt poc  molt poc
poc gens  gens molt poc molt poc  molt poc  poc poc
moderad. | gens molt poc molt poc poc poc moderad. moderad.
bastant gens molt poc moltpoc poc moderad. moderad. bastant
molt gens molt poc poc moderad. moderad. bastant molt
totalment | gens molt poc poc moderad. bastant molt totalment

Aquesta operaci6 binaria té la frontera d’una t-norma sobre L, és commutativa i creixent
en cada variable, perod no és associativa. En efecte, T'(T'(molt poc, moderadament), bastant) =
molt poc mentre que T'(molt poc, T'(moderadament, bastant)) = gens.



L’objecte d’aquest treball es basa en un problema antic (N.H. Abel, 1826) que consisteix
a determinar si existeixen construccions que involucrin funcions d’una sola variable i
'operaci6é suma (o el producte) de manera que en resultin funcions reals de dues variables
amb propietats algebraiques interessants, en particular 1’associativitat. Amb posterioritat,
els treballs d’Aczél (1949), Schweizer & Sklar (1961 i 1963) i Ling (1965) han estat importants
en el tractament d’aquest problema. Com es comprovara en aquest document, hi ha
diferencies importants entre el cas continu [0, 1] i el cas discret {0, 1,...,n}, diferéncies
que apareixen en adaptar la definici6 de generador additiu. Respecte del primer cas, hi
ha una serie de definicions i resultats que es poden trobar en [12], entre els quals hi
son els 1 — 5 que es detallen més avall. A continuacid, i en contraposicié als primers,
s’'indiquen les propietats analogues 1" — 5" del cas discret i que aniran apareixent durant el
desenvolupament del treball.

1. Donada una t-conorma S sobre [0, 1], un generador additiu de S és una funcié
f: [0,1] — [0,+00] estrictament creixent, continua per l'esquerra en 1, f(0) = 0 i
amb Ran f 4+ Ran f C Ran fU[f(1), +o0], de manera que S(x,y) = fED(f(x) +
f(y)) vx,y € [0,1].

2. Una operaci6 binaria sobre [0, 1] és una t-conorma arquimediana continua si, i només
si, té un generador additiu continu.

3. Una t-conorma additivament generable és necessariament arquimediana.

4. La t-conorma maxim, com que és continua i no arquimediana (té elements idempo-
tents no trivials), no té generador additiu.

5. Hi ha generadors additius no continus per a la t-conorma drastica i per a altres
t—conormes no continues.

En aquest document, s’adapta el concepte de generador additiu del cas continu. En fer-ho
ens trobem amb:

1" Un generador additiu d’una t-conorma discreta S és una funcié estrictament creix-
ent f: L ={0,1,...,n} — [0,400) i f(0) = 0 de manera que S(i,j) = fED(FA) +
f(j)) vi,j € L.

2" Les t—conormes divisibles (arquimedianes i no arquimedianes) sén additivament
generables.

3’ No és necessari que una t-conorma sigui arquimediana per ésser additivament
generable.

4’ La t-conorma maxim i d’altres t-conormes no arquimedianes tenen generador addi-
tiu.

5" La t-conorma drastica i altres t-conormes no divisibles tenen generador additiu.

En el cas continu, a partir d'una funcié f : [0,1] — [0, +o0], estrictament creixent,
continua per l'esquerra en 1, f(0) = 0 i amb Ran f 4+ Ran f C Ran fU [f(1), +-00], mitjancant
la construccié S(x,y) = (=1 (f(x) + f(y)) Vx,y € [0, 1] sempre s’obté una t-conorma. En el
cas discret, en canvi, aquesta condici6 és eliminada de la definici6é de generador additiu,
per la qual cosa perdem en general I’associativitat de les funcions sobre L que s’obtenen.
Aixo fa que s’hagi de parlar d"una disjuncié (funcié d’agregaci6 disjuntiva) en sentit ampli,
que soén funcions binaries sobre L = {0, 1,...,n} commutatives, creixents i amb 0 com a
neutre, i no de t-conorma. No obstant aix0, si hom agafa un generador que satisfaci la
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condici6é Ran f + Ran f C Ran f U [f(1n), +00) llavors s’obté una t-conorma arquimediana
(aix0 s’estudia en el Capitol 4).

Una de les linies de treball d’aquesta memoria és, per diferents families de disjuncions
discretes, caracteritzar aquelles que sén additivament generables. Al cas particular de les
t-conormes, s’hi dedica una atenci6 especial. Una de les diferencies més destacables entre
el cas continu i el cas discret és que en el primer, les t-conormes additivament generables
han de ser arquimedianes, mentre que en el cas discret no es déna aquest fet. D'una
caracteritzaci6 de les t-conormes additivament generables sobre L ={0, 1, ...,n} es podria
veure quina relaci6 hi ha entre aquestes dues propietats (tenir generador additiu i ésser
arquimediana). En els casos estudiats fins ara no s’observa cap relacié especial. Per posar
un exemple, en el cas de les 13775 t—conormes sobre Lg =1{0, 1,...,8} n’hi ha només tres
que no tenen generador additiu; aquestes,t—conormes no sén arquimedianes. D’altra banda,
utilitzant els metodes de suma ordinal o d’anidament de t-conormes, es poden construir
t—conormes no arquimedianes sense generador additiu.

L'altra linia de treball és la de determinar funcions estrictament creixents f: L — [0, +00)
amb f(0) = 0 que generin additivament operacions associatives (t-conormes). Aquest
problema és equivalent al de determinar els subconjunts finits A de nombres naturals,
A={0<a <a <...< ap}de manera que l'operacié *: A x A — A definida per
ai * a; = max{ax € A : ax < a4 + a;) (Suma amb retrocés) sigui associativa. En relacié
a aquest problema, Vicenik caracteritza en [41] els generadors de les t-conormes sobre
[0, 1] que s6n continues sobre la frontera de [0, 112 (en angleés, border-continuous t—conorms).
En aquest treball, I'autor mostra les condicions en qué una funcié f estrictament creixent
de [0, 1] en [0, +00] que satisfa lim,_,o+f(x) = 0 genera una t-conorma. Una d’aquestes
condicions és que un determinat conjunt finit de nombres naturals A, extret del rang de f,
amb l'operaci6 * considerada abans sigui una estructura associativa.

D’altra banda, en fer una analogia completa amb el teorema de representacié de t-
conormes continues, les t—-conormes discretes divisibles (suaus) estan caracteritzades
com a sumes ordinals de t-conormes arquimedianes ([24]). A més, la generacié additiva
és una forma d’obtenir t-conormes, diferent del procés estandard de la suma ordinal
d’altres t—conormes, a partir de funcions d’una variable. Aix0 s’aconsegueix fent ts de la
pseudoinversa d’una funcié monotona estricta, de manera similar a com es fa en el cas
continu ([35], [40]).

Aquest document consta de cinc capitols principals, a més de la introduccié: els preli-
minars, dos capitols de desenvolupament de I'estudi, aplicacions de la generacié additiva
i les conclusions del treball. En els preliminars (Capitol 2), es mostraran les definicions i
resultats ja coneguts, que s6n necessaris per al plantejament i desenvolupament dels altres
capitols.

En el Capitol 3, es defineix el concepte de generacié additiva de conjuncions i disjucions
(no necessariament associatives), es donen els primers resultats i es fa 1’estudi per a
determinar quan és que una funci6 d’agregacié disjuntiva té generador additiu o no. Per
fer aixo, s’extreuen els elements maximals i minimals de la taula de la funcid, reduint
el problema d’existéncia de generador al de la consisténcia d'un sistema d’inequacions
lineals. Els resultats necessaris per a tractar amb sistemes de desigualtats lineals, debils i
estrictes, els agafam de la teoria de la convexitat. Particularment, el punt clau en 1’estudi de
la consistencia d’aquells sistemes és la generaci6 del con dual d"un con donat. Dedicarem
part d’aquest capitol a proveir algunes eines sobre aquesta teoria per a després, finalment,
treballar en el desenvolupament del procediment per a determinar si una conjuncié o
disjuncié donada té generador additiu i, en cas afirmatiu, donar-ne un. A continuacié es
demostra que totes les t-conormes sobre L,, amb n < 7 tenen generador additiu, mentre
que en el cas n = §, com ja s’ha dit, n’hi ha tres que no en tenen. Es mostren les 22



t—conormes sobre L4 amb un generador additiu per cadascuna. Per acabar aquest capitol,
recordant que les copules commutatives sén conjuncions, s’estudia la generacié additiva
d’aquest tipus de copules i es mostren alguns exemples.

El Capitol 4 es dedica a mostrar resultats relatius a les dues linies de recerca que s’han
establert. Es comenca mostrant com obtenir un generador additiu d'una suma ordinal de
dues t-conormes que siguin additivament generables, i seguidamentment es presenta un
nou metode de construccié de t-conormes, I’anidament (nesting) de dues t-conormes, i es
mostren les condicions per tal que I’anidament sigui una funci6 associativa (i, per tant, una
t—conorma), aixi com la forma d’obtenir un generador additiu d’aquest si les t-conormes
inicials son additivament generables. Els primers resultats d’aquest tipus de construcci6 per
a t-conormes discretes van ser publicats en [16]. A continuacid, es presenta una familia de
t—conormes additivament generables del tipus Lukasiewicz, que sén aquelles t-conormes
el generador additiu de les quals és una progressi6 aritmetica. També s’introdueixen els
generadors concaus i convexos, se n’estudia el tipus de disjuncions que se n’obtenen i es
caracteritzen els generadors convexos associatius. Finalment, s’estudia la generacié additiva
de dos tipus de t—conormes bivalents sobre L*, i es mostra un metode per a obtenir un
generador additiu d’aquestes.

En el Capitol 5 hi podem trobar dos camps d’aplicacié de la generacié additiva: els
operadors d’indistingibilitat i les funcions d’implicacié. D'una banda, la residuacio i la
biresiduacié d'una t-norma T sobre L sén, respectivament, un T-preordre i un T-operador
d’indistingibilitat sobre L. Per aquests operadors hi ha un teorema de representacio,
semblant al del cas continu, que caracteritza els T-operadors d’indistingibilitat d’entre les
L-relacions sobre un conjunt X. D’acord amb aquest teorema, aquests operadors admeten
families generadores formades per T-operadors d’indistingibilitat definits a partir de L-
subconjunts de X (aplicacions de X a L). En aquest treball es mostra que quan s’utilitzen
t-normes additivament generables, la residuacio6 i la biresiduacié poden expressar-se en
termes d"un generador additiu de la t-norma, a més de poder obtenir els generadors d'un
T—operador d’indistingibilitat com les solucions d’un sistema d’inequacions plantejat a
partir d’aquest generador. Aquests i altres resultats es poden consultar en [31].

D’altra banda, en [18, 19, 20] s’han estudiat les funcions d’implicacié sobre dominis
discrets. En [18] s’estudien algunes propietats de les S—implicacions quan la t-conorma S
és suau; en el present treball es fa un estudi per a t-conormes additivament generables,
entre les quals s’hi troben les suaus. Es, per tant, un estudi més general que el dut a terme.
Del fet que una disjuncié discreta sigui additivament generable suposa poder representar-la
com una llista creixent de nombres enters positius. Aixd permet determinar disjuncions
(t-conormes, si es requereix associativitat) que satisfacin propietats préviament establertes.
Arrel de 'estudi de les propietats d’ordre i modus ponens generalitzat, es defineixen els
generadors mixtos i se'n mostren exemples particulars (generadors mixtos que sén meitat
convexos i meitat concaus) que determinen t-conormes, construits a partir dels generadors
additius de les t—conormes basiques.

Per acabar, al final del document, hi ha un capitol on s’exposen les conclusions del nostre
estudi i s'indiquen algunes linies de treball amb vista al futur. També es pot trobar el llistat
de les referencies d’aquells articles, llibres o capitols de llibre que han estat utilitzats per a
I'elaboraci6é d’aquest treball. I a mode d’annex, es podra consultar el codi font d’alguns
dels programes que hem implementat per a ajudar-nos en la recerca duta a terme.






PRELIMINARS

A continuaci6 s’introdueixen, sobre dominis discrets, els conceptes i resultats basics que
son rellevants en aquest treball. Els conceptes de funcié d’agregacié disjuntiva, t-conorma,
funcié d’agregacié conjuntiva, t-norma, divisibilitat, negaci6 forta i funci6é d’agregacié
dual, s6n importants en el nostre estudi, aixi com també ho és coneixer les principals
propietats dels diferents tipus de funcions d’agregaci6. El procés de construcci6 de la
funci6 d’agregacié suma ordinal d’altres dues funcions i el teorema de caracteritzacié de
les t—conormes divisibles juguen un paper destacat a ’hora de determinar families de
t-conormes additivament generables (vegi’s capitol 4).

En aquest treball, tots els resultats i problemes estudiats es refereixen sempre a un
conjunt finit totalment ordenat. No és rellevant la naturalesa dels elements que el formen,
sin6 el cardinal que aquest conjunt té. Es per aixd que per simplicitat considerarem en tot
el treball el conjunt de cardinal n+1, L ={0,1,...,n}amb n > 1 dotat amb 1’ordre usual.
Quan ens interessi remarcar expressament que el cardinal del conjunt és n + 1 escriurem
L.={0,1,...,nkL

Es poden trobar tractats sobre funcions d’agregacié definides en [0, 1] en [7, 8], i sobre
altres funcions d’agregaci6 discretes, que no sén objecte d’aquest treball, en [17].

2.1 DEFINICIONS, EXEMPLES I PROPIETATS BASIQUES.

En els models de la logica classica, hi trobam 1'operador disjuntiu. En la logica multivalent,
les disjuncions i les t-conormes sén les funcions d’agregacié que exerceixen aquest rol.

Definicié 2.1.1 Una funcié D : L x L — L és una funcié d’agregacio disjuntiva, per abreujar
disjuncid, si és commutativa, creixent en cada variable i té element neutre 0:

(D1) D(i,j) =D(j,1)

(D2) i<i’ = D(i,j) <D("j)

(D3) D(i,0) =1 Viel

pera tot i,i’,j € L.
Quan una disjuncid, a més de satisfer (D1)-(D3), és associativa

(D4) D(i,D(j,k)) =D(D(i,j), k) Vi, j,k € L s‘anomena una conorma triangular (per abreu-
jar, t—conorma).

Les t-conormes maxim, Lukasiewicz i drastica tenen un paper destacat en aquest treball.
Com veurem en aquesta seccid, aquestes tres disjuncions associatives sén especialment
destacables per si mateixes.
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Exemple 2.1.2 Les tres t—conormes basiques son:

Sm(i,j) = max{i,j} t—conorma maxim.

S¢(1,j) = min{i +j,n} t—conorma de f.ukasiewicz.

Sp(i,j) = " si min{i, j} > 0 t—conorma drastica.
max{i,j} altrament

Proposici6 2.1.3 Sigui D una disjuncié sobre L, aleshores:

1. D(i,n) =n per a tot i € L. Per tant, totes les disjuncions coincideixen sobre la frontera de
LxL

2. Per a tot i,j € L tenim que Sm(i,j) < D(i,j) < Sp(i,j). Aixi doncs, Spm i Sp son,
respectivament, la menor i la major de les disjuncions sobre L.

3. L'inica disjuncié idempotent, D(i,1) = i per a tot i € L, és la t—conorma maxim Sp.
4. L7inica disjuncié que satisfa D(i,1) =n per a tot i € L\[0} és la t—conorma drastica Sp.

Observaci6 2.1.4 D’acord amb 2. de la proposicié anterior, el conjunt (finit) de les disjuncions
sobre L té una estructura reticular, amb l'ordre puntual D < D’ si, i només si, D(1,j) < D’(1,j)
Yi,j € L, on la t—conorma maxim n’és l'element minim i la t—conorma drastica n’'és l'element
maxim. Aixo no és cert per a disjuncions associatives.

L’'operador conjuntiu de la logica classica se substitueix en la logica multivalent per les
conjuncions i les t-normes, que sén les funcions d’agregacié que exerceixen aquest rol.

Definici6 2.1.5 Una funcié C:L x L — L és una funcié d’agregacié conjuntiva, per abreujar
conjuncio, si és commutativa, creixent en cada variable i té element neutre n:
(C1) C(,j) =C(,1)
(C2) i<i = C(i,j) < C{',j)
(C3) C(i,n)=1iViel
per a tot i,i’,j € L.
Quan una conjuncio és, a més, associativa,

s’anomena una norma triangular (per abreujar, t—norma).

Exemple 2.1.6 Els exemples basics de t—normes discretes son:

Tm(1,j) = min{i, j} t-norma minim.

Te(1,5) = max{i+j—mn,0} t—-norma de Lukasiewicz.
.. 0 ] i <

Tp(i,j) = si max{i,jj <n t—norma drastica.

min{i,j} altrament

Aquestes tres t-normes destaquen dins el conjunt de les conjuncions. Les t-normes
drastica i minim sén, respectivament, els elements minim i maxim de 1’estructura reticular
natural en que es podrien organitzar les conjuncions.

Proposicié 2.1.7 Siqui C una conjuncio sobre L, aleshores:

1. C(i,0) = O per a tot i € L. Per tant, totes les conjuncions valen el mateix sobre la frontera de
LxL
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2. Peratoti,j € L tenim que Tp(i,j) < C(i,j) < Tm(i,j). Aixi doncs, les t—normes Tp i Tm
son la menor i la major de les conjuncions sobre L, respectivament.

3. L7inica conjuncié que satisfa C(i,1) = iperatoti e L és Tym.
4. L7inica conjuncié que satisfa C(i,1) = 0 per a tot i € L\{n} és Tp.

La connectiva logica de la negacié permet, en la logica classica, relacionar la conjuncié
amb la disjuncié a través de les Lleis de De Morgan. Les negacions fortes que ara es
mostraran fan el paper d’aquesta connectiva en la logica multivalent.

Definici6 2.1.8 Una aplicacio N : L — L s’anomena una negacio forta si és decreixent i involutiva:
(N1) i <j = N(i) = N(j),

(N2) N(N(i)) =1,

peratoti,j e L.

En el cas continu [0, 1], aquesta definici6 ofereix moltes possibilitats [36]. Aixo no ocorre
en el cas discret, tal com s’indica a continuacio.

Proposicié 2.1.9 Hi ha una iinica negacio forta sobre L, que és
N({i)=n—-1 Viel

Com que només hi ha una negacié forta, cada disjuncié sobre L tendra una tnica
conjuncié dual, que es defineix de la manera segtient.

Definicié 2.1.10 Sigui D una disjuncié sobre L i sigui N(i) = n — i "tinica negaci6 forta sobre L.
Aleshores D* : L x L — L donada per

D*(i,j) = N(D(N(i), N(j)))
és una conjuncié sobre L anomenada la conjuncié N-dual de D.

Observacio 2.1.11

1. D’igual forma, si C és una conjuncié sobre L, es defineix la disjuncio, diguem-li C*, N-dual
de C, com

C*(1,j) = N(C(N(i),N(j)))

Obviament, la disjuncié N-dual de la conjuncié N-dual d'una disjuncié D sobre L és la
disjuncio inicial:

(D*)*=D
Iqualment, (C*)* = C per a tota conjuncié C.

2. Si D és una t—conorma, llavors la conjuncié N-dual de D, D*, és una t—norma, i viceversa.
Aixi doncs, el procés de dualitzacié conserva l'associativitat d’aquestes funcions d’agregacio.

Els resultats que es mostraran en aquest treball sén aplicables de forma indistinta a les
funcions d’agregaci6 disjuntives i a les conjuntives. A partir d’ara, les definicions i resultats
es donaran i mostraran només per a disjuncions (en alguns casos només t—conormes),
sobreentenent que les mateixes propietats es tenen per a conjuncions (t-normes).

9
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2.2 T-CONORMES ARQUIMEDIANES. SUMA ORDINAL DE DISJUNCIONS.

La definicié que ve a continuacié és només per a t-conormes, ja que l’associativitat és la
propietat que fa possible la construcci6 segtient.

Definici6 2.2.1 Sigui S una t—conorma sobre L. Es defineix la poténcia m-eésima d’un element
i€ Lcom
J(m) 1 sim=1
S SA™A) sim>2

Definici6 2.2.2 Una t—conorma S es diu que és arquimediana, si per a tot i,j € L\{0, n} existeix

un m € N de manera que igm) > .

Les t-conormes arquimedianes es reconeixen facilment fent tis de la proposici6 segiient.

Proposici6 2.2.3 Una t—conorma és arquimediana si, i només si, els seus iinics elements idempo-
tents som 0 i n.
S(i,i1) >1Vie L\{0,n}

En el cas continu [0, 1], aquesta proposicié no es dedueix directament de la definici6;
I'equivaléncia només es té per a les t-conormes continues sobre [0, 1].

Exemple 2.2.4 Com que les t—conormes Sp i Sg, no tenen elements idempotents no trivials, sén
arquimedianes. Ben al contrari, la t—conorma Maxim, Sy, clarament no és arquimediana.

L'arquimedianeitat és una propietat que també es considera en les t-normes. Igual que les
t-conormes, les t-normes arquimedianes es caracteritzen per no tenir elements idempotents
no trivials. Es més, la dualitat conserva aquesta propietat.

Proposici6 2.2.5 Siguin T i S una t—norma i una t—conorma, respectivament, una dual de I'altra.
Aleshores

T és arquimediana < S és arquimediana

Un metode per a construir noves disjuncions a partir d’altres és el de la suma ordinal.

Definici6 2.2.6 Siqui Dy una disjuncié sobre Ly, = {0,1,...,m} i Dy una disjuncié sobre
L, =1{0,1,...,n}, amb m,n > 1. La suma ordinal de D1 i D, és l'operacié binaria sobre
Lingn =1{0,1,...,m,m+1,..., m+n} definida per:

D1 (4,) si (1,§) € L2,
D(i,j)=¢ m+Dy(i—m,j—m) si(i,j)e{mm+1,...,m+n}?
max{i,j} altrament

La suma ordinal preserva les propietats segiients de les disjuncions inicials: la commuta-
tivitat, el creixement en cada variable i I’associativitat.

Proposici6 2.2.7
1. La suma ordinal de les disjuncions D1 sobre L, i D, sobre Ly, és una disjuncio sobre Ly n.

2. 5iSq11i S, son dues t—conormes llavors la suma ordinal de S1 i Sy és una t—conorma sobre
Lm+n.

DEMOSTRACIO: 1.1 2. es dedueixen a partir de la Definici6 2.2.6 i de les propietats de les
disjuncions i t-conormes de partida. O
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0 m m+n
D; max
m
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m+n

Figura 1. Suma ordinal de dues disjuncions

2.3 DIVISIBILITAT (SUAVITAT)

La divisibilitat és 1’equivalent a la continuitat en el cas [0, 1] per a les funcions d’agregacié
discretes.

Definicié6 2.3.1 Sigui D una disjuncié sobre L. Direm que D és divisible si Vi,j € L de manera
que i < j existeix k € Lamb j = D(i, k).

També s6n conegudes les condicions de suavitat ([11]) i de Lipschitz per a les disjuncions.

Definicié 2.3.2 Direm que una disjuncié D : L x L — L és suau si
D(i+1,j)-D(i,j) <1 VijeLl i<n
Definicié 2.3.3 Direm que una disjuncié D satisfa la condicié de Lipschitz (de constant 1) quan
D(i1,j) = D(i2,j) < i1 —1i2 peratotiy,iz,j € L de manera que iy > i,
En el cas discret, la divisibilitat, la suavitat i la condicié de Lipschitz sén equivalents.
Proposici6 2.3.4 Sigui D una disjuncié sobre L. Les afirmacions segiients son equivalents:
1. D és divisible.
2. D és suau.

3. D satisfa la condicié de Lipschitz.

D’ara endavant ens referirem a les disjuncions que sén divisibles (i, per tant, suaus i que
satisfan la condicié de Lipschitz) com a suaus, simplement.

Dels exemples anteriors, Sy i S, s6n suaus, mentre que Sp no ho és, llevat dels casos
trivials n = 1,2. D’altra banda, la t-conorma Sy és 1'tinica disjuncié suau que verifica
D(i,n—1i) =n Vi € L. Ho tractarem més en 4.3.

La caracteritzaci6é de la classe de les t-normes i t-conormes suaus sobre L és un dels
resultats fonamentals sobre funcions d’agregaci6 discretes. Aquest resultat per a t-conormes
estableix que cada t-conorma suau sobre L queda determinada a partir dels seus elements
idempotents.

11
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Proposici6 2.3.5 Una t—conorma S sobre L = {0,1,...,n} és suau si, i només si, existeix un
nombre natural v amb 0 < v < n—11iun subconjunt Ide, I ={0=ap < a1 <...<a; <
ary1 = N}, de manera que S ve donada per:

N

S(X,U) _ { mln{X+y — ay, ai+1} si (le) € [ai/ ai+1]2/ 0 < 1 T

max{x,y} altrament

En altres paraules, una t-conorma suau S amb I = {0,ay,az,...,a;,a,47 =N} com a
conjunt d’elements idempotents és suma ordinal de t-conormes de Lukasiewicz S; definides
sobre Lq,—q, ; 1=1,2,...,7+ 1. Com a conseqiiencia d’aquest fet, cada t—-conorma suau
S esta tnicament determinada pels seus elements idempotents i, per tant, hi ha tantes
t-conormes suaus com subconjunts del conjunt L que contenen {0, 1}; és a dir, hi ha 2"~
t-conormes suaus sobre L,,. D’aquestes, només una és arquimediana, Sy, que és la que
ve determinada per {0,1} C L. Les altres sén no arquimedianes, ja que tenen elements
idempotents no trivials.

A més, per dualitat tenim el corresponent resultat per a t-normes, on es mostra que cada
t-norma suau ve tinicament determinada pels seus elements idempotents no trivials.

Es pot trobar la prova de la Proposici6 2.3.5 i més detalls sobre les t-normes i t-conor-
mes, suaus i no suaus, definides sobre cadenes discretes en [26]. Un problema obert és la
caracteritzaci6 de les t-conormes sobre L que sén 2-suaus (S(i+1,j) —S(i,j) <2Vi<n)

[13]

Per acabar la secci6 de preliminars, en [6] es pot trobar la taula segiient, que mostra el
nombre de t-conormes discretes sobre L,, per a diversos valors de n, aixi com procediments
per a generar-ne.

n | t-conormes | suaus | arquimedianes | sumes ord. | altres
1|1 1 1 0 0

2 |2 2 1 1 0

3 4 2 3 1

4 | 22 8 6 11 5

5 |94 16 22 45 27

6 | 451 32 95 205 151

7 | 2386 64 471 1021 894

8 | 13775 128 | 2670 5512 5593
9 | 86417 256 | 17387 32095 36935
10 | 590489 512 | 131753 201367 257369

Figura 2. La taula mostra el nombre de t-conormes que hi ha per a cada valor de n, distingint entre
suaus, arquimedianes, sumes ordinals i les que no satisfan cap d’aquestes propietats.

En aquesta taula, “altres” significa “ni arquimedianes ni sumes ordinals”. Observem
que les t-conormes suaus apareixen comptabilitzades dues vegades: una com a “suaus” i
l’altra, o com a “arquimedianes” o com a “sumes ordinals”, ja que per la Proposici6 2.3.5
sabem que una t-conorma suau o és la t-conorma de Lukasiewicz, que és arquimediana, o
és suma ordinal de t-conormes de Lukasiewicz.

D’altra banda, no hi ha cap t-conorma que sigui arquimediana i suma ordinal a la vegada,
ja que les primeres no tenen elements idempotents i les segones, si. Aixi doncs, el nombre
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total de t—conormes és la suma de les “arquimedianes”, les “sumes ordinals” i les “altres”.
A mode d’exemple, per al cas n = 6 hi ha 451 t-conormes sobre Ls =1{0,1,2,3,4,5,6},
de les quals 32 sén suaus, 95 sén arquimedianes, 205 s6n sumes ordinals i 151 no sén ni
arquimedianes ni sumes ordinals (i, per tant, tampoc no sén suaus).

En els exemples segiients sobre Lg, S1 és suau, S, és arquimediana, S3 és suma ordinal
no suau i S4 no és arquimediana ni suma ordinal.

$q 01 2 3 45 6 S, 01 2 3 4 5 6
0 01 2 3 45 6 0 01 2 3 45 6
1 11 2 3 4 5 6 1 1 2 3 4 6 6 6
2 2 2 2 3 45 6 2 2 3 4 6 6 6 6
3 33 3 45 5 6 3 34 6 6 6 6 6
4 4 4 4 5 5 5 6 4 4 6 6 6 6 6 6
5 5555 5 5 6 5 5 6 6 6 6 6 6
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
Sy és suau: S, és arquimediana:
Sii+1,5)—-S1(1,j) < 1,i<6 So(1,1) >iVi#0,6
No és arquimediana: S1(2,2) =2 No és suau.
Es suma ordinal. No és suma ordinal.
S3 01 2 3 45 6 S4 01 2 3 45 6
0 01 2 3 45 6 0 01 2 3 45 6
1 1 3 3 3 45 6 1 1 2 3 3 6 6 6
2 2 3 3 3 45 6 2 2 3 3 3 6 6 6
3 33 3 3 45 6 3 33 3 3 6 6 6
4 4 4 4 4 6 6 6 4 4 6 6 6 6 6 6
5 55 5 5 6 6 6 5 5 6 6 6 6 6 6
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
S3 és suma ordinal no suau. S4 no és arquimediana:
(S3(1,1)—S3(1,0) =2>1) S4(3,3)=3
No és suau.

(S4(1,4) —S54(1,3) =3 >1)
No és suma ordinal.

Figura 3. Aquestes quatre t-conormes sobre Ls sén exemples il-lustratius de les diferents propietats
que poden presentar






GENERACIO ADDITIVA DE FUNCIONS D’AGREGACIO
DISJUNTIVES DISCRETES

El problema de construir t-normes amb 1’ajuda de funcions d’una variable utilitzant la
suma ordinaria té els seus inicis en els resultats d’Abel (1826) [1] i Aczél (1949) [2], en els
quals s’aporten condicions perque operacions binaries sobre intervals de nombres reals
siguin additivament representables. En els treballs de Schweizer i Sklar (1961 i 1963) i
Ling (1965) [33, 34, 14], es caracteritzen les t-normes que tenen generador additiu continu:
una t-norma té generador additiu continu si, i només si, és continua i arquimediana. A partir
dels treballs de Mostert i Shields (1957) i de Schweizer i Sklar (1983) [29, 35] s’estableix
I'important teorema de representaci6 per a t-normes continues: una t-norma és continua si, i
nomeés si, és representable de forma vinica com a suma ordinal de t—normes continues i arquimedianes.

També és sabut que existeixen generadors additius (no continus) per a la t-norma drastica
i per a altres t-normes no continues, mentre que la t-norma minim i, en general qualsevol t-
norma que tengui elements idempotents no trivials, no és additivament generable. Treballs
més recents sobre generacié additiva de t-normes es poden consultar en [12, 40, 41, 28].

En el cas discret, la situacié en alguns aspectes és diferent del cas [0, 1]. En aquest capitol
es definira el concepte de generador additiu per a disjuncions i conjuncions discretes i es
mostraran alguns resultats generals sobre la generacié additiva. L'aportacié més destacable
és un algorisme que permet decidir si una disjuncié és additivament generable o no. Aquest
estudi es fa inicament per a disjuncions, ja que la utilitzacié de generadors creixents resulta
més comoda. Tanmateix, els resultats obtinguts per a disjuncions es poden traslladar per
dualitat a les conjuncions. Una part dels resultats que es mostraran a continuacié van ser
publicats en [21, 16].

3.1 CONCEPTE DE GENERADOR ADDITIU

En aquesta seccié definirem el concepte de generador additiu, de forma similar a la
generaci6 additiva en el cas de t-normes i t-conormes ordinaries. Amb els generadors
additius, establim un métode general de construccié de funcions d’agregacié conjuntives i
disjuntives sobre L a partir d'una funci6 real en una variable i la suma usual. Per a aquesta
construccid, pero, cal tenir definit el concepte de pseudoinversa.

3.1.1 Pseudoinversa d’una funcié sobre L

A continuaci6 es defineix la pseudoinversa de determinades funcions monotones de L a
[0, +00).

Definici6 3.1.1 Sigui f: L — [0, 4+00) una funcié monotona estricta amb f(0) =00 f(n) =0. La

15
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pseudoinversa de f és la funcié f=1): [0, +00) — L definida per
f(*”(t) _ max{ie L; f(i) <t} sif(0) =
minfie L; f(i) <t} sif(n)=
o, el que és el mateix,
F=1) () = max f~1([0,t]) sif(0)=0
minf'([0,t]) sif(n)=0.

Observem que pel fet de ser f monotona estricta, f(0) = 0 vol dir que f és estrictament
creixent, mentre que f(n) = 0 ens diu que f és estrictament decreixent.

Observaci6 3.1.2 En el cas continu, la pseudoinversa d’una funcié no constant f: [a, b] — [c, d]
es defineix [12] Yy € [c, d] com

F-1)(y) = sup{x € [a,b]; f(x) <y} siféscreixent
sup{x € [a,b]; f(x) >y} sifésdecreixent.

Notem que per a les funcions que satisfan f(0) = 0 (creixents) les dues definicions, cas continu i cas
discret, son analogues, mentre que per a aquelles funcions en queé f(n) = 0 (decreixents) s’ha optat
per una definicio alternativa que en el cas continu i per a funcions no constants i decreixents diria

f=1(y) = inf{x € [a,b] ; f(x) <y}
La justificacié d’aixo s’explica en I'Observaci6 3.1.16.

En I’exemple que ve a continuaci6é es mostra la pseudoinversa per a una funcio6 estricta-
ment creixent.

Exemple 3.1.3 Sigui:{0,1,2,3,4,5} — [0, +00) la funcié creixent sobre Ls donada per f(0) =0,
f(1)=1,1(2) =3, f(3) =5, f(4) =61 f(5) =10.

En aquest cas és fEV () =max{i e L; f(1) < t). Aixi, si prenem t = 8.3 llavors f(=1)(8.3) =
4 (ja que 4 = max{i € L : f(i) < 8.3}). Es pot veure la representacié grafica de la funcié i la seva
pseudoinversa a la Figura 4 i a la Figura 5.

La pseudoinversa és la funcié inversa per 1’esquerra de la funcié f original. En canvi no
ho és per la dreta.

Proposici6 3.1.4 Sigui f: L — [0, +00) una funcié monotona estricta amb f(0) =00 f(n) =0, 1
sigui f(=1) la seva pseudoinversa. Aleshores:

1. fV(f(i) =iperatotic L.

2. (V1) < tperatot t € [0,+00).

3. f(fC-1) (1)) = t si, i només si, t = f(i) per algun i € L.
DEmosTRACIO: 1. Trivial.

2. Es dedueix del fet que en la definicié de la pseudoinversa s’exigeix f(i) < t en tot
moment.

3. Si f(f(=1)(t)) = t llavors t = (i) essent i = f(=1)(t) € L; reciprocament, si t = f(1i),
aplicant f(=1) tenim que fED () =14, aplicant ara f, queda f(fED @) =f(i) =t.0



3.1 CONCEPTE DE GENERADOR ADDITIU 17

O -
:
G .
S R * S e AR !
B :
e —
L e
0 : : :% L : 0 i - :% - :% :% ————t 5 I
0 1 2 3 4 5 0 1 3 5 6 t 10
y="~(i), 1€{0,1,2,3,4,5} y=f""(x),x e Rt

Figura 4. Representaci6 grafica de la funci6 estrictament creixent f i la seva pseudoinversa, també
creixent, f(—1), essent f = (0,1,3,5,6,10)

Proposici6 3.1.5 Sigui f: L — [0,+00) una funcié monotona estricta amb f(0) =00 f(n) =0,
sigui f=1) la seva pseudoinversa. Aleshores f i f(=1) sén ambdues creixents o ambdues decreixents.

DEMOSTRACIO: Siguint,t’ € R, t <t/,isiguinA={iel: f(i)<tjiA'={iel: f(i) <
t’}. Si f és creixent,
-1 (4) = max A < max A’ = f(-V ().

En canvi, si f és decreixent,

fV(t) =minA > min A’ = f=1(t).

3.1.2  Generador additiu de disjuncions i conjuncions

Una funci6 f: L — [0, +00) d’algun dels tipus assenyalats i la corresponent pseudoinversa
ens permeten obtenir disjuncions i conjuncions. La proposicié que ve a continuacié de-
scriu com obtenir una operacié binaria generada per una d’aquestes funcions. Aquesta
construcci6 sera utilitzada en tot el treball.

Proposici6 3.1.6 Sigui f: L — [0,+00) una funcié monotona estricta amb f(0) =00 f(n) =0,
considerem la funcié F¢: L x L — L definida per

Fe(L,3) = fD(F(1) +(3) Vi,je L.
Aleshores:
1. Si f(0) = O (f creixent) llavors F¢ és una disjuncio sobre L.

2. Si f(n) = 0 (f decreixent) llavors F¢ és una conjuncié sobre L.
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Figura 5. Representaci6 grafica de la funci6 estrictament decreixent f i la seva pseudoinversa, també

decreixent, f(—1), essent f = (10,6,5,3,1,0)

DEMOSTRACIO: 1. Observem que F¢ esta ben definida; per tant, només hem de com-

provar que és commutatiu, creixent en cada variable i que té 0 com a neutre. La
commutativitat s’'observa clarament de la definicié. I com que f(0) = 0 llavors F¢ té
I'element 0 com a neutre. Finalment, com que f és creixent, llavors per la proposicié
anterior f(—1) també ho és. Siguin, doncs, 1,1’,j € L amb i < 1’. Com que f és creixent,
f(i) +f(j) < f(i’) +f(j), i pel fet de ser-ho també la pseudoinversa, F¢(i,j) < F¢(i/, 7).

De forma similar, la commutativitat se satisfa per construccio, i com que f(n) =0
llavors F¢ té I'element n com a neutre. A més, com que f és decreixent, novament
per la proposicié anterior tenim que f(~') és també decreixent. I si ara es consideren
i,i/,j € L amb i < i/, llavors del decreixement de f tenim que f(i) +f(j) > f(i") + f(j),
i ara pel decreixement de la pseudoinversa tenim F¢(i,j) < F¢(i/, ). O

Aquesta proposicié ens déna peu a definir el concepte de generador additiu de disjun-
cions i conjuncions.

Generador additiu de disjuncions sobre L

Definicié 3.1.7 Siqui D una disjuncié sobre L i sigui f: L — [0, +-00) una funcié estrictament
creixent amb f(0) = 0 de manera que D = Fy¢, és a dir:

D(i,j) = fTV (i) + () Wi,j € L (3.1)

En aquest cas direm que:

* La disjuncié D és generada additivament per f.

® La funcié f: L — [0, +oo) és un generador additiu de D.

Denotarem aquest fet per D = (f). Paral-lelament, direm que una disjuncié D és additivament
generable quan existeixi alguna funcié f del tipus descrit de manera que D = (f).
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Per simplificar la notacid, escriurem f = (ap,as,...,an) on a; = f(i), i € L. Per de-
scomptat, i sempre que 'operacié binaria generada sigui una disjunci6, s’entendra que
ap<a;<...<apambay=0.

Proposici6 3.1.8 Siqui f: L — [0, 4+00) una funcié estrictament creixent amb f(0) = 0, f =
(ap,ai,...,an) amb a; = f(i), 1 € L. Considerem la disjuncié D generada additivament per f

D(i,j) = "V (f(i) + f(§)) ¥i,jeL.
Aleshores:
1. Sik<n, D(i,j) = ksi, i només si, ax < ai + a; < ax41.
2. D(i,j) = n si, i només si, an < ai + a;.
DEMOSTRACIO: Vegem 1i2.Sik <n,
D(i,j) =k <« fCEVf{D)+1(j) =k
<— max{leL; f(l) < fi)+f(G)} =k
— ax<ait+a; <aggr,
mentre que
D(i,j)=n <« fEVU(({1)+1()) =
< max{le L; f(l) <f(i)+f(G)}=n
<— an < a; +aqj.

n

Les tres t—conormes basiques sén additivament generables.
Proposici6 3.1.9
1. Una funcié f = (ap, a1,...,an) és un generador additiu de Sy si, i només si, ap = 01

20 < ajp 1 Vi=1,...,n—1

2. Una funcié f = (ap, a1, ..., an) és un generador additiu de Sy si, i només si, ap = 0 i per a
tot i,j € L es compleixen les condicions segiients:

ai+j < ai+aj < aipjp1  semprequei+j<mn

an < ai + g sempre que i+j >n,

3. Una funcié f = (ag, a1,...,an) és un generador additiu de Sp si, i només si, ap = 0 i
2a1 = an.

DEMOSTRACIO: 1. Si una funcié f = (ap,as,...,an) és un generador additiu de Sy
llavors, com que Sy (i,1) =1, ai < 2a4 < ai41 per a tot i < n. Reciprocament, si
una funcié f = (ag,as,...,an) amb ap = 0 satisfa 2a; < a1, Vi < n, llavors és
F¢(i,1) =iperatotie L (perque tendrem que a; < 2a; < aj41 per alsi <niésclar
que F¢(n,n) =n). Per tant, per la Proposici6 2.1.3 ha de ser Ff = Spm.

2. Si una funcié f = (ap,as,...,an) és un generador additiu de S; llavors, en ser
Se(i,j) = i+j sempre que i+j < n llavors ha de ser aiy; < ai +aj < ai4+j41. En
canvi, sii+j > n, com que Si(i,j) = n llavors ha de ser a,, < a; + a;. Reciprocament,
si un generador f satisfa les propietats:

aitj < ai+a; <ajpjp1  semprequei+j<n
an < aq + qj sempre que i+j >n,

llavors és clar que la disjuncié generada F¢ satisfa que F¢(i,j) = i+ j sempre que
i+j<niqueF¢(i,j) =n sempre que i+j > n i, per tant, Ff = S;.
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3. Siuna funcié f = (ap, ay, ..., an) és un generador additiu de Sp, com que Sp(1,1) =
n llavors ha de ser 2a; > n. Reciprocament, és clar que si una funci6 f satisfa
2a71 > an llavors sera F¢(1,1) =n i, per la monotonia de F¢ sera Ff = Sp. 0

Si consideram 1’ordre producte sobre Z™ 1 (ag,ai,...,an) < (b, by,...,bn) si, i
només si, a; < by, Vi € L, llavors podem establir la proposici6 segiient on es mostren
generadors de les t-conormes basiques amb valors enters (Ran f C Z) i que sén els
minims en aquest sentit respecte 1’ordre producte. Anomenarem generadors estandard de les
t—conormes basiques a aquests generadors amb valors enters.

Proposici6 3.1.10 Els generadors estandard de les t—conormes basiques son:
1. La t—conorma Sy té f = (0,1,3,7,...,2" 1 —1,2" —1) coma generador additiu.
2. La t—conorma S esta generada additivament per f = (0,1,2,3,...,1).
3. Lafunci6 f = (O,n—1,n,n+1,...,2n —3,2n — 2) és un generador additiu de Sp.

Aquests generadors son els minims d’entre els generadors amb Ran f C Z.

DEMOSTRACIO: Atesa la proposicié anterior, els generadors que es presenten ho sén de les
t—conormes corresponents. A més, en prendre en cada cas el valor enter minim possible,
comengant d’a; i fins a,, d’acord amb la proposicié que caracteritza aquests generadors,
els generadors mostrats s6n els minims amb valors enters.

Exemple 3.1.11 Sigui f = (0,1,2,3,5) una funcié f: Ly — [0, 4+00). Observem que la disjuncio
generada per f,

F¢ 01 2 3 4
0 01 2 3 4
1 12 3 3 4
2 2 3 3 4 4
3 33 4 4 4
4 4 4 4 4 4
no és associativa. En efecte, F¢(F¢(1,1),3) = F¢(2,3) = 4 mentre que, per una altra part,

Fe(1,F¢(1,3)) =F¢(1,3) = 3.

Per una altra part, no totes les disjuncions tenen generador additiu, tal com podem
comprovar en I'exemple segiient.

Exemple 3.1.12 Sigui D la disjuncié definida sobre L4 =1{0,1,2, 3,4} segiient:

D|o0o1 234
001234
1111344
2123344
3134444
4 | 4 4 4 4 4
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Aquesta disjuncié no té cap generador additiu. En efecte, suposem que D fos additivament generable
per f = (0,a,b,c,d). De la Proposicié 3.1.8 se'n poden extreure, entre d’altres, les desigualtats
segiients:

D(1,1)=1 — 2a<b
D(1,2)=3 — a+b>c
D(2,2)=3 — 2b<d
D(1,3) =4 — a+c>=d
Llavors, d'una banda, 2b < d < a +c, i per tant, b < QT“ id'altra banda, 2b >2a+b > a+c
i aixi b > 4£, que ens porta a una contradiccio.

Observem a més que aquesta disjuncié no és associativa: D(D(1,1),2) = D(1,2) = 3, pero en

canvi D(1,D(1,2)) = D(1,3) =4.

En resum, sabem que qualsevol funci6 f: L — [0, 4+00), queda determinada una vegada
fixats els valors de Ranf ={ag, ai,...,an}, on a; = f(i), 1 € L. Llavors:

1. Qualsevol llista estrictament creixent de nombres reals (ag, ai,...,an) amb ag =0 és
el generador d'una disjuncié (no necessariament associativa) sobre L, =1{0,1,...,n}.
Fent abts de llenguatge, direm que (ap, as, ..., an) és un generador.

2. Hi ha disjuncions sobre L que no sén additivament generables.

En aquest treball, les funcions que generin operacions binaries associatives hi jugaran
un paper important. Per aixo es considera la definici6 segtient, valida tant per a funcions
creixents (les quals generen disjuncions) com decreixents (idem conjuncions).

Definicié 3.1.13 Sigui f = (ap, a1,..., an) una funcié monotona estricta amb ay = 0 (respec-
tivament an, = 0). Direm que la funcié f és associativa si la disjuncio (respectivament conjuncio)
generada per f, F¢, ho és.

Generador additiu de conjuncions sobre L

D’igual forma que hem fet amb les disjuncions es pot fer una construccié semblant per les
conjuncions.

Definici6 3.1.14 Sigui C una conjuncié sobre L i sigui f: L — [0, +00) una funcio estrictament
decreixent amb f(n) = 0 de manera que C = F¢, és a dir

C(i,j) =V (f{i) + () Vi,jeL (3-2)
En aquest cas direm que:
* La conjuncié C és generada additivament per f
® La funcié f: L — [0, +-00) és un generador additiu de C.

Denotarem aquest fet per C = (f). A més, direm que una conjuncié C és additivament generable
quan exiteixi alguna funcié f en aquests termes que la generi additivament.

Per simplificar la notacid, escriurem f = (ag,as,...,an) on a; = f(i), i € L. Per de-
scomptat, i sempre que 'operacié binaria generada sigui una conjuncié, s’entendra que
ag>daj >...>an amb ay = 0.
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Proposici6 3.1.15 Sigui f: L — [0, 400) una funcié estrictament decreixent amb f(n) = 0,
f={(ap,a1,...,an) amb a; = (i), i € L. Considerem la conjuncié C generada additivament per
f

C(i,j) =f"V(f) +f()) Vijel
Aleshores:
1. Sik >0, C(i,j) =k si, i només si, ax < ai +aj < ax_1.
2. C(i,j) = 0si, i només si, ap < ai + a;.
DeEMosTRACIO: Sik >0,
fOV(F() +(3)) =k

—
<~ min{le L; f(1) <f(i)+1()}=k
—

ax < ay+ a5 <ag—1,

Ci,j) =k

mentre que

CHi,j)=0 «— fEU(HfR)+f(j) =0
«— min{le L; f(l) < fi)+f(j)} =0
<~ ap < ai +qj.

Observacié 3.1.16 Si per als generadors decreixents f = (ap, a1,...,an) amb an, = 0 la pseu-
doinversa fos

f(*”(t): max{ielL : a; >t} sz:tgao
0 sit > ap,

només podriem generar additivament t-normes arquimedianes, tal com ocorre al cas continu. Amb la
definicié de pseudoinversa utilitzada en aquest treball, Definicié 3.1.1, és possible generar t—normes
no arquimedianes, entre elles la t—norma minim.

No obstant aixo, aquesta altra definicié de pseudoinversa és utilitzada en [31] per a calcular la
residuacio i biresiduacié d'una t—norma sobre L, tal com es mostra en la seccid sobre indistingibilitats
d’aquest treball.

Vegem ara una altra manera de calcular C(1,j) a partir del generador i sense fer ts de la
pseudoinversa:

Proposici6 3.1.17 Sigui C la conjuncié amb generador (ap,aq, ..., an). Aleshores, C(i,j) és el
nombre d’elements de Ran f majors estrictament que a; + a;:

ChLj) =llel : a>ai+aj)

DEMOSTRACIO: En efecte, si k > 01 C(i,j) = k llavors ax—1 > aj +a; > ax. Per tant,
ap,at,... ,ax—1 son els k elements de Ran f majors estrictament que a; + a;. En canvi, si
C(i,j) = 0llavors a; + aj > ap i també se satisfa I'enunciat. O

A continuaci6 es mostren les caracteritzacions dels generadors de les t-normes basiques.
Proposici6 3.1.18

1. Una funcié f = (ap, a1, ..., an) amb an, = 0 és un generador additiu de Ty si, i només si,
a; >2ai41 Vi=0,1,...,n—1.
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2. Una funcié f = (ap, a1, ..., an) amb an = 0 és un generador additiu de Ty si, i només si,
per a toti,j € L es compleixen les condicions segiients:

An_(itj) S Ani+anj < An_(itj+1) Semprequei+j<n

Ao < An—i+0an—j sempre que i+j > mn.

3. Una funcié f = (ap, a1,...,an) amb an, = 0 és un generador additiu de Tp si, i només si,
2an1 = ao.

DEMOSTRACIO: La demostraci6 és similar a la de la Proposici6 3.1.9, pero resulta immediata
aplicant la Proposici6 3.1.20 que es mostra més endavant. O

D’acord amb aquesta proposici6 i considerant novament 1’ordre producte sobre Z™+1,
els generadors additius de les t-normes basiques amb Ran f C Z que sén minims en
aquest sentit (respecte ’ordre producte) son els segiients. Anomenarem generadors estandard
de les t-normes basiques a aquests generadors amb valors enters.

Proposicié 3.1.19 Els generadors estandard de les t—normes basiques son:
1. Lat-norma Tpm té f = (2" —1,...,7,3,1,0) com a generador additiu.
2. La t-norma Tg esta generada per f = (n,n—1,...,3,2,1,0).
3. Lafunci6 f = (2n—2,2n—3,...,n+1,n,n—1,0) és un generador additiu de Tp.

Aquests generadors son els minims d’entre els generadors amb Ran f C Z.

DEMOSTRACIO: Atesa la proposicié anterior, els generadors mostrats es corresponen amb
els de les t-normes basiques, respectivament. A més, en prendre en cada cas el valor enter
minim possible, comencant d’a,,_; i fins ap d’acord amb la proposici6é que caracteritza
aquests generadors, els generadors mostrats sén els minims amb valors enters.

Generaci6 additiva i dualitat

Els generadors d'una disjunci6 i d'una conjuncié duals una de l'altra estan relacionats
mitjangant 1'tinica negaci6 forta de qué disposam per al cas discret. Aixi, els resultats que
es vagin obtenint per a les disjuncions (i t-conormes) també seran aplicables i adaptables
per a les conjuncions (i t-normes).

Proposici6 3.1.20

1. Sigui f = (ap,ay,az,...,an)ambay =0iap < a1 < az < ... < an un generador
d’'una disjuncié D, i sigui D* la conjuncié dual de D. Aleshores g = (bg,b1,..., by ) amb
bi = an_i és un generador de D*.

2. Sigui f = (ap,ay,...,an) amb an = 0i ap > a; > az > ... > an un generador
d'una conjuncié C, i sigui C* la disjuncié dual de C. Aleshores g = (bo, b1,...,byn) amb
bi = an_i és un generador de C*.
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DEMOSTRACIO: 1. Sigui D una disjunci6 i sigui f = (ap, ar,...,an) amb ap < a1 <
... < aniap =0 un generador additiu seu. Vegem en primer lloc que D*(i,j) = k
amb k > 0 si, i només si, by < bi +bj < byr_1:

D*(i,j) =k &n—-D(n—i,n—j)=k
SDn—in—j)=n—%k
S 0n—k S An—i+t0n—j < An—k+1 = 0n_(k—1)
<:>bk<bi+bj < bx_1.

I vegem ara que D*(i,j) = 0 si, i només si, by < b; + bj:

D*(,j) =0 ©n—-Dn—i,n—j)=0
SDn—in—j)=n
<~ Qn anfi‘l'anfj

bi+bj.

VAR

<:>bo

2. De forma similar, sigui C una conjuncié i sigui f = (ap, as,...,an) amb ap > aj >
... > an i an = 0 un generador additiu seu. Vegem en primer lloc que C*(i,j) =k
amb k < n si, i només si, by < by +b;j < byq:

C*(i,j) =k n—-Cn—i,n—j)=k
SCn—in—j)=n—%k
S 0n-k S Anitan—j < An-k—1 = An_(k+1)
& by < bi+bj < by,
I vegem ara que C*(i,j) = 1 si, i només si, b, < b; + bj:
C*,j) =0 ©n—-Cn—i,n—j)=n
S Cn—1i,n—j)=0
< 0o < n—i+ an—j
<:>bn<bi+bj.

3.2 RESULTATS GENERALS
A continuaci6 es presenten uns resultats basics sobre la generacié additiva de les disjun-
cions.

Proposicié 3.2.1 Siguin f = (ag,ay,...,an) i g = (bo,b1,...,bn) dues funcions estrictament
creixents sobre L amb ap = by = 0. Llavors (f) = (g) si, i només si, ocorre que ¥i,j, k € L, k < n:

1. ax < 0y + a5 < a1 = b < by +bj < byyg
2. ai+a; > apn = bi+b; >by

DEMOSTRACIO: Perque d’ambdés generadors s’obtengui la mateixa disjuncié ha de passar
que
FEDE) +£6)) = o' gD +9()) V(L,5) €L

I aixo, d’acord amb I'Observacié 3.1.8 ocorrera si, i només si, es compleixen les dues
condicions segiients:
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1. ax < 4y + a5 < agq1 <= b < by + by < by
2. ai+a; > an <= by +b; > by

Per tant, d’una banda, si (f) = (g) llavors

1. ax < ay + a5 < ag41 = b < by +bj < by
2. ai+a; = an = by +bj; > by

Suposem ara, doncs, que se satisfan les implicacions de la proposici6 i vegem que els
reciprocs també han de satisfer-se. En efecte, del fet que

1. ax < ay + a5 < a1 = b < by +bj < by
2. a;+a; = an = by +bj > by

llavors tenim que

1. {(i,j) € 1?; ax < ai + a5 < axp1} C{(1,5) € L?; b < by +bj < by}
2. {i,j) €L?; an < ai + a5} C{(i,j) € L?; bn < bi + b5}

3. Com que F¢(i,j) no pot prendre dos valors diferents alhora, llavors si 0 < k < k/,
llavors els conjunts {(i,j) € 12; ax <aj+ a; < agp11if(ij) € L2; ap < ai+ a; <
ay’41} s6n disjunts, aixi com també ho sén del conjunt {(i,j) € 1?; an < a; + ajl.
Aquests conjunts, a més, formen una particié del conjunt L2.

4. Com que F¢(i,j) no pot prendre dos valors diferents alhora, llavors si 0 < k < k/,
llavors els conjunts {(i,j) € L% ; by < by +b; <bri1ti{(i,j) € L?; b < by +b5 <
by/41} sén disjunts, aixi com també ho sén del conjunt {(i,j) € Lz b < by +bjl.
Aquests conjunts, a més, formen també una particié del conjunt L2.

Amb tot aix0, queda clar que ha de ser

{(i,j) €l?; ax =ai+ a5 < a1} ={(1,j) €1%; b <bi+bj; <bryq)

{(i,j) € 1?; an < ai+a;) ={(i,j) € L?; by < by +b;)
i per tant,
1. ax < 0y + a5 < agy1 <= by < by +bj < by
2. ai+a; 2 an < by +b; > by L]

Corollari 3.2.2 Si f : L — [0,+00) és estrictament creixent amb f(0) = 0 llavors (f) = (Af)
VA > 0.

DemosTrRACIO: Es clar que
1. ax < 0y + a5 < akp1 = Aax < Aaj +Agj < Aagqg

2. a;i+a; = an = Aa; +Aa; > Aan OJ
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Proposici6 3.2.3 Sigui D una disjuncié additivament generable. Hi ha algun generador additiu
gdeDambRangC Z™ .

DEMOSTRACIO: Sigui f = (ap, ay,...,an), ap =0, un generador additiu de D. A partir de
la Proposici6 3.2.2, només necessitam provar que D té un generador additiu g complint
g = (bo,b1,...,bn), bp =0ib; € Q, Vi =0,1,...,n (on Q representa el conjunt dels
nombres racionals).

Considerem &y = max{ay — (a;+a;) : L,j €L, aj+aj<agjambt=0,1,...,n—1,i
sigui 6 = min{ay, 01,02,...,0n}). Considerem ara e; = M,%, t=1,...,n. Aixi d =4e, =
42€n—1 = 43€n—2 =...= 4n€1.

Ara,siperacadat=1,2,...,n agafem by € (a; —4e(, ay —2e¢) N Q podem veure que
g =(bo=0,by,...,br_1,bn) és un generador additiu de D (observau que by < a7 <
by <ax<...<bn<anp)

A partir de la Proposicié 3.2.1, només necessitam veure que les condicions 1. i 2. se
satisfan.

Vegem 1. Suposem que ay < ai +aj < ax471 amb i <j < k < n. Llavors

bi+b; > ai+a;—4(e;+€)

> ai+a;—2ex (perque 4ei,4€5 < €k )

> ax —2€x

> by,

i també,
bi+b; < aitq

< aks1—0 (per definici6 de o)
< Qg1 —4dex
< by,

ija ho tenim provat.

Enel casi <j =k <n ésclar que by < bj + by i fent el mateix raonament, b; + by <
ai +ax < axs1 — 06 < byrag.

Vegem ara 2. Suposem a;j +a; > an amb i <j < n (la situacié i < j =n és trivial)

bi-f—bj > ai+a]~—4(ei+ej)
> anp—2ex
> bn

i tenim demostrat alldo que preteniem. O

Observaci6 3.2.4 D’acord amb la proposicié anterior, quan convegui, es consideraran generadors
enters (Ran f C Z*) sense que aixo suposi perdua de generalitat.

Una de les dues linies de recerca principals del treball és caracteritzar aquelles disjuncions
que so6n additivament generables. A continuacié establim una caracteritzacié d’aquestes en
termes de t-conormes continues arquimedianes no estrictes.

Proposici6 3.2.5 Una disjuncié D sobre L ={0, 1, ...,n} és additivament generable si, i només si,
existeix una t—conorma continua arquimediana no estricta S sobre 'interval real [0, ] de manera
que D(1,j) = [S(i,j)] Vi,j € L, on |z| és la part entera per defecte de z (el major enter que és
menor o igual que z).
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DEMOSTRACIO: Suposem primer de tot que D és una disjuncié sobre L amb generador
additiu f : L — [0, 400). Sigui f : [0,n] — [0, +00) una extensié continua estrictament
creixent de f a l'interval real [0, 1] i sigui S la t-conorma arquimediana no estricta sobre
[0,n] generada per f: S(x,y) = #_”(f(x) +f(y)) Vx,y € [0,n] on A
de f, definida per A (t) = max{z € [0,n] ; f(z) < t}, t € [0, 400). Evidentment, f{~1)(t) =
F(_] ) (t)J Vt € [0,+00). Per tant, Vi,j € L, podem escriure que

D(i,§) = fCV D +16) = [T (@ +F6) | = [T FO+76)| = 156,
Reciprocament, considerem D donada per D(i,j) = [S(i,j)] Vi,j € L, essent S una t-
conorma arquimediana no estricta sobre [0,n]. Es facil veure que D verifica totes les
condicions de la Definici6 2.1.1, per tant D és una disjunci6 sobre L.

Draltra banda, sigui f:[0,n] — [0,+00) un generador additiu de S i sigui f: L —
[0, +00) la restriccié de f a L: f(i) = f(i), 1 € L. Tenim que Vi,j € L

. . =) ey L T 2= . . _ . .
D(i,j) = [$(13)) = |[f @) +76)) | = [F (0 +£6))| = 1) + ).
En altres paraules, f és un generador additiu de D i per tant, D és additivament generable.[]

és la pseudoinversa

3.3 GENERACIO ADDITIVA ENVERS GENERACIO MULTIPLICATIVA

En la secci6 anterior s’ha definit el concepte de generador additiu per a disjuncions i
conjuncions definides sobre L. Aixi, una disjuncié o una conjuncié pot obtenir-se a partir
d’una funcié f definida sobre L, només fent ts de la (pseudo)inversa i I'operacié suma.
Aquesta mateixa idea es pot dur a terme utilitzant I’'operacié producte. Anem a comprovar
que les disjuncions i conjuncions que es poden generar additivament sén les mateixes que
les que es poden generar multiplicativament; per fer aixo caldra distingir quan s"utilitzi un
o altre tipus de generaci6. També en el cas continu es déna aquest fet ([12], 68-81).

Malgrat la distinci6é entre generaci6 additiva i multiplicativa que es pretén fer, la definicié
de pseudoinversa utilitzada en ambdds casos és la de la Definici6 3.1.1.

Fins ara hem denotat per F¢ la 1'operacié binaria que s’obté a partir d'un generador
f=(ap,ai1,...,an), tant si ap = 0 (disjuncié) com si a,, = 0 (conjuncid). En aquesta seccio,
i només en aquesta, com que haurem de distingir entre els dos tipus de generador i del
tipus d’operaci6 binaria generada, definim:

Definicié 3.3.1 Sigui f = (ap, a1, ..., an) una llista estrictament monotona de nombres reals no
negatius. Aleshores:

1. Si ap = 0 (f és creixent) llavors direm que f és un generador additiu disjuntiu.
2. Si an = 0 (f és decreixent) llavors direm que f és un generador additiu conjuntiu.

En qualsevol dels dos casos, denotarem per ¥ la disjuncié o conjuncié generada additivament per
aquest generador additiu f.

A continuaci6 es defineixen els conceptes de generador multiplicatiu d’una disjuncié.

Proposici6 3.3.2 Sigui f: L — [1,4-00) una funcié creixent amb £(0) = 1. Aleshores I'operacié
binaria sobre L donada per

Fp(i,5) = fOD(FA) - F(5) VijelL

és una disjuncio sobre L.
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DemOSTRACIO: La commutativitat és clara en la definicié de la funcié Ff. I en ser f(0) =1,
llavors és clar que ap és neutre per aquesta operacio:

F2(0,1) = F2(i,0) = f =1 (£(0) - f(i)) = fV(1-f(1)) =1 VieL.
Finalment, si i < i’ llavors f(i) - f(j) < f(i’) - f(j) i, per tant, F$(i,j) < F§(i’,3). O
I ara definim el concepte de disjuncié multiplicativament generable.

Definici6 3.3.3 Sigui D una disjuncié sobre L i siqui f: L — [1,400) una funcio estrictament
creixent amb f(0) = 1 de manera que

D(i,j) = -V (f(1) () VijeL
En aquest cas direm que:
* La disjuncié D és generada multiplicativament per f.

® La funcié f: L — [1,+o00) és un generador multiplicatiu de D.

I ara farem el mateix per a conjuncions.

Proposici6 3.3.4 Siguif: L — [1,+o00) una funcié decreixent amb f(n) = 1. Aleshores I'operacio
binaria sobre L donada per

Fr(L3) =D () vijelL
és una conjuncid sobre L.

DEMOSTRACIO: La commutativitat és clara en la definicié de la funci6 F$. I en ser f(n) =1,
llavors és clar que a, és neutre per aquesta operacio:

Fe(n, i) = F2(i,n) = fCD(f(n) - (1)) = f-V (1 (i) =1 Vie L
Finalment, si i < i’ llavors aplicant 3.1.5 tenim f(i) - f(j) > f(i’) - f(j) i, per tant, F$(i,j) <
Fe(il,). =
I ara definim el concepte de conjuncié multiplicativament generable.

Definici6 3.3.5 Sigui C una conjuncié sobre L i sigui f: L — [1,400) una funcié estrictament
decreixent amb f(n) = 1 de manera que

C(i,3) =71 (F(1) - £(3) Vijel
En aquest cas direm que:
* La conjuncié C és generada multiplicativament per f.

® La funcié f: L — [1,+o00) és un generador multiplicatiu de C.

D’acord amb aquests resultats i definicions sobre els generadors multiplicatius, qualsevol
llista de nombre reals monotona estricta, f = (ap,ai,...,an), amb ag = 1o an =1 és
el generador multiplicatiu d"una disjuncié o conjuncid, respectivament. Llavors, per tal
de poder diferenciar clarament quan un generador multiplicatiu ho és d'un o altre tipus
d’operaci6 binaria, definim, tal com hem fet amb els generadors additius:

Definici6 3.3.6 Sigui f = (ap,a1,...,an) una llista estrictament monotona de nombres reals
majors o iguals que 1. Aleshores:
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1. Si ag =1 (f és creixent) llavors direm que f és un generador multiplicatiu disjuntiu.
2. Si an =1 (f és decreixent) llavors direm que f és un generador multiplicatiu conjuntiu.

En qualsevol dels dos casos, denotarem per F¢ 'operacié binaria generada multiplicativament per
aquest generador multiplicatiu f.

Vegem que donat un generador additiu d’una disjuncié en podem construir un de
multiplicatiu de la mateixa, i viceversa.
un generador additiu disjuntiu

Proposici6 3.3.7 Siguin f = (ap, a1, ..., an) un generador additiu i g = (bg,by,...,bn) un
generador multiplicatiu, ambdés disjuntius; per descomptat ay = 0, bg = 1. Aleshores:

1. La funcié t* = (ag,aj,...,a},) definida per ai = e%, 0 < i < n, és un generador
multiplicatiu disjuntiu.

2. La funcié g* = (b§, b7,..., b} ) definida per b} = In(b;), 0 <1 <, (on Ln és la funcié
logaritmica natural) és un generador additiu disjuntiu.

3. A més, f** = fi g** = g, entenent com a ** el generador que resulta d’aplicar a f la
funcié exponencial, tal com s’indica en 1 (s’obtén aixi un generador multiplicatiu disjuntiu)
i, sequidament, aplicar-li la funcié logaritmica tal com s’indica al pas 2 (s’obtén novament
un generador additiu disjuntiu). Igualment, g** és el resultat d’aplicar a g els passos 2 i 1,
en aquest ordre.

DEMOSTRACIO: 1. Resulta del fet que a* = e® = ¢° =1, i que la funcié exponencial és
0
estrictament creixent.

2. Resulta del fet que by = Ln(bp) = In(1) =0, i que la funcié logaritmica és estricta-
ment creixent.

3. Les funcions exponencial i logaritmica utilitzades sén inversa una de l’altra. O

D’igual forma, les funcions exponencial i logaritmica ens permeten obtenir generadors
multiplicatius conjuntius a partir de generadors additius conjuntius, i viceversa, respectiva-
ment.

Proposicié 3.3.8 Siguin f = (ap, a1, ..., an) un generador additiu i g = (bo,by,...,bn) un
generador multiplicatiu, ambdds conjuntius; per descomptat an, =0, by, = 1. Aleshores:

1. La funcio t* = (ag§,aj,...,ay) definida per ai = e, 0 < i < n, és un generador
multiplicatiu conjuntiu.

2. La funcié g* = (b§, by, ..., by) definida per by = ILn(by), 0 < i< n, (on Ln és la funcio
logaritmica natural) és un generador additiu conjuntiu.

3. A més, t** = fi g** = g, entenent com a f** el generador que resulta d’aplicar a f la
funcié exponencial, tal com s’indica en 1 (s’obtén aixi un generador multiplicatiu conjuntiu)
i, sequidament, aplicar-li la funcié logaritmica tal com s’indica al pas 2 (s’obtén novament

un generador additiu conjuntiu). Igualment, g** és el resultat d’aplicar a g els passos 21 1,
en aquest ordre.

DEMOSTRACIO: La demostracié és semblant a la de la proposicié anterior. O
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El resultat segiient mostra que la generacié additiva i multiplicativa tenen el mateix
potencial. Aixi, si una disjuncié o una conjuncié pot generar-se additivament, també es
podra multiplicativament, i viceversa.

Proposici6 3.3.9 Sigui f = (ap, ay,...,an) un generador additiu. Aleshores I'operacié binaria
generada additivament per f és identica a la generada multiplicativament per £*:

Ff =Fp.

DEMOSTRACIO: Si f és un generador additiu disjuntiu, f = (ap, ay,...,an), ap =0, llavors
el corresponent generador f* és f* ={1,e%1,e%2,...,e%}. Vegem que F;L = F2.:

1. En el cas F/(i,j) = k < n, tenim ax < aj+aj < axq1. Aplicant-hi la funci6
exponencial y = e* resulta que e < e*i T4 < e®+1 ésa dir, e« < e e < e+,
que equival a dir F$.(i,j) = k.

2. I'siés Ff{ (i,j) =n, llavors és an < a; + a;j. Novament, aplicant la funci6é exponencial
a la desigualtat tenim e“» < e%t - e% o, el que és el mateix, Ff.(i,j) = n. O

El cas en que f sigui un generador additiu conjuntiu a,, =0, es comprova de forma similar.

De la mateixa manera, tenim el resultat analeg.

Proposicié 3.3.10 Sigui g = (ap,a1,...,an) un generador multiplicatiu. Aleshores I’operacié
binaria generada multiplicativament per g és identica a la generada additivament per g*:

e _ r+
Fg—Fg*

DEMOSTRACIO: La demostraci6é és com l'anterior pero aplicant ara la funcié logaritmica en
comptes de I'exponencial. O

La Proposici6 3.1.20 estableix la relaci6 entre el generador additiu d"una disjuncié D i el
de la seva conjuncié dual D*, aixi com la que hi ha entre els generadors additius d"una
conjuncio i la seva disjuncié dual. Per altra part, les dues proposicions anteriors mostren
com obtenir un generador additiu a partir d"un de multiplicatiu (i viceversa) que generin
la mateixa operacié binaria. Vegem finalment la relaci6 entre els generadors multiplicatius
d’una operaci6 binaria, disjuncié o conjuncid, i la seva dual.

Proposici6 3.3.11

1. Sigui f = (ap,a1,...,an), Ao < a1 < ... < an i ap = 1, un generador multiplicatiu
d’una disjuncié D, i sigui D* la conjuncié dual de D. Aleshores g = (bp,b1,...,bn) amb
bi = an_i és un generador multiplicatiu de D*.

2. Sigui f = (ap,a1,...,an), @p > a1 > ... > an i an = 1, un generador multiplicatiu
d’una conjuncié C, i sigui C* la disjuncié dual de C. Aleshores g = (bo,b1,...,bn) amb
bi = an_i és un generador multiplicatiu de C*.

DEMOsTRACIO: Vegem 1. Sigui D una disjuncio6 i sigui f = (ap, at, ..., an) un generador
multiplicatiu seu (ap = Tiap < aj < ... < ap). Vegem en primer lloc que D*(i,j) = k
amb k > 0 si, i només si, by < bi-bj; < bx_1:

D*(i,j)=k ©n—-Dn—1in—j) =k
S Dn—in—j)=n-—k
S On—k S Qn—i 0n—j < Qn—k+1 = An_(k—1)
& b <bi-bj < by_.
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I vegem ara que D*(i,j) = 0 si, i només si, by < b; - b;:

D*(,j) =0 ©&n—-Dn—-i,n—j)=0
S Dn—in—j)=n

I de forma similar es demostraria 2. ]

La Figura 6 mostra en forma de diagrama commutatiu com passar d'un generador
additiu a un de multiplicatiu, d’'un generador d"una disjuncié a un de la conjuncié dual, i
viceversa.

Generadors P N(x) N Generadors
additius de C - g additius de D
e*| |Ln(x) e*| |In(x)
Generadors 5 N(x) -~ Generadors
multiplicatius de C | " | multiplicatius de D

Figura 6. La relaci6 entre els generadors additius i multiplicatius d'una conjuncié C i la seva
disjuncié dual D

3.4 ALGORISME PER A DECIDIR QUAN UNA DIS]UNCIé £S ADDITIVAMENT GENER-
ABLE

Arribats a aquest punt construirem un metode algorismic que ens permeti saber si una
disjunci6 té generador additiu o no. Per fer aixo transformarem el nostre problema d’e-
xisténcia de generador en el de resoldre un sistema d’inequacions lineals homogenies, el
qual determinara un con convex poliedric del que se n’extrauran els generadors del con
dual. Aixi el problema quedara reduit a determinar si un conjunt de vectors pertanyen
al con dual o no. Per a determinar el con dual del con obtingut previament farem ts de
'algorisme I" que trobarem en [10, 9].

Comengarem introduint alguns conceptes i resultats basics sobre convexitat i cons
convexos poliedrics, després reformularem el nostre problema en termes de pertinenca a
un con convex poliédric i acabarem mostrant 1’algorisme que ens permetra determinar si
una disjunci6 és additivament generable o no.

3.4.1 Preliminars: conjunts convexos en R™

Els conceptes i resultats segiients provenen de la teoria de la convexitat ([32]). En aquest
capitol treballarem sobre 1'espai euclidia R™ format per n-tuples x = (x1,...,%xn). Deno-
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tarem el producte escalar estandard de dos vectors x,y € R™ per (x,y) =x1y1 +...+XnUn.

Definici6 3.4.1 Un subconjunt C de R™ es diu que és convex si (1 —AN)x+ Ay € C per a qualsevol
x,yeCog<ALl.

Tots els conjunts afins sén convexos. Notem que 1'tinica condicié perque un conjunt
sigui convex és que donats dos elements del conjunt, x i y, aquest també ha de contenir el
segment entre x i y. Per descomptat, doncs, la intersecci6é de conjunts convexos és convex.

Els semiespais son exemples importants de conjunts convexos. Donat un vector no nul
a € R™" i qualsevol « € R, els conjunts {x € R™ : (a,x) < ofif{x € R™: (a,x) < «}
s’anomenen semiespais tancat i obert, respectivament, corresponents a 1'hiperpla {x €
R™: {(a,x) = «}.

Definici6 3.4.2 Un con convex poliedric (ccp) a R™ és la interseccié d'una col-leccié finita de
semiespais tancats de R™ de manera que els seus hiperplans frontera passen per I'origen. Aixi doncs,
un con convex poliedric és el conjunt de solucions d’algun sistema finit d’inequacions lineals debils
(inequacions del tipus <) homogenies.

Cada ccp té associat un con dual.

Proposici6 3.4.3 Sigui K un con convex poliédric. EI conjunt
K® ={x e R*: (x,y) <0, Yy e K}
és també un ccp anomenat el con dual de K.

La proposicié segiient mostra que el con dual d"un ccp és el conjunt de combinacions
lineals no negatives d"un conjunt de vectors no nuls.

Proposici6 3.4.4 Si K és el ccp de les solucions del sistema (ai,x) < 01 =1,...,m, llavors
Ke={\ar+...4+Amam : Ay =20,1=1,...,m}

Aquest conjunt, format per les combinacions lineals no negatives dels vectors aj, ..., am,
el denotarem per (aj,...,am) +- En aquest cas direm que ay, ..., an son els generadors
de (aj,...,am),.

Proposici6 3.4.5 Sigui K un con convex poliedric; aleshores K°° = K.
En particular {0}° = R¥, (R¥)° ={0}.

Corollari 3.4.6 Qualsevol con convex poliedric K pot ser expressat com K = (aj,...,am) . per
a determinats a; € R™,i=1,...,m.

DEMOSTRACIO: En efecte, com que tot ccp és el dual del seu propi dual, llavors aplicant la
proposicié anterior ja tenim el resultat. O

Exemple 3.4.7 En la figura 7 veim un con convex poliedric K sobre R? generat per dos vectors
ay i a. El con dual K° és el con generat per dos vectors perpendiculars a ay i ap. En la figura
s’observa la figura conica que té el conjunt de combinacions lineals no negatives d’aquests dos
vectors.

D’acord amb aquests resultats, establim quan és que un vector pertany a un con convex
polihédric.
Proposicié 3.4.8 Sigui x un vector de R™. Aleshores x € (aj,...,am) . si, i només si, (by,x) <

0i=1,...,s 0n by € R™ son els generadors del con (ay, ..., am)3.
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a1

a3

by

KO

Figura 7. K = (a7, a2), i K® = (by,by)

DEmMosTRACIO: Sideim K = (aj,...,am) ., llavors K® = (by,...,bs)  per a determinats
bi € R"i=1,...,5s. Com que K = K°° llavors x € (aj,...,am), si, i només si, x €
(b1,...,bs)7 ={x € R™: (x,by) <0i=1,...5} O

Finalment, la proposici6 segiient també sera ttil més endavant.

Proposici6 3.4.9 Considerem ag, ai, i =1,...,m, vectors no nuls de R™. Sempre que (ai, x)
0,i=1,...,mtenim que (ap,x) < 0 (es diu que (ap,x) < 0 és una conseqiiéncia de (ai, x) <
,i:1,...,m)si, i només si, ap € (A, ..., Am) .

<
0

3.4.2 Plantejament del problema en termes de convexitat

En referencia a la primera linia de treball (caracteritzar les disjuncions d’una determinada
familia que son additivament generables), anem a estudiar el problema més general, el de
decidir si una disjuncié qualsevol tengui generador additiu. En aquest apartat analitzarem
el problema des d’un punt de vista diferent, transformant-ne d’existéncia en termes de la
consistencia d'un sistema d’inequacions lineals. Al final obtendrem un algorisme per a
decidir quan una disjuncié és additivament generable o no.

Una disjuncié D sobre L ={0,1,...,n}, n > 2 esta determinat pels seus valors sobre el
conjunt A,

A={{j)elxL; 0<ig<j<n}
Considerem
Ay =1{(i,j)eA; DH,j)=k k=12,...,n.

Indicarem per Ny i My els conjunts dels elements minimals i maximals de Ay, respectiva-
ment (respecte de 1’ordre producte). Per descomptat que alguns dels Ay poden ser buits,
com també

An #0= M, ={n—-1,n—-1)L

Considerarem la notacid

Ny ={(au, ba);

x = }
My ={(cp,dp); B =

1,...,7
1,...,s} 5:3)
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on

O<ap<ar<...<ar<by<br1<...<byj<n

b,
a, (3-4)

O<ci<e<...<cs < <ds 1<...<di<n

Observaci6 3.4.10 En aquests termes, D(1,j) = k si, i només si, existeixen (ay,bs) € Ny,
(cp,dp) € My de manera que (a«, b)) < (1,j) < (cp, dg). Dit altrament, tot element de la regio
k és sempre comparable amb alguns dels minimals i maximals de la propia regio.

D’altra banda, la condicié d’existencia de generador additiu
D(i,3) = V(1) +£()), (Lj) e Lx L
es pot escriure com
f(D(,j)) < f(1) + () <F(D(Lj)+1), (i) € A
En altres paraules,
D(i,j) =k & f(k) < f(1) +1(j) < f(k+1),k=1,2,...,n

(en el cas k = n només considerarem la primera de les dues desigualtats, f(n) < f(i) + f(j)).
Pel creixement del generador f, les condicions f(k) < f(i) +f(j) < f(k+1),k=1,2,...,n
i(i,j) € Ay, un cop eliminada alguna redundancia, poden escriure’s com:

f(k) < f(a) +f(b) peratot (a,b) e Ny, k=2,...,n

f(c)+f(d) <f(k+1) peratot(c,d) e My, k=1,...,n—1 G-5)

Aixi, donada una operacié d’agregacié disjuntiva D sobre L, el problema de l'ex-
istencia d’un generador additiu f de D és equivalent al problema de la compatibili-
tat (consisténcia) d’un sistema d’inequacions lineals debils i estrictes. Aixi, si denotam
f=(xo=0,%x1,%2,...,xn) onxx =f(k), k=0,1,...,n, aquest sistema té la forma segtient:

—X1<O
X1 —X2<0
X2 —x3 <0

Xn_1—Xn <0
—xx41 +flcr)+f(dy) <O
—Xk41 +f(c2) +f(d2) <0 (3.6)

—Xk+1 +f(cs) +f(ds) <O

)
xx —f(ar) —f(by) <0
xx —f(az) —f(b2) <0

xx — flay) = f(br) <O

Observem que en el sistema (3.6), —xx41 + Xi +Xj < 0 vol dir que D(i,j) = k essent (i,j)
un element maximal de Ay. Analogament, si (i,j) és un element minimal de Ay (D(1,j) = k)
llavors en el sistema apareixera la inequacié xx —x; —x; < 0.
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Exemple 3.4.11 Considerem L4 =1{0,1,2,3,4} i sigui D la funcié d’agregacié disjuntiva sobre L
determinada pels seus valors sobre A = {(i,j) e LxL; 0 <i<j<4}:D(1,1)=D(1,2) =2,
D(1,3) =D(2,2) =D(2,3)=3,D(3,3) =4:

D|01234
001234
1112234
2122334
3133344
4 | 4 4 4 4 4

En aquest cas tenim:

Ny =M; =90

N2 ={(1,1)}, Mz ={(1,2)}

N3 ={(1,3),(2,2)}, M3 ={(2,3)}

Ny =My ={(3,3)}

i el corresponent sistema, d’acord amb 3.6 i una vegada eliminades les inequacions redundants, és:

—x1 <0

X1—X2<0
Xy —x3 <0
X3 —xq <0

—x3+x1+x2 <0
—X4 +%x2 +x3 <0
X2 —2x1 <0
x3 —2x2 <0

X4 —2X3 < 0
onf=(xo=0,%x1,%x2,%x3,%x4) amb x,. = f(k), k €{0,1,2,3,4}.

Observem que f = (0,1,2,4,7) n’és una solucié. Aixi la disjuncié D té f = (0,1,2,4,7)
com a generador additiu. Observem també que D no és associativa (no és una t-conorma):
D(D(3,2),2) =D(3,2) =3iD(3,D(2,2)) =D(3,3) =4.

Anem cap enrere al sistema (3.6) que, per abreujar, el denotarem com

ai,x) <0, i=1,...,
\ai,%) . P (37)
(a;,x) <0, i=p+1,...,m

on (x,y) és el producte escalar ordinari dels vectors x i y de R™, p és el nombre d’'inequa-
cions estrictes del sistemaiaiy,x c R*"Vi=1,...,mambn <p < m.

Els casos extrems n = p i p = m poden donar-se, perd no ambdds alhora. Si tenim el
primer cas, n = p, vol dir que dels maximals de la disjuncié no se n’extreu cap inequacio;
com que una disjuncié sempre té maximals, llavors 1'tnica possibilitat és que només el
conjunt de maximals M, sigui no buit, ja que aquests no esdevenen inequacions rellevants.
Aquest és el cas de la t-conorma drastica Sp, i el sistema d’inequacions és
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—X1<0
X1 —%x2 <0

Xn_1—Xn <0

Xn —2x1 <0
onf=(xo=0,n—1,n,...,,2n—3,2n—2) amb x;. = f(k) n’és una solucio.

En canvi, si és p = m, com que una disjuncié té sempre elements minimals, llavors ha
de ser que d’aquests se n’obtenguin inequacions trivials. Aixo és, N7 no pot ser buit i per
tant, D(1,1) =1 (si fos Ny buit llavors D(1,1) =j > 1 i s’obtendria la inequacié no trivial
xj —2x1 < 0). Pel mateix raonament, D(i,1) = 1 per a tot i, ja que si fos D(i,1) =j > i
per algun 1 llavors tendriem x; — 2x; < 0. Aixi doncs, D ha de tenir tots els elements
idempotents: D = Spm. En aquest cas el sistema d’inequacions és:

—X1<O
X]—X2<O

Xn_1—X%Xn <0
—x2 +2x1 <0
—x3+2x2 <0

—Xn +2xn-1 <0
onf=(x0=0,1,3,7,...,2"1—1,2" — 1) amb xx = f(k) n’és una solucio.

Observaci6 3.4.12 Del fet que D(i,j) > max{i,j}, llavors quan Ny sigui no buit per algun k
tendrem una inequacio del tipus xx —xi —x; < O per a determinats i,j < k (siési=koj =k
llavors la inequacio resultant és redundant). Per tant els vectors a,y1,. .., Am sempre tendran la
forma

(«.0,=1,...,—1,...,1,0,...,0)
(...,=2,...,1,0,...,0)

on el valor positiu 1 és en la posicié K, i la resta son zeros o espais inexistents. Si les desigualtats
s’ordenen de forma creixent en k, llavors els vectors a; = (a14,...,ani) i=p+1,...,m del
sistema (3.7) compliran que per a cada i existira un j;, complint tots ells T < jp11 < jp42 <
. <jm < n, detal manera que a5, ; =11ia;; =0V >j;

Aquest fet s’utilitzara en 1'Observaci6 3.4.14.

La proposici6 segiient és un resultat important per a aquest treball, ja que ens aporta una
condicid necessaria i suficient per tal que el nostre sistema d’inequacions sigui compatible.
Aquest resultat es troba a [32].

Proposici6 3.4.13 El sistema (3.7) és compatible si, i només si, qualsevol solucié (yi,...,Ym)
amby; > 0,1=1,...,mdel sistema lineal homogeni ATly=0 satisfa queyr = ... =yp =0,
on A és la matriu real m x n les files de les quals sén ay, ..., am.

D’acord amb aquesta proposici6, hem d’analitzar les solucions (y1,...,ym) amb y; >0,
i=1,...,m, del sistema lineal homogeni ATy =0, on:
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AT =

0
0
0

1 0
—1 1
0 -1
0 0
0 0
0 0
0 0

o O O O

1
—1
0

o O O O

— O

—1

a1 n+1
a2 n+1
a3 n+1

a4n+1

An—2n+1
An—1n+1

An,n+1

al,m
az m
asm

a4,m

an—-2m
An—-1,m

an,m

Pero aquest sistema de rang n pot ser facilment resolt (comengant per y, i acabant per

y1) de la forma segtient:

Y1 = AU n+1Yn+1 T A n42Yn+2+ ...+ a1, mYym +...+

+an,n+lyn+1 + Ann+2Yn+2 +...+ An,mYm

Yn—-1 = An-in+1Yn+1+tan—1n+2Yn+2+...+an—1mym+t

+ann+1Ynt1 T Anni2Ynt2 + ...+ AnmYm

Yn = Ann+i1Yn+1 +anni2Yns2+...+ anmYm

ambUn+1/---rUm ER

(3-8)

Aixi doncs, el sistema (3.7) té soluci6 si, i només si, per a tota solucié (y1,...,ym) amb

yi=20,i=1,..., mtenim que y; =... =yp =0.

Facem un canvi de notaci6. Si indicam s;; = aij; +...+anjperacadai=1,...,ni

j=m+1,...,m,iconsideram els vectors s1, ...

$1 = (51,n+11---151,m)
s2 = (S2n+1,---,82,m)
Sn = (Sn,n+l/ ceey Sn,m)
Sn+1 = (1/0/0/-'-10)
Sn42 = (OI]IOI"'IO)

sp = (0,...,1,...,0)
sm = (0,0,...,0,1)

Llavors el sistema (3.7) és compatible si, i només si, les solucions y* = (yny1,.

R™ ™ del sistema (s;,y*) >0,i=1,...,m

S1n+1Yn+1 + ...+ ST, mYm
S2n+1Yn+1 +...+S2mYm

Snn+1Ynt1+ ...+ Sn,mYm

Ynt1 = O

YUp > 0

Ym = O

>

=
Z

WV

,$m € R™™™ definits per:

(3-9)

--/Um) €
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es troben en la intersecci6 dels hiperplans (si,y*) =0,i=1,...,p.

Observaci6 3.4.14 A partir de I’Observacié 3.4.12 i tenint present la construccié dels vectors
$i = (Sin41,---,8i,m), 1 =1,...,mn, en podem seleccionar v, diguem-los si,,...,si,, 1 < i <

. < iy <, de tal manera que la matriu de les seves darreres m — p coordenades tendria la forma
segiient:

1 T % % % % % % x % % *x % % x % x
!
0 0 1 T % % % % % % % % % *x *x x
!
0 00 0 1 T % % % % % % % >k %
0 00 00 00 0 1 T % % x
!
o ...00 ... 00 ...00...00...071 ...1

Aixo sera utilitzat en la prova de la Proposicio 3.4.18.

Aixi podem establir la compatibilitat del sistema (3.7) com segueix.

Proposicié 3.4.15 El sistema (3.7) és compatible si, i només si, cada solucié y* € R™ ™ del
sistema (—si,y*) < 0,1=1,...,més també una solucié del sistema (s;,y*) <0,i=1,...,p

DeEMOsTRACIO: En efecte, (—si, y*) < 0 és equivalent a (s;,y*) > 0 i, en aquest cas, voler
tenir (si,y*) =0,i=1,...,p és el mateix que voler (si,y*) <OVi=1,...,p.

Per tant, el que volem és que sempre que y* satisfaci (—s;, y*) < 0 llavors també satisfaci
(si,y*) <0,i=1,...,p. D’acord amb la Proposici6 3.4.9 podem establir quan és que una
disjuncié admet un generador additiu.

Proposici6 3.4.16 Sigui D una disjuncié sobre L =1{0,1,...,n}. Aleshores D admet un generador
additiu si, i només si, s; € (—s1,...,—Sm),, 1=1,...,p.

Exemple 3.4.17 Donada la disjuncié D de l'exemple 3.4.11, onn=4,p=6im=9.
Els vectors a; son:

a; =(-1,0,0,0)
az—( 100)
(13—(0,1, )
as = (0, O,], 1)
as =(1,1,—1,0)
ac = (0,1,1,-1)
ay =(-2,1,0,0)
as = (0,—2,1,0)
as = (0,0,-2,1)

Observau que els vectors es mostren d’acord amb I’Observacié 3.4.12, de tal manera que per a az,
ag i ag tenim j7 =2, jg =3 ijo =4 que compleixen 1 < j7 <jg <jo<n

La matriu AT és
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i el sistema ATy = 0, on y = (Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7,Ys,Yo), d’acord amb (3.8) té com a

solucions
Y1 =Ys+tYe—Y7 —Yg — Y9
Y2 =Y6 tY7 —Ys — Yo
Y3z = —Ys +Ys— Yo
Y4 = —Ye6 + Y9
Aixi, tal com es defineixen en (3.9), els vectors s;, 1 =1,...,6, son
sy =(1,1,-1, —1,—1)

s3=(0,1,1,—1,-1)
s3 = (— 1001 -1)
s4 = (0,-1,0,0,1)
ss = (1,0,0,0,0)

(

s¢ = (0,1,0,0,0)

iels vectors —si, i=1,...,9, sén
—S1 = (_1 _]/1/1/])

—s, = (0, 111)
—83—(100 )
—54_(0,1,00 1
—s5=(—1,0,0,0,0)
—s¢ = (0, 1000)
—s7 = (0, 100)
—58—(000 ,0)
—59_(0000 1

En aquest cas, és possible veure que qualsevol vector si, i =1,...,

combinacié lineal no negativa dels —sy, ..., —s9:
$1 = (—s3) + (=s4) + (—s7) + (—s9)
$2 = (—s1) 4+ (=s3) +2(—s4) + (—s8) + (—s9)
$3 = (—s1)+ (—s4) + (—s7) + (—s9)
(=s1) + (=s3) + (—s7) + (—s9)

S4 = —S83

Finalment, refinarem la condici6é perque una disjuncié tengui o no generador additiu.

Comencem amb la proposici6 segiient.

6, pot ser expressat com a

Proposici6 3.4.18 Sigui D una disjuncié sobre L = {0,1,...,n}. Llavors D és additivament

generable si, i només si, (—s1,...,—sm), =R™ "

DEMOSTRACIO: Suposem que (—s7,...,—sm), = R™ ™, llavors per la Proposici6 3.4.16

deduim que D té algun generador additiu.

Reciprocament, si D és additivament generable, vegem que (—s1,...,—sm)
o, el que és el mateix, (—s1,...,—sm)] ={0}. Agafem x = (Any1,...,

— RTTL—TI

m
Ap,.. ., Am) € R™TM

39



40

GENERACIO ADDITIVA DE FUNCIONS D’AGREGACIO DISJUNTIVES DISCRETES

un vector de (—s1,...,—sm) 7. Per la Proposici6 3.4.8 tenim que (x,—s;) <0Vi=1,...,m.
En particular (x,—si) <OVi=n+1,...,mi pertant, A; > 0,Vi=n+1,...,m (ja que
A =(x,—si) Vi=n+1,...,m).

D’altra banda, per la Proposici6 3.4.16 sabem que s; € (—s1,...,—sm), i =1,...,p.
Aleshores, en primer lloc tenim (x,si) < 0,1 =n+1,...,p (Proposicié 3.4.9) cosa que
obligaque A; <OVi=n+1,...,p (jaque (x,s1) =A;y) i, pertant, Ay =0Vi=n+1,...,p.
I en darrer lloc, de forma similar tenim que (x,si) <0,i1=1,...,n (Proposici6 3.4.9) obliga
que A\; <O0Vi=1,...,n (Observaci6 3.4.14) i, per tant, \; =0Vi=n+1,...,p.

En conclusi6, x = (0,0,...,0) i, per tant, (—s1, .. .,—sm>°+ = {0 O

Perd observem que aquesta condici6 darrera pot ser refinada una mica més.

Observacié 3.4.19 Observem que

(=s1,.c,=Sm)y = — (81, -, Sm) 4 -

Per tant (—s1,...,—sm), = R™ " si, i només si, (s1,...,5m), =R™ ™

Aixi, si tenim un metode per obtenir els generadors del dual del con (s1,...,sm) ., també
tendrem un meétode per a decidir quan una funcié d’agregacié disjuntiva és additivament
generable o no. Amb aquest objectiu, farem s de l'algorisme I', que sequencialment obté el
dual del con generat per {sq,...,sn} C R™ ™, h=1,2,.... Es poden trobar tots els detalls
de l'algorisme I" en [10, 9].

3.4.3 L'algorisme

Donada una disjuncié D podem saber quan pot ser additivament generada i, en aquest
cas, podem obtenir un generador additiu enter (Ran f C Z*) de D. Les passes d’aquest
procediment sén:

1. A partir de D, es determinen els conjunts Ny i My dels elements minimals i maximals,
respectivament, i es calculen els vectors {si,...,sp,...,5m} tal com es descriu en
aquesta seccio.

2. Aplicant l’algorisme T" als vectors {s1, ..., sm} s’obtenen els generadors del con dual,
o

(81,...,5m)5-

3. D’acord amb la Proposici6 3.4.18 i I'Observacié 3.4.19, comprovam si el con dual és el
subconjunt format tinicament pel vector zero ((s1,...,5m), = R™ ™) o no. En cas
afirmatiu, continuam per la passa segiient; en cas contrari mostrem el missatge “D
no és additivament generable.” i s’acaba el procediment.

4. Comengant per (0,1,2,...,n), fem x, =n i provam si és un generador de D d’acord
amb la Definici6 3.1.7 (ho sera només si D = Sg). En cas que no ho sigui, incrementam
en una unitat x,, i anem provant totes les possibilitats (xo,x1,...,xn) amb 0 = x¢ <
X1 < ... < Xn—1 < Xn, comprovant cada vegada si la nova llista obtinguda és el
generador de D, novament d’acord amb la Definici6 3.1.7. Si cap d’aquestes és la
bona, incrementam una altra vegada x,, i seguim. El programa acaba mostrant un
generador additiu enter de D.

Observem que la passa 4. sempre acaba perqué la passa anterior ens assegura que D
és additivament generable i la Proposici6 3.2.3 ens diu que tota disjuncié amb generador
additiu en té algun d’enter.
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3.5 EXEMPLES DE T-CONORMES GENERABLES I NO GENERABLES

A continuacié es mostren exemples de t-conormes additivament generables amb un
generador cadascuna, i algunes que no ho sén. Per aquestes darreres, es mostra que el
sistema d’inequacions que s’extreu del conjunt de minimals i maximals és incompatible.

Proposicié 3.5.1 Tota t—conorma sobre Ly, amb n < 7 té generador additiu. En el cas 1 = 8 hi ha
exactament 3 t—conormes sense generador additiu que son les que es mostren a continuacio (vegi’s

la taula 1).

S1/1012345678 S21012345678 S3/012345678
0 012345678 0 012345678 0 012345678
1 1145668888 1 155578888 1 155668888
2 | 255788888 2 256678888 2 255788888
3 1367788888 3 1356888888 3 1367788888
4 | 468888888 4 | 477888888 4 | 468888888
5 588888888 5 | 588888888 5 | 588888888
6 | 688888888 6 | 688888888 6 | 688888888
7 | 788888888 7 | 788888888 7 | 788888888
8§ | 888888888 8 | 888888888 8 | 888888888

Taula 1. Les tres t—-conormes sobre Lg sense generador additiu

En la t-conorma S7, un generador (0,a,b,c,d, e, f,g,h) hauria de satisfer, a més de
0<a<b<<c<d<e<f<g<h,lescondicions segiients, extretes dels minimals i
maximals de les regions k de la taula:

S(1,1) =4 —d<2a<e

7—>g<b—l—c

Daqui, a+b+h >a+b+2c > f+g > a+2b+d, don tenim que h > b +d, que
contradiu la darrera condicié abans establerta.

Per altra banda, en la t-conorma S;, un generador (0,a,b,c,d, e, f,g,h) amb 0 < a <
b <c<d<e<f<g<hhauria de satisfer les condicions segiients, entre d’altres:

S(1,3)=5—a+c<f
S(2,2) =6 —2b>f
S(2,3)=6—b+c<g
S(1,4)=7 —a+d>g
8(2,4)_7—>b+d<h
$(3,3) =8 —2c >

D’aqui, a+b+h > a—l—Zb—I—d >
contradiu 2¢ > h.

f+9 > a+b+2c, d’'on tenim que h > 2¢, que

41
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Finalment, un generador per a la t-conorma S3 és (0,a,b,c,d, e, f, g, h) de tal manera
que0<a<b<c<d<e<f<g<hitambé:
S(2,2) =5 —2b<f
3)=6—a+c>f
A4)=6—a+d<g
3)=
3) =

S(2,4)=8 —b+d>h
D’aqui, a+b+h >a+b+2c > f+g > a+2b+d, don tenim que h > b +d, que
contradiu b 4+ d > h, la darrera condicié establerta.

Aqui teniu les 22 t-conormes sobre L4 que hi ha, cadascuna amb un generador seu:

Sml01234 slo1234 S|lo01234 S|lo01234
0101234 0l01234 001234 001234
1111234 1111234 1111234 1111234
2122234 2022234 2022244 2022334
3133334 3(33344 3133444 3133334
4 144444 4144444 4044444 4044444
f=1(0,1,3,7,15) f=(0,1,3,7,11) £=(0,1,3,7,9) f=(0,1,3,5,11)
S|l01234 slo1234 S|l01234 S|01234
001234 001234 001234 001234
1111234 1111234 1111244 1111244
2022344 2022444 2022244 2022444
3133444 3133444 3134444 3134444
4044444 4144444 4044444 4044444
f=1(0,1,3,5,7) f=1(0,1,4,68  f=(0,1,3,78)  f=(0,1,356)
slo1234 Slo1234 S|01234 S|l01234
001234 0/01234 0/01234 001234
1111334 1111334 1111444 1112234
2023334 2023444 2024444 2122234
3(33334 3(33444 3134444 3133334
4044444 4144444 4044444 4044444
f=1(0,1,3,4,9) f=(0,1,3,4,6) f=(0,2567) f=(0,1,25,11)
slo1234 slo1234 S|01234  S|01234
001234 001234 001234 0101234
1112234 1112244 1112334 1112344
2022234 2022244 2023334 2123444
3133344 3(34444 3133334 3134444
4044444 4144444 4044444 4144444
f=1(0,1,2,5,8) f=(0,1,2,56) f=(0,1,237  f=(0,1,23,4)
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S|l01234 S|lo01234 S|01234 S|01234
0101234 0101234 0101234 0(01234
1112444 1113334 1113344 1113344
2124444 2123334 2123344 2023444
3134444 3133334 3(34444 3134444
4044444 4044444 4044444 40144444
f=1(0,2,4,5,6) f=1(0,2,3,4,9) £f=1(0,3,4,6,9  f=(0,23,4,6)
S|01234 Sp|l01234
0101234 001234
1113444 1114444
2124444 2024444
3134444 3 (34444
4044444 4144444

f: (0/2/3/4/5) f: (0/3/4/5/6)

Taula 2. Les 22 t-conormes sobre L4 sén additivament generables

3.6 COPULES

Les copules sén funcions que permeten expressar una funcié de distribucié n-dimensional
en termes de les seves funcions de distribucié marginals (unidimensionals). En el cas
bidimensional: Si H és una funcié de distribucié amb distribucions marginals F i G,
aleshores existeix una copula C : [0, 112 — [0,1] de manera que H(x,y) = C(F(x), G(y)).
Reciprocament, si C és una copula i Fi G sén funcions de distribucié unidimensionals,
aleshores la funci6 H definida per H(x,y) = C(F(x), G(y)) és una funci6 de distribuci6
amb marginals F i G. A partir d’aquest resultat [35] la teoria de copules ha esdevingut
important en el moén de les probabilitats i I'estadistica. Utilitzant la mateixa axiomatica, s’ha
desenvolupat la versi6 discreta de la teoria de copules [23] amb resultats que mostren, com
en el cas [0, 1], el caracter conjuntiu de les copules commutatives. Es pot trobar informacié
completa sobre copules amb domini continu en [30].

Definici6 3.6.1 Una funcié C : L x L — L és una copula sobre L si satisfa les condicions segiients:
(Cop1) C(i,0)=C(0,i)=0 Viel
(Cop2) C(i,n)=Cni)=1 Viel
(Cop3) C(i,j)+C(i,j") = C(L,i") + C({i,j) sii<i/,j<i’

Exemple 3.6.2

1. Les t—normes Ty i Tp son copules associatives i commutatives sobre L ={0,1,...,n}.

2. La funcié C definida sobre L ={0,1,2,3,4,5} per
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clo 12345
0[0 00000
o 110000 01

_ Te(1,3) si(i, 2,3
C(l,]):{ 1 (].)#( ) 2|00 0012
1 si (1,j) = (2,3) 30011 23
410 01 2 3 4
500 1 23 45

és una copula sobre L que no és t—norma (no és commutativa).

Igual que en les disjuncions i les conjuncions, les copules satisfan una serie de propietats
basiques.

Proposici6 3.6.3 Sigui C una copula sobre L. Llavors se satisfa que:

1.

6.

T:.(1,§) < C(i,§) < Tm(i,j). Aixi doncs, les t—normes de Lukasiewicz i minim sén la menor
i la major de les copules sobre L, respectivament.

C és creixent en cada variable.

. C satisfa la condicié de Lipschitz amb constant 1 (vegi’s 2.3.3). Per tant, les copules discretes

son totes suaus: Vi,j € L, C(i+1,j) —C(1,j) < 1sii<n, i C(i,j+1)—C(1,j) < 1sij <
n.

L’inica copula que satisfa C(i,1) =i per a tot i € L és la t—norma Tn.

L'inica copula que satisfa C(i,n —1) =0 (0 C(n—1,i) = 0) per a tot i € L és la t-norma
Tp.

Les copules commutatives sén conjuncions.

El segiient resultat situa les t-normes suaus com a subclasse de les copules.

Proposicio 3.6.4 Les t—normes suaus son les copules associatives.

Com a conseqiiencia d’aixo tenim que les copules associatives son commutatives, aixi
com el resultat segiient.

Proposicié 3.6.5 Les copules associatives son additivament genenerables.

Es pot veure totes aquestes relacions entre els diferents tipus de copules a la Figura 8.

Copules Commutatives Copules

No
commutatives

Copules additivament generables

Copules associatives

(T-normes suaus)

Figura 8. Classificaci6 de les copules discretes
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D’altra banda, el nombre de copules associatives (i commutatives) sobre L, és -
tantes com t-normes suaus sobre L, hi ha. En canvi, el nombre total de copules commuta-
tives és

[n/2] |

Y
P _ In!l’
= 2P (n—2p)lp!

Aixi, peran=1,2,3,4,5 tenim 1,2,4,10, 26 copules commutatives.

Les copules commutatives discretes son conjuncions sobre L. Les copules sobre L4 sén
additivament generables; es pot veure el llistat d’aquestes 10 copules juntament amb el seu
generador additiu a la Taula 4. En canvi, per n > 5, hi ha copules commutatives que no
so6n additivament generables. La demostracié dels dos resultats que ara segueixen s’ha fet
aplicant I’algorisme descrit en aquest capitol.

Proposici6 3.6.6 Totes les copules commutatives sobre L4 son additivament generables.

Proposici6 3.6.7 Les conjuncions C i C' que es mostren a la Taula 3 sén les viniques copules
commutatives sobre Ls, d'un total de 26, que no admeten generador additiu. Hi ha, per tant, 24
copules commutatives sobre Ls additivament generables.

DemosTRrACIO: Si f = (ap,a1,a2,a3,a4,a5) amb as = 0 fos un generador additiu de C,
aplicant la Proposicié 3.1.15 tendrem, entre d’altres, les desigualtats segiients:
C(1,4)=0—aj+ag > aqg

Per tant, hauria de ser ap < a7 + a4 < az +2a4 < 2a; < ap, fet que és impossible.
La demostraci6 és identica per a C’, ja que se'n poden extreure les mateixes desigualtats,
i arribar a contradiccié de la mateixa manera.

C 01 2 3 45 c’ 01 2 3 45
0 0 0 00 00 0 00 0 0 0 O
1 0 0 0 0 0 1 1 00 0 0 0 1
2 o011 1 2 2 oo 1T 1 1 2
3 o011 23 3 oo 1 2 2 3
4 001 2 3 4 4 00 1 2 3 4
5 01 2 3 45 5 01 2 3 45

Taula 3. Les 2 copules commutatives sobre L5 que no admeten generador additiu

Tv|01234 C,|101234 C3/01234 Cs 101234
0100000 0]00000 000000 0100000
1101111 1100111 1100011 1101111
2101222 2101222 2100122 2101122
3101233 3101233 3101233 3101233
4 101234 4 101234 4 101234 4 101234
f=(15,7,3,1,0) f=(11,7,3,1,0) f=1(7,53,1,0) f=1(11,5,3,1,0)

45
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Cs|01234 Cel01234 C;|101234 Cs|01234
0100000 0100000 0100000 0100000
110000T Tlot1111 T 101111 1100111
2100112 2011712 2101222 2101222
3100123 3101123 3101223 3101223
4101234 4101234 4101234 4101234
f=(7,5,3,2,0) f=(7,3,2,1,0) f=(11,5,2,1,0) f=(8,521,0)
Col01234 T,|01234
0100000 0100000
1100011 1100001
2100012 2000012
3101123 3100123
4101234 4101234
f=(8,5,4,2,0) f=(4,3,2,1,0)

Taula 4. Les 10 cOpules commutatives sobre L4 sén additivament generables

A continuaci6, a la Taula 5 es mostren les 24 copules commutatives sobre L5 que sén
additivament generables.

Tm 012345 C; 012345 C3/012345 Ca 2345
01000000 01000000 01000000 0 0000
Tlo11111 11001111 11000111 1 1111
2 1012222 20012222 21001222 2 11222
31012333 31012333 31012333 3 12333
4 1012344 41012344 41012344 4 12344
51012345 51012345 51012345 5 12345
f=(31,15,7,3,1,0) f=(23,15,7,3,1,0) f=(15,11,7,3,1,0) f=(23,11,7,3,1,0)
Cs|012345 Ce|012345 C,|012345 Cs|012345
01000000 01000000 01000000 0 00000
11000011 Tlo11111 Tlo11111 1 01111
20001122 20011122 21012222 2 12222
31001233 31011233 31012233 31012233
41012344 41012344 41012344 41012344
51012345 50012345 50012345 51012345
f=(11,8,53,1,0) f=(15,7,5,3,1,0) f=(23,11,5,3,1,0) f=(17,11,5,3,1,0)
Col012345 Cio|012345 Cip 012345 Ci2|012345
01000000 0 000000 0 0000 0 00000
11000111 1 1000011 1 1111 1 11111
2000122 2 looo0o122 2 11112 2 12222
301011233 3 /001233 3 /011223 3 /012223
41012344 4 1012344 4 11234 4 12234
50012345 5 012345 5 (012345 5 (012345
f=1(12,8,6,3,1,0) f=1(9,7,5,3,1,0) f=(15,7,5,3,2,0) f=(15,7,3,2,1,0)
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Ci3|012345 Cia|012345 Cis|012345 Cig|012345
0 000000 0 000000 0 (000000 0 000000
1 loo1 111 1 looo111 1 looo0o0o01 T lo11111
2 /012222 2 /000112 2 /000112 2 lo012222
3 /012223 3 /011223 3 /001223 3 1012333
4 012234 4 011234 4 001234 4 1012334
5 1012345 5 1012345 5 1012345 5 1012345
f=(11,7,3,2,1,0) f=(14,9,7,4,3,0) f=1(9,7,5,3,2,0) f=1(23,11,5,2,1,0)
Ci7|012345 Cis|012345 T,[012345 Cip|012345
0 000000 0 000000 01000000 0 000000
T 1001111 1 looo0o011 11000001 1 1000111
2 012222 2 10000712 21000012 2 loo1222
3 (012333 3 (000123 3000123 3 1012333
4 012334 4 011234 41001234 4 1012334
5 (012345 5 012345 50012345 5 (012345
f=(17,11,5,2,1,0) f=(10,7,6,4,2,0) f=(54,3,2,1,0) f=(11,8,5,2,1,0)
Cx 012345 Cpy |012345 Cx;3|012345 Ca 012345
0 000000 0 000000 0 000000 0 000000
1 o00011 1T lo11111 1T lo11111 T lo11111
2 (001122 2 /011222 2 /011122 2 lo11112
3 /001123 31012333 3 /011123 3 /o11123
4 012234 4 012334 4 012234 4 1011234
5 1012345 5 1012345 5 1012345 5 1012345
f=(11,8,5,4,2,0) f=(17,8,5,2,1,0) f=(17,8,5,4,2,0) f=1(9,4,3,2,1,0)

Taula 5. Les 24 copules commutatives sobre L5 additivament generables






GENERACIO ADDITIVA D’ALGUNES FAMILIES DE T-CONORMES
DISCRETES

En el cas [0, 1] apareixen els dos fets segiients:

FET 1 Sif:[0,1] — [0, +o0] és una funcid estrictament creixent, continua per I'esquerra en
x =1, amb f(0) = 0 de manera que Ran f + Ran f C Ran f U [f(17),+o0], llavors

S(x,y) =V (f(x) + f(y)) Vx,y € [0,1]
és una t-conorma arquimediana sobre [0, 1].

FET 2 S és una t-conorma arquimediana continua sobre [0, 1] si, i només si, existeix una
funcié f: [0,1] — [0, +oc] estrictament creixent i continua amb f(0) = 0 de manera
que

S(x,y) = D (F(x) + f(y)).

En aquesta seccié s’estudien les similituds entre el cas continu [0, 1] i el cas discret
L ={0,1,...,n} quan s’utilitza la condici6 d’estabilitat Ran f + Ran f C Ran fU [f(17), +-0c0]
adaptada al cas finit.

En primer lloc, el FET 1 s’ajusta bé al cas discret. Aixo respon al problema d’Abel de
determinar condicions suficients perqué un generador sigui associatiu.

Proposici6 4.0.8 Sigui f: L — [0,400) una funcié creixent amb f(0) = 0 de manera que
Ran f + Ran f C Ran fU [f(n), +00), llavors la disjuncié D(1,j) = fEUFA) + () Vi,jel
és associativa (és una t—conorma) i arquimediana.

DEMOSTRACIO: S’observa en primer lloc que amb la propietat que satisfa Rang f, la Proposi-
ci6 3.1.4 estableix que f(FE () =D (f(t) =t sempre que t < f(n).

Pel que fa a l'associativitat, Vi,j, k € L, la condicié D(i,D(j,k)) = D(D(i,j), k) és equiva-
lent a f(-1 (f(1) + FFV(£(5) + f(k))) = F D (FFED(F(R) + £()) + F(K)).

Siguin A~ = (i) + ff=V(f(§) + f(k)) i AT = ff(=1 (f(i) + f(j)) + f(k), s’analitzen 4 casos
en funcié que A~ i A siguin o no menors que f(n).

1. A= < f(n) i At < f(n). Com que A~ < f(n), ff=V(f(§) + (k) = f(§) + (k) i,
per tant, D(i,D(j,k)) = fEDER) 4+ £G) + (k). Igualment, com que AT < f(n),
D(D(i,), k) = fEV (1) + £() + (k).

2. A~ <f(n)i AT = f(n). Com que A < f(n), A~ = f(i) + f(j) + f(k) < f(n). D’altra
banda, com que AT > f(n), sorgeixen dues possibilitats:
Possibilitat 2.1. f(i) +f(j) > f(n), que no és possible.
Possibilitat 2.2. f(i) + f(j) < f(n), que llavors seria AT = (i) + f(j) + f(k) > f(n), que
tampoc no pot ser.

3. A~ > f(n)i AT < f(n): igual que el cas anterior.
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4. A~ > f(n)i A > f(n). Com que A~ > f(n)i AT > f(n), lavors D(i,D(j, k) =11
D(D (I,JJ,k)

Per acabar,sii € [, 1< 1, com que D(i,1) = f(=1)(2f(1)) = 1, llavors 2f(1) = f(1) i, per
tant, i = 0. Per tot aix0, D és arquimediana. OJ

Definici6 4.0.9 Un conjunt finit A C N de nombres naturals és tancat per la suma quan A+ A C
AU [maxA, +o0).

Aixi doncs, una condici6 suficient perque la disjunci6 generada per f sigui una t-conorma
és que A = Ran f sigui tancat per la suma. Aquesta és una contribuci6 a la segona linia de
recerca, dedicada a la caracteritzacié de generadors additius de t-conormes, que pot ser
enunciada ara de la forma segtient:

Sigui A un subconjunt finit de nombres naturals tal que 0 € A, i sigui l'operacié x: A X A — A
definida per

x*ky=max{z € A: z<x+yl (4.1)

Caracteritzar quins generadors additius f sobre Ly, generen t—conormes és equivalent a estudiar
per a quins conjunts A esmentats abans el parell (A, x) és un semigrup (I'operacié * és associativa
sobre A).

D’aquest problema, se’'n mostraran diverses contribucions, a més de la que s’acaba
d’establir sobre l'estabilitat de Ran f respecte de la suma. Per exemple, per a un tipus
de generadors en concret, els convexos, s’ha obtingut una caracterizacié dels que sén
associatius.

L’altra linia de recerca és, per diferents families de disjuncions discretes, caracteritzar
aquelles que s6n additivament generables (amb el subproblema annex de caracterizar les
t—conormes que ho sén). Una primera contribucié dins aquesta linia fa referencia a que la
suma ordinal és una construcci6é que conserva la propietat de ser additivament generable
(la suma ordinal ho és si les disjuncions de partida ho sén). També en aquest capitol es
mostra un metode de construccié de noves t-conormes que generalitza la suma ordinal i
que en alguns casos manté la generacié additiva. Una altra contribucié és mostrar una série
de families de t-conormes additivament generables, les quals compleixen determinades
propietats. La taula segiient anticipa el tipus de t-conormes que s’estudien d’acord amb les
seves propietats.

Suaua L Suau a L* arquimediana | No arquimediana

S.0. S11 S, suaus S1 suau sobre L* no sempre
($1,S2) i S, suau
[S:Sp] S suau i Ssuau L* i no sempre

Sp sobre L, Sp sobre L,

[S: Sl S suau Ssuaua L* no sempre
[S:S1] no no no sempre

Sk S_1,S0 k=-1,0,...,n—2 k>0 k=-—1

g a=r=1lin=2 a=r=n-—1 o >T1,Vn x=T1,Yn

4.1 SUMA ORDINAL DE T-CONORMES

La suma ordinal de dues disjuncions és una nova disjuncié obtinguda a partir de les altres
dues. Es demostra que si les inicials tenen generador additiu llavors la nova disjuncié
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també en té; a més, es mostra com es pot obtenir. Com a conseqiiencia d’aix0, la suma
ordinal de dues t-conormes additivament generables és també additivament generable.

Aixi, a partir de les t-conormes que s’ha comprovat que sén additivament generables
(Proposici6 3.5.1) i d’altres que es mostren en aquest capitol (familia Sy i bivalents (BVY),
entre d’altres), se’'n poden construir de noves usant aquest procediment.

Aquesta secci6 té un interes especial, ja que en el cas continu cap t-conorma no arquime-
diana és additivament generable. Les sumes ordinals de t-conormes, arquimedianes o no,
s6n t—conormes noves no arquimedianes. No obstant aixo, en el cas discret aquestes tenen
generador additiu si les primeres també en tenen.

La proposici6 segiient mostra que la suma ordinal de dues disjuncions additivament
generables també ho és.

Proposici6 4.1.1 Sigui f1 = (ap, a1,...,am) un generador additiu de la disjuncié Dy sobre
Lm =1{0,1,...,m} isigui f = (bo, by,...,bn) un generador additiu de la disjuncié D, sobre
L.={0,1,...,n}, amb ag = by =0, llavors

f=1(ao,a1,...,am,(2am +1)by, (2am +1)bz, ..., (2am + 1)bn)
és un generador additiu de la disjuncié suma ordinal de D1 i Dj.

DEMOsTRACIO: Sigui D la suma ordinal de les disjuncions D1 i D;. De la Definici6 2.2.6,
n’hi ha prou a estudiar tres casos:

1. Si0 <1i,j < mllavors és D(i,j) = D4(1,j). D’altra banda,
D(i,j) —f V() +f(5))
(a +aj)
(a + aj)
V(@) + 1)

= D] (l/ J) ’
i queda demostrat en aquest cas.

2. Sim <1i,j <m+nllavors és D(i,j) = m+ D2(i—m,j—m). Pel que fa a la generaci6
additiva,

D(Lj) =fD(f(R) +f(5)
= ((2am +1)bi + (2am + 1)b;)
=m+f5" (bi + ;)
=m £y (f2(1) + F2(5)
=m+Dy(i—-m,j—m),
i queda demostrat també en aquest suposit.
3. Finalment, si 0 <1 < m < j < m+n llavors és D(1i,j) = j = max{i,j}, i també es
compleix:
D(i,j) =fV(f(1) + ()
=" (ai + (2am +1)bj)
=j.
Aixi doncs, la suma ordinal de t-conormes additivament generables és una nova t-

conorma additivament generable.
D’acord amb el resultat anterior i la Proposici6 2.3.5, tenim el resultat segiient.
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Proposici6 4.1.2 Qualsevol t—conorma suau sobre L és additivament generable.

DEmoOsTRACIO: Una t—conorma suau és suma ordinal de t-conormes de Lukasiewicz i
aquestes son additivament generables, tal com s’estableix en la Proposicié 3.1.10. O

A més, si S és una t—-conorma suau sobre L, ; ,, suma ordinal de dues t—-conormes de
Lukasiewicz S7 1 S, sobre Ly, i L;, respectivament, llavors un generador seu sera:

f=(0,1,...,m2m+1,22m+1),32m+1), ... ,n-(2m+1)) (4.2)

4.2 ANIDAMENT DE T-CONORMES

En aquesta secci6 introduirem un nou metode per construir t-conormes. En [5] es fa una
construccié semblant a la que ve a continuaci6, pero per a copules. Els continguts que
mostram a continuacié van ser objecte de la publicaci6 [16].

Definici6 4.2.1 Donada una t—conorma S, sobre L, = {0,1,...,n} i una altra t—conorma S
sobre {vr,v+1,...,s},amb 0 < r < s <, es defineix una operacié binaria S sobre L de la manera
segiient:

. S1(1,j) sit<ij<s,
S(m)z{ 1(4) ] (4-3)

S,(i,j) altrament.
L'operacié S és I'anidament (nesting) de S dins Sy (fixats v i s); es denota per S = [S1, Sz].

Depenent dels valors de i s, es distingeixen tres casos diferents, d’acord amb la Figura
0.

S1 S2 S2
Sq

S2 Sq

r=0 O<r<s<nmn s=n

Figura 9. Els tres tipus diferents d’anidament

Per a qualssevol t-conormes S11iS;, S =[Sy, S| és commutativa amb 0in com a elements
neutre i absorbent, respectivament. Interessa obtenir un nou metode de construccié de
t—conormes, per la qual cosa s’enuncia la proposici6 segiient.

Proposici6 4.2.2 Siguin una t—conorma S; sobre L = {0,1,...,n} i una t—conorma Sy sobre
{r,r+1,...,8amb 0 < r < s < n, Uanidament S = [S4,S>] és una t—conorma si, i només si, es
donen les condicions segiients (quan siguin aplicables):

SZ(S] (1/])/k) = SZ(SZ(in)/k)/ VL/J/k T < l/] <s< k/ (44)

S>(1,j) = max{i,j}, Vi,j:i<r<j<s. (4-5)
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DEMOSTRACIO: 1. S és una t-conorma. En primer lloc, I’associativitat de S i I’associa-
tivitat de S, impliquen la condicié (4.4). En segon lloc, per la monotonia de S i
les condicions frontera de S i S; es déna que S(0,j) < S(i,j) < S(r,j). Aixi, per a
i<r<j<s,j=5200,j) <352(4,j) < S1(r,j) =j. Per tant, S5(1,j) = max{i,jj =jila
condici6 (4.5) se satisfa.

2. La condici6 (4.5) implica que S és monotona. L'associativitat de S es dedueix de les
condicions (4.4) i (4.5). O]

Observacio 4.2.3

1. En el cas v = 0, destaca que si Sz (s,j) = max{s,j} per a tot j, la condicié (4.4) se satisfa
trivialment. A més, S = [S1, S,| és exactament la suma ordinal (Sq,S%), en la qual S, és la
t—conorma sobre {0,1,...,n — s} definida per S (i,5) = S2(i+s,j +s) —s.

D’altra banda, qualsevol suma ordinal de t—conormes S = (S1,S2) és trivialment un anida-
ment d’aquest tipus: S =[Sy, S].

Es també interessant observar que, si S = [S1,S2] és una t—conorma, aleshores és no arqui-
mediana (s és un element idempotent no trivial de S). Reciprocament, si S és una t—conorma
no arquimediana sobre {0,1,...,m} amb s com a element idempotent no trivial, llavors S és
U'anidament [S1,S], en el qual Sy és la restriccid de S a {0,1,...,s}. Aixi, la classe de les
t—conormes no arquimedianes sobre {0, 1,...,m} és iqual a la classe dels anidaments sobre el
mateix domini que satisfan la condicié (4.4).

2. 510 <r < s <m,lacondicié (4.5) fa que que la restriccié de S = [S1,S21a{0,1,.. ., 812,
Slio,1,...,s12, sigui una t—conorma. Per tant, S = (S| 1 )2, S2] és un anidament del tipus
anterior.

3. A partir de la condicié (4.5), la t—conorma que resulta del cas s = n és també una suma
ordinal. Es per aixo que poden ser interpretats com anidaments del primer tipus.

D’ara en endavant, estudiarem només els anidaments del tipus r = 0, ja que, com s’ha
vist, s’hi redueixen. A continuacié s’estudia la generaci6 additiva de S i S, per als casos
en que [S1, S;] és additivament generable.

Proposici6 4.2.4 Siguin Sy una t—conorma sobre L = {0,1,...,m} i Sy una t—conorma sobre
{0,...,8},amb 0 < s <n. Si S = [Sy1,S2] és una t—conorma additivament generable llavors S
també ho és.

DeEMosTRACIO: Si (ap,ay,...,0s,0541,...,0n) amb ap = 0 és un generador additiu de
S = [S1,S2], llavors 2as + 1 < ag41 ja que S(s,s) = s. Aixi doncs, (ap, ay, ..., as) és un
generador additiu de Sy. O

Segons aquesta proposicid, si un anidament S = [Sy,S2] és una t-conorma i S1 no és
additivament generable, llavors S és una t-conorma no arquimediana no additivament
generable. Més endavant es demostrara que anidant en la t-conorma drastica es poden
construir t-conormes sobre L, n > 9, no arquimedianes i no additivament generables.

D’altra banda, del fet que un anidament [S1, S;] sigui additivament generable no pot
deduir-se que S; ho hagi de ser. En 1'exemple segiient es mostra I’anidament de la t-
conorma Sp definida sobre L4 en la t-conorma S de la Taula 1, que no és additivament
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generable. Aquest anidament té generador additiu (0,5,6,7,8,17,18,19,20).

N
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S=1((0,5,6,7,8,17,18,19,20))
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Les subseccions que segueixen mostren com obtenir noves t-conormes per anidament
dins les t-conormes maxim, drastica i Lukasiewicz, aixi com l’existéncia de generador
additiu de I’'anidament quan la t-conorma anidada en té.

4.2.1  Anidament en la t—conorma maxim

Tal com es diu en 1’Observaci6 4.2.3 (1), els anidaments dins la t—-conorma maxim sén
exactament les sumes ordinals.

Proposici6 4.2.5 Sigui Sy una t—conorma definida sobre {0,1,...,s} i Sm la t—conorma maxim
definida sobre {0,1,...,m}, s <, i sigui S\, la t—conorma maxim sobre {0,1,...,n — s}. Llavors
[S1,Sml és una t—conorma que satisfa [S1, Sm] = (S1,Sp\)-

Aixi doncs, anidant una t-conorma S; dins la t-conorma maxim, obtenim una nova
t-conorma additivament generable si S; també ho és.

4.2.2  Anidament en la t—conorma drastica

Els anidaments en la t-conorma drastica tenen la forma de la Figura 10. L'existencia d'un
generador additiu per a un anidament d’aquest tipus depén que la t-conorma anidada en
tengui.

Proposici6 4.2.6 L'anidament [S1, Spl d'una t—conorma Sy dins la t-conorma drastica Sp és una
t—conorma (Figura 10). Es més, si (ag,a1,...,as) amb ag = 0 és un generador additiu de S1,
aleshores (bo, b1,..., by ) és un generador additiu de [S1, Sp], en el qual:

e bp=M—-s)an, m=0,...,s
e bp=2bs+m—s m=s+1,...,n
DemosTrACIO: Com que els by, m=1,...,s, son multiples dels a; i bg1 =2bs + 1 (bs
és idempotent), només es necessita provar que by +bs,1 > by,. En efecte,
b1 +bsy1 =(n—s)a; +2bs+1>2bs+n—s =by.

En els casos trivials, [S1, Sp] és una t-conorma no arquimediana que no és suma ordinal.
A més, aquesta construccié pot ser iterada. Aixi es poden considerar

(S1,Spl, [S1,Spl,Spl, ..., [..lS1,Spl),Spl,...,SD],

i s’'obtenen noves t-conormes additivament generables (si S; també ho és).
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Sy

Sp

n

Figura 10. L'anidament [S+, Sp]

4.2.3 Anidament en la t—conorma Lukasiewicz

L’anidament en la t-conorma de Lukasiewicz és diferent dels altres dos ja estudiats. Aqui
S1 ha de satisfer algunes condicions per tal que I'anidament sigui una t-conorma.

Proposici6 4.2.7 Siguin Sy una t—conorma sobre {0,1,...,s} i Sg la t—conorma de Lukasiewicz
sobre {0, 1,...,m}, amb s < n. L'anidament [Sy, St] és una t—conorma si, i només si, se satisfan les
condicions segiients:

-2
1. s> 5=,
2. $1(1,j) =14+j si i+j<n—s—1,
3. $51(Lj)2n—s—1Tsii+j>2n—s—1.

Aquestes condicions es reflecteixen en la Figura 11.

0 n
+
/
n—s—1 S
S
Sg
n

Figura 11. Les condicions de la Proposici6 4.2.7

DEMOSTRACIO: Per comengar, la condici6 (4.4) pot ser escrita com
min{S; (i,j) + k,n} =min{i+j+k,n} Vi,j <s, Vk > s (4.6)
En el cas que [S1, Sg] sigui una t-conorma, quan es preni=s,j =11ik = s+ 1, aquesta
condici6 és
min{Sq(s,1)+ s+ 1,n} = min{2s + 2,n}.
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1. Sis < anz’ aleshores S1(s,1) +s+1 = 2s+ 2, la qual cosa és una contradicci6, perque
Sq1(s, 1) :s.Isis:“T_Z,llavorss1(s,1)+s+1 >n. Aixi S1(s,1) >n—s—1=s+1

la qual cosa és novament una contradiccié. Consegiientment, s > "52.

2. Sik=s+4+1,sii4+j+s+1 < n, aleshores, a partir de (4.6), tenim S1(i,j) +s+1 =
i+j+s+ 11 pertant, S1(i,j) =i+j peratoti,j de maneraquei+j<n—s—1.

3. Sik =s+1i1i,j de manera que i+j+ s+ 1 =mn, la condici6 (4.6) implica S1(i,j) +
s+ 1 > n i, consegiientment, S1(i,j) >n—s—Tperatoti,jambi+j=n—s—1;
finalment, per monotonia, es té (3).

Reciprocament, si (1), (2) i (3) se satisfan, i es prenen i,j < s i k > s, llavors:

e Sii+j+k<nllavorsi+j+s+1 <nitambéi+j<n—s—1.Pertant, de (2) es
dedueix S;(i,j) =1+ ila condici6 (4.6) se satisfa.

* Sii+j+k=>n, s’hadeprovar S1(i,j) +k >n.Sii+j <n—s—1 aleshores
S1Lj)+k=1i+j+k>n
L,sii+j>n—s—1,
S1,j)+k>2n—s—1+s+1=n
ila condici6 (4.6) se satisfa. O

La proposici6 segiient mostra com es pot obtenir un generador additiu de [S1, S¢] a partir
d’'un de S;.

Proposici6 4.2.8 Sigui Sy una t—conorma sobre Ls amb generador additiu (ao, aq,...,as) amb
ap =0, llavors (bp, b1,...,bs, bsy1...,bn) és un generador additiu de [Sq, Sgl, en el qual:

e byn=0am m=1,...,s
o bsy1=2as+1
e by,=2a+24+am_s—2 m=s+2,...,n

DEMoOsTRACIO: Com que by, = am, m=0,...,s,id’acord amb el punt (2) de la Proposicié
3.1.9, només s’ha de provar que

by * b] = bmin{i+j,n}, Vij: 0<ig<s< j<n, (47)

on * és 'operaci6 binaria considerada en (4.1).

Per comengar, b; *bj = bij Vi,j < n—s—2 de manera que i+j < n—s— 2, perqué
S1 satisfa les condicions descrites a dalt. Aixod vol dir que biy; < by +b; < biyjiq
Vi,j <n—s—2demaneraquei+j<n—s—2.

Hem d’estudiar els tres casos segiients:

1. En primer lloc, b; * bs 1 = biysy1 sempre que 1 < 1 < n—s — 2. En efecte, by *
bsy1 = bgy2 perque 2as +2 < ayj +2as+1 < 2as +2+ ay, i, per tant, bgyor <
b1 +bsy1 < bgy3. Sies preni > 2 tenim que 2as +2+ai—1 < ai +2a5+1 <
2as +2+ a;. Es a dir bsiitr1 <bi+bsi1 <bgiira. Aleshores, by xbgyi1 =bgyiig i
la condici6 (4.7) se satisfa.

2.5in—s—1<1<s, llavors by +bg 1 > b s 1+bsy1 =2as+14+an_s 1 =
2as+ 2+ an_s 2 = by. Per tant, b; * bs 1 = by, ila condicié (4.7) se satisfa.
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3. Finalment, per veure que b; * by p = bin{st+itpn), P = 2, es tracten dos subcasos:

e Sii+p—2<n—s—2éadiri+s+p <n, llavors aj;p—2 < aj+ap_2 <
ai+p—1. Consegiientment, 2as +2+ aj;p—2 < aj+2as +2+ap—2 <2as+2+
Qitp—1 ibi*bsyp = bitsip-

eIsii+p—2>2n—-—s—1,ésadiri+s+p=>n+1, llavors a; +ap_» > a;+
Qn—s—i—2 = an_s—2. Consegiientment, 2as +2+an_s—» < a;+2as+2+ap,_>
ibi*bsyp =bn.

En ambdés casos la condicié (4.7) també se satisfa. O]

4.3 T-CONORMES SUAUS I ESTRICTAMENT CREIXENTS EN L* (FAMILIA Sy)

Tal i com es comenta a l'inici d’aquest capitol, una condici6 suficient perque la disjuncié

generada per f sigui una t-conorma és que el conjunt A = Ran f sigui tancat per la suma.

En aquest sentit abans hem demostrat que si un conjunt A és tancat per la suma llavors
'operaci6 * definida sobre A en 4.1 és associativa sobre A. Anem a mostrar una familia de
t-conormes que el rang del seu generador satisfa aquesta propietat.

Agafem generadors formats per termes consecutius d'una progressié aritmetica llevat
del primer element, que sera sempre zero.

e fo =1(0,d,2d,...,nd).
e f1=(0,2d,3d,...,(n+1)d).

o fo=(0,(k+1)d, (k+2)d,...,(k+n)d) amb0 <k <n—2.

e f, »=(0,(n—1)d,(k+2)d,...,(2n—2)d) amb 0 <k <n—2.

Observem que tots ells tenen n + 1 elements i sén tancats per la suma. Observem a
més que fo és un generador de la t-conorma de Lukasiewicz i f,,_, és un generador
de la t-conorma drastica (Exemple 3.1.10 i Proposicié 3.2.2). Anem a veure com sén les
t—conormes que resulten d’aquests generadors.

Definicié 4.3.1 Donat n > 2, considerem la classe de funcions d’agregacié definides sobre L,, =
{0,1,...,n} de la manera segiient:

Sk(i,j) = min{i+j+k,n} (4.8)
onk=0,1,...,n—2
Aquestes operacions binaries sén t-conormes sobre L.
Proposici6 4.3.2 Sy és una t—conorma sobre L, per a tot 0 < k <n— 2.
Exemple 4.3.3

1. So 1 Sn—2 son, respectivament, les t—conormes de Lukasiewicz i la drastica.
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0 n
i+j+k
n

Figura 12. La t-conorma Sy

2. Aqui teniu les t—conormes So i S3 sobre Lg

So 012345678 S3 0123456738
0 0123456 738 0 0123456 738
1 123 45 67 88 1 156 7 8 8 8 8 8
2 234567 8 838 2 267 8 8 8 8 8 8
3 345 6 7 8 8 8 8 3 3788 8 8 8 8 8
4 456 78 8 8 88 4 4 8 8 8 8 8 8 8 8
5 56 78 8 8 8 838 5 5 8 8 883 8 8 88
6 6 7 8 8 8 8 8 8 8 6 6 8 8 8 8 8 8 8 8
7 7 8 8 8 8 8 8 8 8 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 83 8 8 8 8 8

Observacio6 4.3.4 La similitud entre la definicié de les Sy i la definicié de la t—conorma de
Lukasiewicz (Exemple 2.1.2) queda palesa en la taula de les Sy (vegi’s I'exemple) i mostra que
les t—conormes Sy son de tipus Lukasiewicz amb un desplacament de la regié n (Vegi’s Figura 12).

El generador fi considerat abans és el de la t-conorma Sy tal com es demostra en la
proposici6 segiient.

Proposici6 4.3.5 Cada t—conorma Sy ve generada per
fi =(0,(k+1)d, (k+2)d,..., (k+n)d), 0<k<n-2.

DEMosTRACIO: De la definici6 de les Sy s’observa que, fixat un 0 < k < n—2, un generador
pera Sy és f =(ap=0,ay,...,an) complint

Qi+j+k < 0i + a5 < Ajyj+k4+1 sempre quei+j+k<n (4.9)
an < ai +qj en cas contrari.

Com que a, = (k+71)d Vr < n, llavors si i+j+k < n, ai+j1kx = a;i + aj i la primera

condici6 se satisfa. I sii+j+k > nllavors a; + a; = (2k+1i+j)d > (k+n)d ila segona

condicié també se satisfa. O

Aixi doncs, la funcié f = (O, (k+1)d,(k+2)d,...,(k+ n)d), progressi6 aritmetica de
diferéncia d, és un generador de Sy que és tancat per la suma. Perd aquesta darrera
exigeéncia no és necessaria, de fet. Vegem en quines condicions les progressions aritmetiques
son generadors de les Sy.
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Proposici6 4.3.6 Sigui 0 < k < n—2isigui ay,...,an una progressio aritmética de diferéncia

d. Aleshores f = (0, a1,...,an) és un generador de la t—conorma Sy si, i només si, L%J =k+1

DEMOSTRACIO: Suposem primer que
f=(0,aq,a+d,a+2d,...,a+(n—1)d)

amb a,d > 0 és un generador de Sy. Siguin i,j tals que i +j + 1 < n. Degut que f satisfa
(4.9), podem escriure

a+(i+j+k—Td<a+(i—-Nd+a+(-Td<a+(i+j+k)d

d’on s’obté que (k+1)d < a < (k+2)d, ésadir, [§] =k +1.

Reciprocament, vegem que f satisfa (4.9). En efecte, per a la primera part basta refer
el procés anterior a l'inrevés. Quant a la segona part, si i+j+k > n llavors a; + a; =
2a+ (i+j—2)d > 2a+ (n—k —2)d que, per I'hipotesi de treball, resulta ser a; + a; >
at+(n—1)d=an. 0

A continuacié es mostra una caracteritzacié de les t—-conormes Sy.

Proposicié 4.3.7 Una t—conorma S sobre L és arquimediana, suau sobre L* = L —{0} i estricta-
ment creixent fora de la regié n si, i només si, S = Sy per algun enter positiu k € {0,1,...,n—2}.

DEMOSTRACIO: Demostrarem primer el reciproc: les t—conormes Sy sén arquimedianes,
suaus sobre L* = L — {0} i estrictament creixents fora de la regi6 n.

En efecte, si fos Sy (i,i) =1amb 0 < i < n llavors seria min{n, 2i + k} = i que no pot ser.

En segon lloc, si Sk(i,j) < n llavors és i+j + k < n. Llavors és clar que Sk (1,j) < Sk(i/,})
tantsi Sy (i+1,j)valnoi+1+4+j+k.

Per acabar vegem que les Sy s6n suaus sobre L* (Sy(i+1,j) — Sx(i,j) < 1). Observem
que

Sk(i+1,5) = Sk(i,j) =min{n,i+1+j + k} —min{n,i+7j + k}

El cas Sk (i,j) = n és obvi, ja que també seria Sy (i+1,j) =n.Sifos Sy (i+1,j) =i+1+j+k
llavors Sy (i,j) = i+j + k i també es compliria la condici6é. Finalment si Sy (i+1,j) =n i
Sx(i,j) < nhauria de ser i+j+k+ 1 =n per la qual cosa Sx(i+1,j) — Sk (i,j) = 1.

Vegem ara que si una t-conorma és arquimediana sobre L, suaus sobre L* = L — {0}
i estrictament creixent fora de la regié n llavors és alguna de les Sy. Sigui S una t-
conorma amb aquestes caracteristiques i considerem k = S(1,1) — 2. Llavors Si(1,1) =
min{n, 2 +k} = min{n, S(1,1)} = S(1,1). Essent S estrictament creixent fora de la regié n i
suau en L*, podem escriure:

Si+1,5)=SH,j+1)=S(,j) +1

sempre que S(i,j) < n. Llavors S esta determinada pel valor en (1,1) i aquestes dues
condicions i, per tant, S = Sy. []

Observaci6 4.3.8 De la demostracié anterior sabem una caracteristica més de les t—conormes Sy,
i és la relacié entre el valor del parametre ki S(1,1): k = S(1,1) — 2.

Exemple 4.3.9
1. La t—conorma Sy sobre Ly, té com a generador additiu

f=00,k+1,k+2k+3,...,k+n).
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2. La t—conorma Sz de 'exemple 4.3.3 definida sobre Lg té generador additiu

f=1(0,4,5,6,7,8,9,10,11).

Observacié 4.3.10 Respecte a FET 2, amb la familia Sy hem comprovat que:

S és una t-conorma arquimediana sobre L, suau sobre L* i estrictament creixent fora de
la regi6 n si, i només si, admet un generador additiu de la forma f = (O, aa+d,..,a+
(n—1)d) amb a i d enters positius tals que la part entera per defecte de § estd compresa
entrelin—1.

I com en totes les families, sempre hi ha una ovella negra. En aquesta és el cas k = —1,
S_1(1,j) = min{i+j — 1,n}, una possibilitat no considerada fins ara. La taula 6 mostra la
t—-conorma per an = 8.

7

o N o U A W N = O

o NN Ul A W N = oo
O N O U A W N —= — =
0 N oG RA W R NN
O 0 00 N O O B W W W
0 0 00 e N N U A A
O 00 0 0 00 Ny O U1 |
® ® 00 ® o 00 N O\ OO
0 00 00 OO0 00 O OO0 NN | N
0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 | 0o

Taula 6. La t-conorma S_7 per al cas n = 8.

Aquestes operacions S_j sobre L,, sén també t—conormes. Aquest cas s’ha exclos de la
familia anterior per no complir la propietat de ser arquimediana, encara que s6n suaus
i estrictament creixents fora de la regi6é n (per tant no es regeixen per la caracteritzacié
mostrada), i perque un generador additiu per a S_; no s’adapta tampoc al model de la
Proposici6 4.3.5 ni al model de la Proposici6 4.3.6. Aquestes t-conormes, pero, son també
additivament generables.

Proposici6 4.3.11 Sigui d > 2. Aleshores f = (0, 1,4,2d,34,...,(n— 1)d) és un generador de
S_1.

DEMOSTRACIO: Sigui S la disjuncié generada per f. Vegem S = S_1. Hem de veure quatre
coses:

1. $(1,1) = 1. Cert perque d > 2.

2. S(1,j) = max{i, j} sempre que min{i,j} = 1. En efecte, S(1,j) = max{k € L, : f(k) <
14£()) = (d > 2).

3. Si1,j>1,S(1,j) =i+j—1semprequei+j—1<n. Enefecte,sii+j—1<n,
S(i,3) =max{k € L, : f(k)

=max{k € L, : f(k)
=i+j—1.
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4. Sii,j>1,S(i,j) =nsempre quei+j—1>n. Enefecte,sii+j—1>n,

S(i,j) =max{k € L, : f(k)
=max{k € L : f(k)

=mn.

(1) + ()}
(n—1dj

NN

Aquesta t—conorma, S_1, és de fet la suma ordinal de dues t-conormes Sy. Les t-
conormes que s’obtenen en fer sumes ordinals d’aquestes s’estudien i es mostren a contin-
uacio.

4.3.1 La familia Sy ampliada

Com que les t-conormes Sy sén additivament generables, a partir de la Proposici6 4.1.1,
podem enunciar la proposicié segiient.

Proposici6 4.3.12 Qualsevol suma ordinal de t—conormes Sy té generador additiu.

Per tant ja tenim una familia de t-conormes additivament generables: les t-conormes Sy
i les sumes ordinals d’aquestes.

Observacié 4.3.13 Sidenotam per S} la t—conorma sobre Ly, ={0,1,...,n} corresponent al valor
k(k=0,1,...,n—2), aleshores, fixats ip =0 < i1 < ... < iy < i,41 =M, podem considerar

. . . n n nT . .
t—conormes sobre'l_ que siguin sumes ordinals S = <Sk11 , Skzz, ees, Ser‘> onny =1 —1-1 > 1,
ji=1..,vr+1,ik;=0,1,...,ny -2

Aixi, podem construir tantes t-conormes com N = Hjel(“i —1)on] = {j;n; > 2
Només una d’elles és suau. Totes aquestes t—conormes tenen generador additiu.

Exemple 4.3.14 S = <Sg, S? ) és la t—conorma sobre Lg ={0,1,2,3,4,5,6,7,8} suma ordinal de
Sg i S? (vegi’s la Taula 7). Un generador additiu de S és (0,1,2,3,14,21,28,35,42). En efecte,
com que (0,1,2,3) és un generador de 8(3) 1(0,2,3,4,5,6) ho és de S?, llavors aplicant la proposicid
4.1.1 s’obté el generador indicat.

—
wn
o W
<

wn
— U1
~

O N o UGB~ W N = O

0 N O UG AW N = OO
0 N O U AW W N = -
O N O UG A W W W NN
0 N O U AW W W W W
®® ® 0 N B~ BB ANS
> 0 0 0 NN U1 G g1 1|
R 0 0 & 0 O O O O\ | O
> 0 O 00 00 N N N NN
> 0 0 0 00 0 O O O |0

Taula 7. La t-conorma (S3, S3).

I ara vegem que la t-conorma Sy amb k = —1 és, de fet, una d’aquestes t—conormes.
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Proposici6 4.3.15 La t—conorma S_1 sobre Ly, es pot obtenir fent
S_1=(Sd,saM.

DEMOSTRACIO: La demostracié és immediata, només cal fer la construccié que s’indica.

4.4 GENERADORS CONCAUS I GENERADORS CONVEXOS

Els generadors del tipus f = (0, a,az, ..., an) son simplement una llista de nombres reals
(o enters quan es consideren generadors enters). Una forma d’estudiar-los és considerar la
diferencia que hi ha entre ells: di = a; — ai_1. En la secci6 anterior, la familia Sy resulta
de considerar generadors complint que d; és qualsevol i la successi6 dy,ds, ..., dn és una
successi6 constant. Ara ens plantejam la possibilitat que aquesta successié de diferencies
sigui una successié monotona creixent o monotona decreixent, obtenint-se aixi generadors
convexos i concaus, respectivament.

Com a resultats, avancem que dels convexos s’obtenen disjuncions suaus i que en veurem
una caracteritzacié d’aquells que sén associatius. Els concaus, en canvi, generen disjuncions
arquimedianes.

Aquests generadors, convexos i concaus, resulten ttils per a la construccié de funcions
d’implicacié que satisfacin les propietats I(a,b) =n < a <b,il(a,a) =n,Va,b €L, tal
com veurem en el capitol segiient.

4.4.1  Generadors concaus: disjuncions arquimedianes

Comengam introduint el concepte de generador concau.
Definicié 4.4.1 Un generador f = (0, ay,az,...,an) direm que és concau quan satisfaci
Q) =2a—0a12...20p-1—Qp_2 2 0n — Qn_]

Observaci6 4.4.2 Fixat n, hi ha una correspondencia biunivoca entre el conjunt dels generadors
concaus f = (0,a1,az,...,an) i el de les llistes n—dimensionals decreixents de termes positius
d = (dy,...,dn). Aquesta correspondeéncia ve donada per di = a; —ai_1,i=1,...,n. S'observa
que el generador concau que correspon a (dq,...,dn)ésay=d1+...+di, i=1,...,n.

El nom li ve a la forma que presenten en una representacio grafica seva.

Exemple 4.4.3

Els generadors del tipus (O, (k+1)d,...,(k+ n)d), k =0,1,...,n—2, que generen les t—
conormes del tipus Sy, sén generadors concaus.

Un generador f = (O,a,a+ d...,a+(i—-1d...,a+ (n— 1)d) és concau si, 1 només si,
a > d, ésadir, g > 1. D'acord amb la Proposicié 4.3.6, que estableix la relacid entre a, d i k, les
t—conormes del tipus Sy que tenen f com a generador concau son les que satisfank +1 = 5| > 1,
és a dir k > 0 i, per tant, totes elles.

En particular, els generadors de les t—conormes de tukasiewicz, fo = (0,1,...,m), i drastica,
fa2=0,n—1,n,...,2n—2), son concaus Vn > 2.

A partir d’aquests tipus de generadors s’obtenen disjuncions sense elements idempotents
no trivials.

Proposici6 4.4.4 Siqui f = (0,a1,az, ... ,an) un generador concau. Aleshores la disjuncié D
generada additivament per f té com a inics idempotents 0 i n.
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5

w ‘V"““"““‘““““““““““““‘

Figura 13. El generador concau amb f = (0,6,11,15,17,18)

DEMOSTRACIO: Sigui 0 < i < n; es veura que D(i,1) > 1. En efecte, si fos D(i,1) = 1 llavors
seria 2a; < ait1, és a dir, 2(dy +...+di) < dy +...+ di+1 i, per tant, hauria de ser
di +...+di < diy1, impossible doncs di > di1. ]

4.4.2  Generadors convexos: t—conormes suaus

La definici6 de generador convex és:
Definici6 4.4.5 Un generador f = (0, a1, ay,...,an) direm que és convex si satisfa
A <aA—a1 <...<0p1—0p2 < an—Qp_]

Observaci6 4.4.6 Fixat n, hi ha una correspondencia biunivoca entre el conjunt dels generadors
convexos f = (0,ay,az,...,an) i el de les llistes n—dimensionals creixents de termes positius
d = (dj,...,dn). Aquesta correspondencia ve donada per di = a; —ai—1,1=1,...,n. S'observa
que el generador concau que correspon a (dy,...,dn)éai=d1+...+di, i=1,...,n.

El nom, com en el cas dels concaus, també li ve a la forma que presenten aquests
generadors en una representacié grafica seva (vegi’s Figura 14).

Exemple 4.4.7
1. El generador de la t—conorma maxim, f = (0,1,3,7,...,2™ — 1), és convex Vn > 1.

2. Hi ha progressions aritmetiques que sén generadors convexos; només cal que se satisfaci la
primera desigualtat de la definicié, a1 < a — ay, doncs les demés se satisfan trivialment.
Aixi, un generador f = (O,a,a—l— d...,a+({i-1d...,a+ (n— l)d) és convex si, i
només si, a < d, és a dir, ¢ < 1. D’acord amb la Proposicié 4.3.6, les t—conormes del tipus
Sk que tenen f com a generador convex son les que satisfan k+1 = [q] <1,ésadirk <0
i, per tant, només Sg.

A partir d’aquests tipus de generadors s’obtenen disjuncions suaus.



64

GENERACIO ADDITIVA D’ALGUNES FAMILIES DE T-CONORMES DISCRETES

5

Figura 14. El generador convex amb f = (0,1,3,6,11,18)

Proposici6 4.4.8 Sigui f = (0,a1,az, ... ,an) un generador convex. Aleshores la disjuncié D
generada additivament per f és suau.

DEMOSTRACIO: En efecte, posem que a; =dj+...+diVi>Tamb d; < dy <... < dn.
Observem que D(i,j) = k < n si, i només si,

i+ +de<di+. o Fdi+Fdr + Fdp <dyp Lo+ dig,
ique D(i,j) = k =n si, i només si,
di+...+tdn <dy+.. +di+Hd + o+ dy

En qualsevol cas,

dj+]+...+dk<d1+...+di. (4.10)

Suposem doncs que S(i,j) =kique S(i,j —1) =k—2 perauncert 2 < k < nivegem
que no pot ser. Si fos S(i,j — 1) = k — 2 llavors tendriem

dj+...tdeo<di+...+di<dj+...+di_1.
Perd com que dy > d; llavors seria
d]+...+di<dj+1‘|‘...+dk

que contradiu (4.10). ]

A continuacié es mostra una caracteritzacié dels generadors convexos que determinen
t—conormes. Per la proposicié anterior, aquestes t—-conormes sén suaus i, per tant, additiva-
ment generables. Aquesta caracteritzacié que segueix se situa en el marc de la segona linia
de recerca (caracteritzacié dels generadors que sén associatius).
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Proposici6 4.4.9 Sigui f = (0, a1,az,...,an) un generador convex, amb a; = dy + ...+ dj,
1<i<n,ambdy; <d; <...<dn. Aleshores, la disjuncié generada per f, F¢, és associativa si,
i només si, existeixen 0 =ip < i1 <...<i,=mn,ambr >1,1y,...,1,_1 € L de tal manera que
el generador presenta una serie de blocson Vk : 0 <k <r—1,Vj: ix <j <igyr:

ay, < diy41 < ... < dy g < Qi

j it (4.11)
ai, + Z ds > Z ds
s=ip+1 s=ix1—(—1k)

obtenint-se un generador que satisfa:

N —_——
0<dy =...=di1 < ay, <di1+1 ggdlz < Qi 41 <...<0q,_, <dir,1+1 ggdlr < Qi,_ ;41

Observem que quan k = 0, la condicié a;, < dj, 41 <...<d
dy; <... < dy, < dji per tant, tot sén igualtats.
D’altra banda, el fet que ai, +3 ) _; ,; ds > 3tk | ds és,peratotk =0,...,7—

: s=ip1—(—ix

e < Qig41 és 0 < dy <

j = :Lk: ai, + dik-i-] 2 dik+]
j =i+ 1 ay +dig1 Hdi 12 = di, -1+ diy
j =ik +2: ay +di 1 Fdi2 Hdigrs = diy,, 2 Hdi o1 +di,

etc.

DEMOSTRACIO: Vegem en primer lloc que un generador convex complint (4.11) genera
una disjuncié associativa suau, és a dir, una suma ordinal de t—-conormes de Lukasiewicz.
Si prenem un conjunt iy,...,i,—71 € Lt >2 1,0 =1 < i1 < <...<i =n,i
f =(ap,a,...,an) un generador additiu convex complint 4.11, llavors

min{i+j,iy} si0<i,j<ig
min{i+j — 1,12} sit) <1i,j <1,
Fe(L,)) = ¢ min{i+j— iy, iker) siie <15 <ikgs

min{i+j—i,—1,n} sih <ij<n

max{i,j} altrament,
(una suma ordinal de t-conormes de Lukasiewicz).

En efecte, si 0 < i,j < iy llavors és a; = 1ids, a; = jd; i, per tant, a; + a; = (i+j)d;. Es
distingeixen dos casos. Si i+j < iy llavors és ai4j < ai +a; < ajqjp1.Isiési+j > iy
llavors ai, < a; +aj < ai, +ai;, < ai,;+1. En qualsevol cas, F¢(1,j) = min{i +j,i1}.

Siésiyx <i<j<ikyr, amb 1 < ik <r—1. Es distingeixen dos casos. En primer lloc, si
14j — ik < iy Havors F¢(1,j) =14 j — ik si, i només si,

Qiti—ip S A+ < Qipj—ip+1,
si, 1 només si,

djy1+.. o digj—i, <ai Hdi 1+ Fdi < djpr o Fdig—i 41
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Pero dj 1 +...dij—i, < ay, +di 41 +...+di (condicié 4.11) i aj, +di, 41 +...+di <
dj41+...+difj—i,+1 perque un a un els termes del segon membre sén majors o iguals
que els del primer membre, amb a;, < dj;1 (desigualtat estricta).

En segon lloc, sii+j —ix > i1 llavors Fe(i, k) = ik si, i només si, aj, 41 < aq + aj,
si, 1 només si,

dj1+...+diy; <ay +Hdiy 1+ +dy,

perd com que dj41 +...+di,,, < dj+...+di,, < ay +di 41 +...+d;i (la darrera
desigualtat per la condici6 4.11), tenim demostrat el que voliem, també en aquest cas.

Finalment, si és i < iy <ij <joi<ix <i <jllavors a; < ai+ a5 < aj +djr1 = aj1.
Per tant, F¢(i,j) = max{i,j}.

Aixi doncs, amb aquest tipus de generadors s’obté una disjuncié que és suma ordinal de
t-conormes de Lukasiewicz. Per tant, aquests generadors generen t-conormes suaus.

Reciprocament, anem a determinar condicions necessaries perque un generador convex
sigui associatiu. Considerem f un generador convex d’acord amb 1'Observaci6 4.4.6 i
suposem que la disjuncié que genera és associativa (és una t-conorma). Notem en primer
lloc que si fos d = ... = d,, llavors resultaria la t-conorma de Lukasiewicz. Deixant de
banda aquest cas, distingirem dos casos: d1 < dy i d; = d>.

Siés dy; =dyllavors ési; =110 < dj = a7 < d;. Ija tenim fixat i;.

En canvi, si és d; = d, llavors suposarem que d; = d, = ... = dji, < di, 41 per algun
2 < i1 < n (ja hem descartat la possiblitat que d; = ... = d,,). Vegem que ha de ser
di,+1 > i1 - di,. En efecte, si la disjuncié generada per f ha de ser associativa, llavors
Fe(Fe(1,1),11) = Fe(1,Fe(1,4q)). Es a dir, F¢(2,11) = Fe(1,11) i, per tant, F:(2,11) = 14
i, per tant, di,+1 > 2-di,. Repetint el procés (si escau) per a cada k : 3 < k < iy,
tendrem que F¢(k—1,1) = ki que F¢(k—1,11) = 1;. Novament aplicant 1’associativitat,
ha de ser F¢(F¢(k—1,1),11) = Fe(k—1,F¢(1,17)), d’on s’obté que F¢(k,i1) =1i; i, per tant,
di,+1 > k-dj,. Enconclusi6, 0 < dy = ... =di, < ai,(=1-di,) < di, 41 ija tenim fixat 15.
Fixem-nos que 2a;i, < ai, +1 0, el que és el mateix, F¢(i7,11) =15.

Suposem determinats i7,12,...,1x—1 i anem a determinar el valor de ix. Suposem que

di <dy<...<dy, <ay ,1 <ay, <di 415 (4.12)
]

distingirem tres casos: ix—1 +1=n(cas 1), di, ;42 >d1+...+di_, 41 (cas2)idi, 42 <
dy+...+di,_ 471 (cas 3).

Ve’t aqui els 3 casos:

1. Siik—1+1 =mn, llavors prenem iy =ix_7 + 11ija hem acabat.

2. Sidy <...< di, , <aqy ,41 <diy 41 <ai 41 <di, ;42 llavors és iy = i1 + 1
iFe(ig +1,ik +1) =ik + 1 (perque 2a;, 41 < aj 41 + di 42 = ai, 42,1 ja tenim fixat
iy complint la condici6 4.12 (perqueé ai, ,4+1 = ay, ).

3. Distingim dos subcasos.

¢ d1 <... < dik,] < ai, 5+1 < Qi < dik,]—F] < dik,1+2 <. < dTL < Qi _1+1,
llavors sera ix = n i ja haurem acabat.

e dy <...<dy, <aj L1 < aq, <dy 41 <diy 42 << dy 4 <
ai, ;41 < di, ;4p+1 per algun p > 2 amb ix_; +p < n. Considerem iy =
ik—1 +p; si veiem que a;, < dj, 41 llavors es complira 4.12. En efecte, S(ix_1 +
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1,ik) =ik, doncs ai, 41+ ai, < di,+1 +ai, = aj, 4+1. Com que S és associativa,
llavors tendrem

Felik—1+2,4) =Fe(Felix—1 + 1,1+ 1), 1)
=Fe(ix—1 +1,Fe(ix_1 +1,ik))
=Fe(ik—1 +1,i)
= ik.
De la mateixa manera, F¢(ix—1 +3,1k) = ik, ..., Ff(ik—1 +p, i) = ik, és a dir,
Ff(ik, k) = ix. D’aqui tenim que 2ai, < aj, 41 i, per tant, a;, < di,_41.

El procés d’analisi dels tres casos es repeteix cada vegada que es determina un nou element,
ik, sempre i quan ix < n.

Finalment, del fet que f sigui un generador associatiu convex fa que F¢ hagi de ser del
tipus suma ordinal de t-conormes de Lukasiewicz (Proposici6 2.3.5). Per tant, sempre que
i <1 <j <igyr amb i4j—1ig < iyyq llavors ha de ser S(1,j) =14 j — ik. Per tant, ha de
ser ai4+j—i, < ai+ aj per a tot i,j en aquestes condicions. En particular j = ix1 +1ix — 1,
és a dir,

i e
at+ Y de> Y de Yk I<k<T— TV i <1< iy

s=ig+1 s=iyp1—(i—ik)
La segona condici6 de les dues descrites en (4.11) es pot escriure de forma més senzilla.
Observaci6 4.4.10 Siguik: 0 <k <r—1;

e Siiyyq— (i + 1) és senar, llavors la cadena i, +1,. .., 111 es divideix en dues subcadenes
d’igual cardinal:

fa+ 1,0 ey =l 1, [t pu bt 1 g )
. iy +1i . . iy +1 .
={ik+1,.. ., [ Ui i — [P )

® Siiky1 — (i + 1) és parell, llavors la cadena iy + 1, ..., 1k+1 es divideix en tres subcadenes,
la primera i la darrera d"igual cardinal:

fie+ 1o i) = {1, |t puq bt 4y
U{L%J +2,.. 01t

_ {'.Lk+],.~~,Lik+;k+]J}U{\_ik+;k+]J+]}U
LMJ
2

Ui rr +i— PR DD S

Proposici6 4.4.11 Sigui f = (0,a1,az,...,an) un generador convex i siguin 0 = ip < i1 <
co<ir=m,ambr>1,1,...,1,—1 € Ldacord amb les condicions de la proposicié anterior.
Aleshores les tres condicions segiients sén equivalents:
j i . . . .
ToQyp +3 g 1 ds > Zs'ji‘kﬂ_(j_ik) ds, Vk: 0< k<1 -1,V i <j <irgn
. j Tt
2 @it ) g ds 2 2T i s
Vh: 0<k<r—1,¥: i <j <[5
Lik+ik+1J

3o @i, + Yl de = Y ds, Vk: 0<k<r—1

. N )
s=ipqr +Hig— [

DeMosTRACIO: Considerem k: 0 < k < r—1, fixat. Atenent 1'observacié anterior, tenim:
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2.=1. Siguij: L”‘JF%J <j < ik (altrament la demostracié és directa). Aleshores

4
j L1 +Hi— LMJ
§ dS 2 § dS
S:LIkJerJr] J+1 S=1k41+1k—)
i, per tant,
LW#J j ik+1+ik*LWJ*1 x4
a, Y At ) ds> > ds + > ds
s=ix+1 s:LikJrizk*‘ 41 s=ixy1+ik—) S:ik+]+ik7|_ik+;k+]]
és a dir,
) i1
ai, + E ds > E ds.
s=iy+1 s=lp1—(—1k)
3.= 2. Siguij: ix <j < |5, Aleshores
i +1i 1 . .
L%J i1 —i—1
Soes Y e
j+1 S:ik+1+ik—L%J
i, per tant,
[Pt [Pt e e —j—1
at ) ds— ) de> > ds — > ds,
s=ix+1 j+1 5Zik+1+ik7L%J S:ik+1+ik7I_WJ
és a dir,
) k41
ai, + E ds > E ds.
s=i+1 s=ipr1—(—ik)
1. = 3. Evident. O

D’acord amb aquesta proposici6, establim finalment la segiient

Proposici6 4.4.12 Sigui f = (0,a1,az,...,an) un generador convex, amb a; = dy + ...+ d;,
1 <i<nambdy < dy <...< dn, dacord amb I"Observacié 4.4.6. Aleshores, F¢ és una
dzs]unczo associativa si, i només si, existeixen 0 = ip < i1 < ... < iy = n,ambr > 1,
i1,...,1r—1 € Lde tal manera que el generador presenta una serie de blocson Vk : 0 <k <r—1:

ay, < di+1 <L S diy, < Qi

(4.13)
i i i = i .. i
Qi + d1k+1 +...+ dL k+2k+1j = dikaL k+2k+lj + + d1k+l
obtenint-se un generador que satisfa:
——f
0 < d4 :"':di1 < ay < di1+1 < ...gdiz < Qi1 < ... < @i, < dirfl'H <...<dg, <
air7]+1
Exemple 4.4.13

1. Siprenem i; = n llavors f = (0,d,2d,3d,...,nd), d > 0, és un generador de la t—conorma
de Lukasiewicz.
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2. Siprenem 0 = ip < 11 < i2 = n amb tots els blocs de di’s que siguin igualtats, tenim un
generador del tipus

f= (O,d,Zd,...,md,Zmd+1,3md—|—2,...,nmd+(n—1))

que té com a successio de diferéncies
d] :dzz...:dm:d<md+] :dm+] :...:dm+n

i que genera una t—conorma S sobre Ly, suma ordinal de t—conormes de Lukasiewicz sobre
L iLn: S = (S5, Sg) (on S’g denota la t—conorma de Luckasiewicz sobre Ly d’acord amb
la notacié de I’Observacid 4.3.13).

0 m m+n
Si max
m
max St
m—+n

Figura 15. Una t-conorma suau obtinguda amb un generador de la forma descrita en 4.11

3. Generadors i successions de diferencies.

Generador associatiu

d:( ]/ 3/ 3/ 3/ ]]/ 12/ 13/ 14/ 4 7 7 7 4 4 )
f=(, 1, 4, 7, 10, 21, 33, 46, , 125, 195, 270, 350, 435, 525, 620)

Aquest generador té com la llista de diferéncies formada per quatre blocs (r =4,1p = 0,11 =
1;i2 = 4,13 = 8,14 = 15) d’un, de tres, de quatre i de set elements respectivament. En cada
cas, s’observa que a l'inici de cada bloc, la diferéncia primera és major que el darrer element
del generador del bloc anterior (marcats tots ells en negreta): la diferéncia d, = 3 és major
que a1 = 1, la diferéencia ds = 11 és major que as = 7, i la diferéncia do = 65 és major
que ag = 60. Finalment, observem també que en el bloc 3 de la successié de diferéncies,
33 =a4+ds+dg > d;+dg = 27, i en el bloc 4, 270 = ag+do +dijo+di1 >
di2 +dy3+dig =270.

En canvi, els generadors que mostrem a continuacié no sén associatius.

Generadors no associatius
d'=( 1, 3, 3 3 11, 12, 13, 14, 60, 65 70, 75 80, 85, 90)
f=(, 1, 4, 7, 10, 21, 33, 46, 60, 120, 185, 255, 330, 410, 495, 585)
d? = (1, 3 3 11, 12, 13, 14, 65, 70, 75, 80, 8, 90, 95)
f=(, 1, 4, 7, 18, 30, 43, 57, 122, 192, 267, 347, 432, 522, 617)
d3 = (1, 3, 4 5 15 16, 17, 18, 80, 85 90, 95 100, 105 110)
f=(0, 1, 4, 8 13, 28, 44, 61, 79, 159, 244, 334, 429, 529, 634, 744)
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En el primer d’ells, d9 % ag. En el segon, amb un element menys (n = 14), 267 = ay +
dg +do +djo < dy2 +dq3 +dig = 270. En el tercer, 4 = a1 + dy < dg4 = 5. Observem
que la diferencia entre aquests exemples (no associatius) i 'anterior (associatiu) és petita,
pero determinant.

Observaci6 4.4.14 Observem que, d’una banda, un generador que sigui concau i convex alhora
ha de satisfer que d1 = dy = --- = dn, amb la qual cosa s’obté el generador de la t—conorma
de tukasiewicz, (0,d,2d,...,nd). I per altra banda, aquesta t—conorma és "vinica arquimediana
suau.

Per altra part, la t—conorma de Lukasiewicz pot ser additivament generada per generadors difer-
ents, dels quals només aquells del tipus (0,d,2d,...,nd) sén convexos. En canvi, aquesta t—
conorma té diversos generadors concaus: (O, a,a+d,a+2d,...,a+(n—2)d, an), amb [§] =1
i2a+(n—3)d+1< an < a+ (n—1)d. En efecte, aquests generadors satisfan les condicions
descrites en la Proposicid 3.1.9. Se’n poden veure algunes representacions en la Figura 16.

,,,,,,,,,,,,,,,, .

(0 ® 704 oo ® 70t }
T : B ° B °

[0 R A * 604 L 60 Lo
T Lo T o | | T o o | |

504----mmmmm- e | 504 L1 504 B
T b T e . | T e . |

R o i | 407 4 A0y o
T P T - o . . T - e . .

304---ccce bbb 304 b b 301 b
T o T----@ . T----@ .

ol e il hr il
Lo toe N NI

ofe i D ol Tl el b
T ToUob o ToUob o

0 @—t—t—t———— 0 @—t—t—t———— 0 @—t—t—t————
01234567 01234567 01234567

Figura 16. Els generadors f; = (0, 10,20, 30,40, 50, 60,70), f, = (0,15,25,35,45,55,65,71) i f3 =
(0,15,25,35,45,55,65,75) de la t—~conorma de Lukasiewicz

Els generadors concaus i convexos esdevendran part important al final d’aquest treball.
La proposicié segiient mostra com obtenir un generador d’un tipus a partir d’un de 1'altre
tipus.

Proposici6 4.4.15 Siguif = (ap =0, a1,...,an) un generador convex (respectivament concau).
Llavors el generador f* = (b, by, ..., bn) donat per by = an —an—i,1=0,1,...,m, és concau
(respectivament convex).

DEMosTRACIO: En efecte, si f = (0, ay, ..., an) és un generador, convex o concau, llavors
peratoti=1,...,n

bi—bi 1 =an—an_i—(an— On—i+1 ) = 0n—i+1 — On—i.

Per tant, si les diferéncies a; — a;_7 decreixen les diferéncies b; — b;_1 decreixen i
reciprocament. ]
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4.5 T-CONORMES SUAUS I BIVALENTS EN L} ={1,2,...,n}

En referencia al nostre problema de caracteritzar les t-conormes que sén additivament
generables, es centrara ara l'atenci6 en aquelles que siguin suaus en L};. Aquestes, que
per a n < 8 han resultat ser additivament generables, ja podem avancar que no ho sén en
general, tai i com es pot observar en la Taula 8 i en la proposici6é que segueix.

n | suaus en L}, | add. gen.
415 5

5119 19

6 | 64 64

7 | 217 217

8 | 773 773

9 | 3044 3040

Taula 8. Relaci6 entre el nombre total de t—~conormes suaus sobre L* i no suaus sobre L i el nombre
de les que s6n additivament generables

Ja sabem que per n < 7 totes les t-conormes admeten generador additiu, mentre que per
an = 8 n'hi ha exactament tres que no, que resulten ser no suaus sobre L3 (vegi’s la Taula
1, pag. 41). A aixo cal afegir que

Proposici6 4.5.1 Hi ha 3044 t—conormes sobre Lo suaus sobre L, quatre de les quals no sén
additivament generables. Aquestes t—conormes sén les de la Taula 9.

DEMOSTRACIO: Per a les t—conormes que tenen generador additiu, s’ha aplicat 1’algorisme
descrit en 3.4.3 i se n’ha obtingut el corresponent generador. En canvi, en aplicar 1’algorisme
a aquestes quatre t-conormes, han donat un resultat negatiu en la prova Gamma, per
la qual cosa no poden admetre cap generador additiu. Comprovem-ho a partir de les
desigualtats del sistema d’inequacions que en resulten.

Un generador de S4 seria una funcié f4 = (0, a7, az,..., as) de manera que se satisfessin
les desigualtats segtlients, extretes dels minimals i maximals de les diferents regions de la
taula:

S4(1,1) =5 — a5 < 2a7 < ag
34(],2) =6 — Qg <ay+taz
S4(1,3) =6 — aj + a3 < as*
S4(1,4) =7 — a7 < ay +ag
S4(2,2) =7 — a7 < 2ay*
S4(2,4) =7 — ay + a4 < ag*®
S4(1,5) =8 — ag < aj + as*
S4(3,3) =8 — ag < 2a3*
S4(1,6) =8 — a1 +ag < ag
S4(3,5) =8 — a3z + a5 < ao*
S4(1,7) =9 — a9 < a1 +ay
S4(2,6) =9 — a9 < ax + ag

S4(4,4) =9 — a9 < 2a4*
D’aquestes desigualtats extraiem a7 4+ a9 < 2a; +2a4 < 2ag < a1 +2a3 +as < ay + ao,
que no pot ser. S'indiquen amb asterisc (*) les condicions utilitzades per a arribar a
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Se| 012345673809 Ss| 01234567389
001234567879 0101234567879
1115667889909 1115677789979
2126777899909 2126678889909
3136788899909 3037778999909
4147789999909 4147 8889992909
5058889999909 5057899999909
6168999999909 6168899999099
7179999999909 7179999999909
8899999990909 8189999999909
9199999999909 9189999999909
Se| 01234567389 S, 01234567389
0101234567829 0/ 012345673879
1116667899909 111667778999
2126777899909 2126678889909
3136788899909 3137778999909
4147789999909 4147888999909
5058889999909 5057899999909
6169999999909 6168899999909
7179999999909 7179999999909
8189999999909 8189999999909
9199999999909 9189999999909

Taula 9. Les t-conormes suaus sobre L sense generador additiu

contradiccié que, com es pot comprovar, no soén totes. D’ara en endavant s’enumeraran
només aquelles condicions que siguin rellevants en aquest sentit.

Un generador de S¢ seria una funcié fg = (0, aj, az, ..., as) de manera que se satisfessin,
entre d’altres, les condicions segiients extretes dels minimals i maximals de les diferents
regions de la taula:

S¢(1,3) =6 — a3 +a3 < ar

S6(2,2) =7 — a7 < 2ay

(2,2)
S6(2,4) =7 — ay+ a4 < ag
S6(3,3) =8 — ag < 2a3
S¢(1,5) =8 — ag < aj +as
S$6(3,5)=8 — a3+ a5 < ao

S6(4,4) =9 — a9 < 2a4
D’aquestes desigualtats extraiem a7 4+ a9 < 2a; +2a4 < 2ag < a7 +2a3 + a5 < a7 + as.
Contradiccid.

Observem que en ambdds casos s’utilitzen les mateixes desigualtats; és a dir, S4 i S
tenen en comu una serie de minimals i maximals que dénen lloc a una identica col-leccié
de desigualtats que resulta ser incompatible. També amb les t—conormes S5 i S7, les
desigualtats que resulten ser incompatibles sén les mateixes per a una i altra. Aixi, un
generador de S5 o de S7 seria una funci6 f = (0, as,ay,...,ae) creixent de manera que se
satisfessin les condicions segiients, entre d’altres, extretes dels minimals i maximals de les
diferents regions de la taula:

5(2,2) =6 — 202 < azy
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S(1,3) =7 — a7 < aj +az
S(2,4) =7 — a7 +as < ag
S(3,3) =7 — 2a3 < ag
S(1,5) =8 — ag < az+ay
S(4,4) =8 — 2a4 < ao

S(3,5) =9 — a9 < az +as
D’aquestes n’extraiem a7y + a¢ < aj +2a3 + a5 < 2ag < 2az +2a4 < ay + ao. Contradic-
cio. ]

Observaci6 4.5.2 Com s’ha indicat abans, el subsistema incompatible de desigualtats extret d’al-
guns dels minimals i maximals d’aquestes quatre t—conormes és el mateix per a S4 i S¢ d'una
banda, i per Ss i S7 de l'altra. Aquests minimals i maximals de les t—conormes S4 i Sg son els
corresponents maximals i minimals de Ss i S7, és a dir, estan situats exactament en les mateixa
posicié en les quatre t—conormes i les desiguatats que s’obtenen d'uns i altres son “les mateixes”,
només intercanviant < per > i també < per >. Vegi's la Taula 10. Es per aixo que s'obté cada
vegada “la mateixa” cadena de desigualtats contradictoria.

T-conormes S4 i Sg | T-conormes Sg5 1 S7
(1,3) | Maximal regi6 6 minimal regi6 7
a; +az <ary ay < ay+az
(2,2) | minimal regi6 7 Maximal regié 6
ay < 2a;z 2a; < ay
(2,4) | Maximal regio6 7 minimal regi6 8
a +aq4 < ag ag < ax+ay
(3,3) | minimal regi6 8 Maximal regié 7
ag < 2a3 2a3 < ag
(1,5) | minimal regi6 8 Maximal regi6 7
ag < ay +as a; +as < ag
(3,5) | Maximal regi6 8 minimal regi6 9
asz +as < ao ao < a3+ as
(4,4) | minimal regi6 9 Maximal regi6 8
ao < 2a4 2a4 < ao

Taula 10. Relaci6 de minimals i maximals de les t-conormes suaus sobre L* que no admeten
generador additiu

Malgrat que no totes les t-conormes suaus sobre L* siguin additivament generables,
seria bo obtenir una caracteritzacié de les que si ho s6n. En aquest sentit, seguidament
s’estudia la familia de disjuncions i t-conormes suaus sobre L* = {1,2,...,n} que pren
valors per sobre de n —1 (D(1,1) > n —1)). Sén, llevat de la drastica, t-conormes bivalents
(només prenen els valors n — 1 i n), frontera a part). Vegi’s la Taula 11.

D’ara en endavant ens centrarem en les disjuncions amb D(1,1) =n — 1. El seu estudi
mereix una seccid a part, no només per la seva extensio, sin també per I'estrategia que se
segueix per demostrar que son additivament generables. En aquesta secci6 es caracteritzen
les disjuncions bivalents i suaus sobre L* que sén t-conormes, es demostra que totes,
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1 O n

0 0 1 e n
1 n-1 ... n—1/n1 n

n—1 n—1 n—1/n n—1/n n
n n n n n

Taula 11. Les disjuncions suaus i bivalents sobre L*

disjuncions i t-conormes, admeten generador additiu i s’aconsegueix un algorisme que
permet construir (en comptes de cercar) un generador de 1'operacié binaria donada.

Proposici6 4.5.3 Sigui D una disjuncié sobre L amb D(1,1) =n — 1. Aleshores D és associativa
i arquimediana si, i només si, D(1,m —1) =n.

DEMOSTRACIO: Veurem les dues implicacions. Suposem que D és associativa i arquime-
diana. Aleshores, si fos D(1,n—1) = n —1, llavors, en utilitzar que D és associativa,
seria

n—1=D(1,n—1)=D(1,D(1,n—1)) =D(D(1,1),n—1)=Dn—-1,n—1)
i, per tant, D no podria ser arquimediana.

Suposem ara D(1,n—1) = n i vegem que D és associativa, primer, i arquimediana,
després. En primer lloc, siguin 1 < 1i,j, k < n—1 (els altres casos sén trivials) i vegem que
en ser D creixent en cada variable llavors D(1,D(j, k)) = D(D(i,j), k) = n:

*n>D(,D(jk)) =2D(in—-1)>2D(l,n—-1)=n

Vegem ara que D és arquimediana. En ser D(1,1) = n—1, és clar que D(i,1) > i1 =

1,...,n—1.Amés,D(n—1,n—1) =D(D(1,1),n—1) =D(1,D(1,n—1)) =D(1,n) = nJ
Com a conseqiiencia d’aquest resultats fem les segiients observacions.

Observaci6 4.5.4 Amb el suposit que D(1,1) =n — 1, tenim:

1. Si una disjuncié D és associativa de manera que D(1,n—1) = n— 1 llavors D(i,n —
1)=n—-11=0,...,n—1. En particular, Din —1,n—1) =n — 11, per tant, D és no
arquimediana.

2. Només hi ha una t—conorma que satisfaci D(1,n—1) = n — 1: la suma ordinal de la t-
conorma drastica sobre Ly, _1 amb "tinica t—conorma sobre Ly. També pot interpretar-se com
I'anidament de la t—conorma drastica sobre L,,_1 en qualsevol t—conorma sobre Ly,.

D 0 1 2 ... n—1 n
0 0 1 2 ... n—=1 n
1 1 n—1 n—-1 ... n—=1 n
2 2 n—1 n—-1 ... n—1 n
n—-1n—1T n—1T n—-1 ... n—1 n
n n n n ... M n




3. Les disjuncions D que satisfan D(1,m —1) = n—1iDn—1,n—1) = n sén les no
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associatives d’entre totes les que satisfan D(1,1) =n —1.

0 N oUW N = o|d
0 N oUW N = oo

NONON N N N N ==

NONON N N N NN NN
© 0 0 00 NN NN W W

00 00 00 N N N NN A~

® 00 ® 0 0 & N NN G|U

X 0 00 X 0 0 NN N O[]
> 00 00 O 00 00 I N NN
0 00 OO0 OO0 0 0 00 OO0 OO0 |0

Taula 12. Hi ha disjuncions bivalents que no sén associatives: D(1,n — 1) = n — 1 mentre que

Dn—1,n—1)=n

4. Enel cas D(1,n—1) =n, totes les disjuncions sén t—conormes (arquimedianes):

D 1 n—-2 n—1 n
0 1 n—-2 n—1 n
1 n—1 n—1/n n n
n—2 n—-2 n—1/n n—I/n n n
n—1 n—1 n n n n
n n n n n n

De la demostracié de la proposicié anterior es pot extreure el segiient resultat, que cau
fora del nostre suposit D(1,1) =n—1.

Proposici6 4.5.5 Sigui S una t—conorma sobre L amb S(1,1) = S(1,k) = k < n. Aleshores
S(i,k) =k, i=0,...,k. En particular, S(k,k) = k i, per tant, S no és arquimediana.

DemosTtrACIO: Com que S(1,1) = S(1,k) = k, llavors k = S(1,k)
S(S(1,1),k) = S(k, k). I pel creixement de S, S(1,k) < S(i, k) < S(k,k),i=1,..., k.

S 0 1 2 k k+1 n
0 0 1 2 k k+1 n
1 1 k k k * n
2 2 k k k * n
: : Do : n
k k k k k * n
k+T1T|k+1 % = * * n
. . o
n n n n n n n

S(1,8(1,%))
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Anem ara a mostrar el nombre de t-conormes S que satisfan S(1,1) =n—1iS§(I,n—1) =

n. Aquestes t—conormes es demostrara que sén additivament generables.

Proposici6 4.5.6 Sigui n > 3; aleshores hi ha 2™~2 — 1 t-conormes S sobre Ly, que satisfan

S1,)=n—-1iS(I,n—1) =n.

DEMosTRACIO: Com que aquestes t-conormes només contenen les regions n —11in, per a
fer el recompte d’aquestes t-conormes només cal considerar totes les possibilitats d’establir
els elements maximals de la regié n — 1 dins els quadrat{1,2,...,n— 2}2 de la taula d’acord
amb les notacions (3.3) i (3.4) del capitol anterior. Veurem, doncs, per induccié sobre n, que

el nombre de possibilitats és 22 — 1.

* En el cas n = 3, només hi ha una t-conorma § satisfent S(1,2) = 3, per la qual cosa

és certa la proposicio.

* Suposem ara cert per a n. Vegem-ho per an + 1.

Aixi, per al cas de les t—-conormes S,, sobre L, sabem que hi ha 2"~2 _ 1 maneres
d’establir regions n — 1 dins el quadrat {1,2,...,n — 2)? (color blau) de la taula de

I'operacié:
Sn 0 1 2 n-2 n—-1 n
0 0 1 2 n-2 n—-1 n
1 1 n—1 =x * n n
2 2 * * * n n
n—2 n—2 * * * n n
n—1 n—1 n n n n n
n n n n n n n

El que volem és demostrar que el nombre de maneres d’establir regions n dins el
quadrat {1,2,.. .,n}? de les t—conormes S,, 1 sobre L 1 complint Sy, 1(1,1) =ni

Snpr(l,n)=n+1és2n1-1:

Sht1 0 1 n—2 n-—1 n n+1
0 0 1 n—2 n-—1 n n+1
1 1 n * * * n+1 n+1
2 2 * * * * n+1 n+1
n—2 n—2 * * * * n+1 n+1
n—1 n—1 * * * * n+1 n+1
n n n+l n+l n+l n+1 n+1 n+1
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1l n+1 n+1 n+1

Aleshores, n'hi ha prou en observar que:

1. De les t—conormes S, ;1 sobre L,, 7 satisfent S;,,1(1,n—1) = n+ 1 n'hi ha
2"=2 1, doncs és la mateixa situaci6 que la de determinar el nombre de regions
n — 1 per a les t-conormes S,, sobre L,,, i que és conegut per hipotesi d’'induccié.

2. Hi ha una sola t-conorma S, sobre L,,;1 complint S, 1(I,n—1) =ni

Sni1(2,2) =n+1.
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3. Hiha 2"~ —1 t-conormes S, ;1 sobre L 1 que satisfacin que Sy 11 (1,n—1) =
Sn+1(2,2) =n, per raons semblants a 'apartat 1 d’aquesta demostraci6.

Aixi, com que qualsevol t-conorma Sy, 1 sobre L1 complint S,,1(1,1) = ni
Sn+1(1,n) =n+1 es troba en un, i només un, d’aquests tres suposits, hi ha en total

M2 =N +1+ 2= =20 ]

t-conormes d’aquest tipus. U

Corollari 4.5.7 Sigui n > 3; aleshores hi ha 2™~ 2 + 1 t-conormes S sobre Ly, que satisfan
S(L>2n—1.

DEMOSTRACIO: Al recompte de la proposicié anterior, s’hi han d’afegir la t-conorma
considerada en 1’observaci6 4.5.4 apartat 1 i la t-conorma drastica.

Anem ara a demostrar que les t-conormes S tal que S(1,1) = n — 1 sén additivament
generables. Com que aquelles que S(1,n — 1) = n — 1 resulten una suma ordinal de dues
additivament generables, la t-conorma drastica sobre L,,_; amb la t-conorma tinica sobre
L,, llavors ens ocuparem només del cas en que S(1,n —1) = n. Per fer-ho agafarem
la disjunci6 i els elements minimals i maximals de les dues tniques regions, n —11in,
que contenen. D’una banda, la regi6 n—1 té (1,1) com a element minimal, i en seran
els elements maximals els que la determinin. Fixats aquests, els minimals de la regi6é n
queden també determinats (com es podra veure a la Proposici6 4.5.8) i, per tant, també
queda completament determinada tota la regié n, doncs aquesta no té cap element maximal
significatiu (I'element maximal trivial (n,n) no aporta cap tipus de condicié al plantejament
del problema de la generacié additiva en termes d’un sistema de desigualtats).

D’acord amb 3.3 i 3.4, considerem A = {(i,j) : 1 <1< j < n—1}aixi com també
els subconjunts Max,_—1 = {(ui,vi) € A1 < i< 1}, els maximals de la regio n—1, i
Min, ={(1ij,V;) € A[1 <j < s}, els minimals de la regi6é n. Un generador additiu per a
aquestes t—conormes sera una funci6 creixent f = (0, ay, ..., an) que satisfaci

1. 207 > an_1

N

2. ay, +ay, <apVi: 1<igr

3. Qg+ Ay 2 an Vj: 1<j<s

de manera que S = Fs. Observem que, en particular aj + an—1 > an.

De fet, si S és una t-conorma que satisfa S(1,1) = n— 1, podem determinar els maximals
de la regi6é n — 1, Maxy,_1, a partir dels minimals de la regié n, Min,,, i viceversa. El que
ara ve també és valid per a disjuncions en general, tal i com s’establira en les Proposicions
4.5.81 4.5.9.

Aixi, si tenim Maxn—1 = {(uy,vi) | T <1 < 1} és el conjunt dels maximals de la regi6
n—1,u; <...<u, <V, <...<vy,llavors podem obtenir els s elements minimals de la
regié n, Min,,, de la forma segiient:

¢ (uy,vi) € Maxn—1 = (1,v1 +1) € Min,

* Vi:2<i<r, (uy,vi) € Maxn—1 = (wi—1 +1,vi +1) € Min,. Aix,
(uz,v2) € Maxn_1 = (w1 +1,v2+1) € Min,
(uz,vz) € Maxn_1 = (w2 +1,v3+1) € Min,

(ur,vi) € Maxn 1 = (U1 +1,v: +1) € Min,



78 GENERACIO ADDITIVA D’ALGUNES FAMILIES DE T-CONORMES DISCRETES

* Siu, < v, llavors també (u, +1,u, +1) € Min,

d’on es dedueix que o s =1, en el cas que Max, 1 té un element de la diagonal, o bé
s =1+ 1, quan no és el cas.

0 <o {ug,up,uz, vzl ova+1 o vy o vo 1 - Wy v +1 n

0 - {ug,up,uzvz)l o vzH+1 - \%) vo+1 - V1 v +1 n

1 n—1 n-1 -+ n—-1 n—-1 -+ n—1 n e m

uq uq n—1 n-1 -+ n—-1 n—-1 - n-—1 n e m

ur+T | u+1 - n—1 n—-1 -+ n—1 n n n e m
Uy Uy n—1 n—-1 - n-—1 n n n eeomn

w41 {u+1 - n—1 n n n n n eeomn

Taula 13. Minimals de la regié n d’una disjuncié bivalent a partir dels maximals de regié n — 1:
Maxn—1 ={(ug,vi) [T<i<T]

Proposici6 4.5.8 Sigui A ={(i,j) : 1 <1i<j<n—1}isiqui D una disjuncié sobre Ly, i sigui
Maxn—1 ={(ui,vi) | 1 <1< v}el conjunt de maximals de la regié n — 1 ordenats d’acord amb
la condicié 3.4, llavors el conjunt Miny, dels minimals de la regié n és, segons el cas, el segiient:

* Siu, =v; (laregio n— 1 té un maximal a la diagonal),
Min, = ({(1,\)1 + D U{(ui+T,viz+1) - 1K1K k—]})
e Siur <V,
Min, = ({(1,\)1 +1), (ur, +Lup, F1JU{(ug +1,vip1 +1) 1 1T<AK T—1})

De forma semblant es pot obtenir Max,,_1 a partir de Min,,. Cal observar préviament
que la regié n sempre tendra un element minimal de la forma (1, k), per algun 2 < k <
n — 1. Aixi, si Min, = ({(13,9;) | 1 <j < s} és el conjunt dels minimals de la regi6 n,
1=17 <...<1s <Vs <...< ¥y, llavors podem obtenir els v1 elements maximals de la
regio n — 1, Maxn_1, de la forma segtient:

]/\71 )/ (112/\72) € Mlﬂ.n = (112 - ]/O’I - ]) S MaXn,]

°

—
fa

=
I

(is, Vs) € Min, = (lis — 1,951 —1) € Maxn_

* Sifls < Vg llavors (Vs — 1,95 — 1) € Maxn_1
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S 0 {tiq, T, i3, V3 — 1} V3 s Yy —1 V) e V7 —=1 ¥ --0m
0 0 <o g, T, 13,93 — 1} V3 s Yy —1 V) R el R n
i =1 1 n—1 n-1 .-+ n-1 n-1 -~ n—-1T n - n
-1 |t—-1 - n—1 n-1 .- n-1 n-1 -+ n—-1 n - n
1y 1y n—1 n—-1 -+ n—1 n n n - n
tiz—1 [ td3—1 --- n—1 n—-1 -+ n—1 n n n .- m

Taula 14. Maximals de la regié n — 1 d’una disjuncié bivalent a partir dels minimals de regi6é n:
Min, = {(1},¥;) [ 1 <j < s}

d’on novament es dedueix que s = r (en el cas que Min, no té cap element de la diagonal)
0s =71+ 1 (quan no és el cas).

En efecte, Com que (1,V71) i (fi2,V2) sén dos minimals “consecutius” de la regié n de
tal manera que (1,91) £ (i — 1,91 — 1) i (T2, ¥2) £ (62 — 1,97 — 1), lavors ha de ser
S(tiz —1,%1 — 1) =n—1 d’acord amb 1'observaci6 3.4.10. A més, ha de ser clarament un
maximal, perqueé (i, V7 — 1) i (i — 1,¥1) ja pertanyen a la regi6 n. Igualment es justifica
que els demés elements maximals de la regié n — 1 ho sén. El cas especial de justificar
que (Vs — 1,95 — 1) és un maximal de la regié n — 1 quan s < Vs, és evident doncs si fos
S(¥s — 1,95 — 1) = n tendriem un nou minimal de la regié n. I que ha de ser un maximal
resulta de no ser comparable amb cap dels anteriors maximals obtinguts.

Proposici6 4.5.9 Sigui D una disjuncié sobre Ly, i sigui Min,, = {(1i;,9;) | 1 < j < s} el
conjunt de minimals de la regid n ordenats d’acord amb la condicié 3.4, llavors el conjunt Max,_1
dels maximals de la regio 1. — 1 és, segons el cas, el segiient:

* Sitiy =V (la regié n té un minimal a la diagonal),
Maxn 1 ={(1 — 1,950 —1) : 1<j < s}
e Silly < Vs,
Maxn 1 ={(th, = 1,0, = DIU{(T — 1,941 1) : 1<) < s}

Observacié 4.5.10 Els elements minimals de la regié n poden escriure’s com:

amb element idempotent | sense element idempotent
(1,91) (1,91)
(T2, V2) (T2, V2)
(T3, V3) (T3, V3)
(Tts—1,Vs—1) (s, Vs)
(GSI{)S)

que, afegits els corresponents maximals de la regié n — 1, la llista es completa com:
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tipus amb element idempotent | sense element idempotent
minimal | (1,97) (1,91)

maximal | (ti; — 1,97 —1) (i — 1,97 = 1)
minimal | (tiz,V7) (tip, ¥2)

maximal | (ti3 — 1,9, — 1) (i3 —1,9,—1)
minimal | (ti3,V3) (ti3, V3)

maximal | (tiy — 1,93 —1) (g —1,93—1)
maximal | (Tig_7 —1,V5_2—1) (s — 1,951 —1)
minimal | (Tis_1,Vs_1) (T, Vs)

maximal | (i —1,Vg_1—1) (Vs — 1,9 —1)
minimal | (Vs,Vs)

onl <y <.. <y <Vs <Vs_1 <Vy. Per tant, els elements del conjunt
Maxn—1 UMin, ={(ai, i) |1 <i<t=1r+5s}
poden ordenar-se de manera que
T=a1 <o <...<o =B < ... < P2 < B

on (a1 =1,P1) és un minimal, (o2, B2) és un maximal, (3, B3) és un minimal, (x4, B4) és un
maximal, i aixi successivament (index senar, minimal; index parell, maximal).

La construccié d'un generador per a una d’aquestes t-conormes es fara de manera que
es satisfacin dues condicions:

1. ai + aj = a, per a tot parell (i,j) element minimal de la regi6 n.
2. ay + a5 = an — 1 per a tot parell (i,j) element maximal de la regié n — 1.

Aix0 no és possible per norma general, perd en canvi és un fet plausible en aquest tipus
de disjuncions (D(1,1) =n — 1) i és, a més, la base per establir un algorisme que permeti
la construccié d'un generador per a D de forma directa en comptes d’haver d’aplicar
l'algorisme Gamma i fer una una cerca posterior (Secci6 3.4.3).

Proposici6 4.5.11 Sigui n > 3 i siqui S una t—conorma sobre Ly complint S(1,1) =n—11
S(I,n—1) = n. Considerem Maxn_1 = {(uy,vi) | 1 <1 < v} el conjunt dels maximals de la
regio 1 — 1, i sigui Min,, = {(1i;,V;) | 1 < j < s} el conjunt dels minimals de la regié n. Si
f=1(0,ay,az,...,an) satisfa que

® a, 1 <201 <an
® ay, +ay,, =an—lperatot1 <i<r
® ag; +ay; =anperatot1 <j<s

llavors f és un generador de S.

DEMOSTRACIO: Resulta evident aplicant la Proposici6 3.1.8.
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Anem ara a considerar el conjunt unié dels maximals i minimals de les regions n —1 i
1. Sigui D una disjunci6 sobre L, complint D(1,1) =n —1, D(1,k) = n un minimal de la
regié n, i d’acord amb ’Observaci6 4.5.10, podem considerar

Maxn 1 UMin, = {(o, Bi) [ 1 <1< t)

amb

Aleshores, considerem

(x1,B1) = (1,k) minimal regié n A1 =aj + ax
(x2,B2) maximal regio n—1 Az = an, +ap, + 1
(x3,B3) minimal regid n. A3 = au, +ag,
(4, Ba) maximal regio n—1 A4 = an, +ap, + 1
(5, B5) minimal regié n As = aa; + ap,
(cts, Bs) maximal regid n —1 Ag = au, + ap, + 1
(o, Bt) minimal regié n At =2aq,

(o, Bt) maximal regio n —1 Ay =2aq, + 1

on la forma de considerar Ay depen de si I'element (¢, 3¢) pertany a la regi6é n—1 o0 a
la regi6 n. Aixi doncs, d’acord amb la proposicié anterior, una disjuncié D amb les nostres
condicions sera generable quan A1 = A; = ... = Ay.

Per a construir el generador f = (0,ay,...,an) d'una t-conorma d’aquest tipus, conside-
rarem generadors de la forma descrita en la Proposici6 4.5.11, és a dir:

1. an = aj + ay, per tal que (1, k) esdevengui un minimal de la regi6 n.
2. an—1 = 2aj per tal d’assegurar que S(1,1) =n—1.
Per tant, el generador que es pretén determinar ha de tenir aquesta forma:
f=(0,a1,a2,...,0%,...,an_2,2a7, a7 + ay). (4.14)

Proposici6 4.5.12 Sigui f = (0,ay,a2,...,0k,...,Qn_2,an_1, a1 + ax) un generador del ti-
pus 4.14, i siguin & > 0 un nombre real positiu i i : 1 < i < n. Aleshores el generador
g =(0,b1,by,...,by) donat per

*bj=0a;+%j=1,...,i—1,
*bj=0a;+2,j=1...,n—1,
®* b, =by +byg

també és de la forma 4.14:

g=1(0,a1+9,...,ai_1+6,a;+25,...,2a,_17+26,b7 + by)

DEMosTRACIO: Un generador construit aixi sera del tipus 4.14, doncs b1 = a; +8ibn_1 =
an_1+26 =2a71+26 =2(aj +6). L]

81
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Tornant als Ay’s, teniem

Ay =aq, +ag,

Azzaaz+a[32+1

A3 = aq, +ap,

Ay :ao(4—|—a[34—|—1

As = ag; +ap, (4.15)
Ag =ang, +ap, +1

At = Zaat

Només una d’aquestes possibilitats es donara.
At = Zaat + 1

complint x; =1,B31 =kiog <o <...<og <Pe <. < P2 <Py

Proposici6 4.5.13 Sigui f = (0, ay,..., an) un generador del tipus (4.14), siguii: 1 < i<k
de manera que & = Ay — Ai_1 > 0. Amb les notacions de (4.15), el generador g = (0,b1,...,bn)
donat per:

.bj:aj+6/vj: 1<j<[‘))i_1’
.b]:a]—f—Zé,VJ: ﬁi—1<j<n7]/
L4 bn:b]+bk/

és de la forma (4.14) i satisfa que A{ = A!_, (la distancia entre A; i Ay_1 s’ha anul-lat) mentre
que A{ —Aj = Aj—Aj_qperatot2 <j <t 1] (les demés distancies es mantenen intactes).
S’entén que A{ denota el valor corresponent de (4.15) obtinguts amb els valors de g.

DEMOSTRACIO: En efecte, la Proposicié 4.5.12 ens assegura que el generador que s’obté és
de la forma (4.14). Aixi dongs, si i és parell llavors

A{_A{—1 =bg, +bg, +1-ba , =g, ,
=aq +0+ag, +0+1—ay,_, —d—ap, , —20
=A;i—A;i_1-9
=0.

mentre que, sij < i, j parell,

=0 +0+ap, +28+1—ay_, —8—ap, , —28
=A;—Aj_1.
isij>1i,j parell,
A].’ —Aj’fl =bg; +bp; +1 by, —bp,
=0 +20+ap; +20+1—aw_, —20—ap, , — 20
:A]’ *Aj_y

Els casos j # 1 amb j senar sén similars.
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I, d’altra banda, si i és senar, llavors

A{—A{71 =bo +bp; —bo, —bp, —1
=0aq +0+ag, +0—ay ;, —0—apg, ;, —20—1

=Ai—Ai_1—-0
=0.
Els casos en queé j # i, tant si j és parell com senar, son similars als anteriors. ]

Proposici6 4.5.14 Sigui f = (0, aq,..., an) un generador del tipus (4.14), siguii: 1 < i<k
de manera que & = Ay — A1 < 0. Amb les notacions de (4.15), el generador g = (0,by,...,bn)
donat per:

*bj=qa;+8,Vj: 1<j<wy,
° bj:a5—|—2|5\,Vj: o <js<n—1,
b bn:b1+bk/

satisfa que A{ = A{_; (la distancia entre Ay i Ai—1 s'ha anul-lat) mentre que Aj — A ; =
Aj—Aj_yperatot 2 <j <t i#]j(les demés distancies es mantenen intactes). S’entén que A
denota el valor corresponent de (4.15) obtinguts amb els valors de g.

DEMOSTRACIO: Aquesta demostracié és molt similar a la demostracié de la proposicié
anterior. D'una banda la Proposici6 4.5.12 ens assegura que el generador que s’obté és de
la forma (4.14), mentre que de l’altra veure’'m només que A/ — A;_; s’anul-la i ometrem la
resta de casos. En efecte, si i és parell, llavors

Ai/ - {71 =ba +bp, +1 b, —bp,
=au, +28|+ap, +20[+1—ax, , — 8| —ap, , —2[3]
=Ai— A1 +3
=0.

I siiés senar, llavors

Ail - 1/71 =ba, +bpg, =, —bp, —1
=ag +200/+ag, +2[0| —an, , — 8l —ap, , —2[0]—1
=Ai—Ai_1+19
=0.

Arribats aqui ja tenim la base teorica per a la construccié de 'algorisme, que partint
d’un generador amb valors enters de la forma (4.14), es calcularan els A; descrits en (4.15)
i, d’acord amb les dues proposicions anteriors, s’aniran fent les operacions necessaries per
tal d’anar anul-lant, un a un, les diferéncies entre un A; i el seu anterior A;_1.

Prenem, doncs, valors enters consecutius des d’a; fins a,,_, i obtenim un generador del

tipus (4.14):
f=(0,a,a+1,...,a+k—1,...,a+n—3,2a,2a+k—1)
on s’hi destaquen els elements de les posicions k i n.
Les t-conormes que s’han obtenir a partir d’aquests generadors han de satisfer a,,_, <

an—1, per tant s’haura de satisfer que a +n —3 < 2a, és a dir, a > n — 2. Aixi dongs, el
generador d’aquest tipus més petit sera

f=0n—-2n—-1,...,n+k—3,...,2n—5,2n—4,2n + k—5)

on notem que sempre és 2a; < an (n >3,k > 1).
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Observaci6 4.5.15 Aixi doncs es podran considerar generadors del tipus

f=(0,a,a+1,...,a+k—1,...,a+n—3,2a,2a+k—1)

que vénen donatsper:a >n—2, a3 =ai_1+1,1=2,...,n—1, an = a1 + ax. Per descomptat,
sempre serd an—1 < 2a7 < Qn.

Vegem-ne alguns exemples.

Exemple 4.5.16 En el cas n = 10 tenim:

1.

4.5.1

Sik=29,
f=1(0,8,9,10,11,12,13,14,15, 16,24),

g=1(0,11,12,13,14,15,16,17,18,22,33)

son generadors del tipus descrit en I’Observacié 4.5.15 que generen t—conormes bivalents
que satisfan S(1,1) = 91 S(1,9) = 10, el primer dels quals pren els valors enters minims
possible per a un generador d’aquest tipus.

. Sik=6,

f=1(0,8,9,10,11,12,13,14,15, 16, 21),
g=1(0,11,12,13,14,15,16,17,18,22,27)

son generadors del tipus descrit en I’Observacié 4.5.15 que generen t—conormes bivalents
que satisfan S(1,1) = 91 S(1,6) = 10, el primer dels quals pren els valors enters minims
possible per a un generador d’aquest tipus.

Algorisme per a determinar un generador additiu per disjuncions i t—conormes suaus i
bivalents sobre L*:

Prenem inicialment i = 2if = (0,a,a+1,...,a+k—1,...,a4+n—3,2a,2a+k—1)
d’acord amb 1’Obsevacio 4.5.15, i fem:

1.

AL

~

10.

11.

12.

Es determinen els maximals de la regié n — 1 i els minimals de la regi6 n, obtenint-se
aixi el valor k que fa que (1,k) sigui un d’aquests minimals.

5 =Ai—Ai1.

Sid; < 0, anar a 6.

Si d; > 0, anar a 8.

Si d; =0 anar a 11.

Es fa aj:=a; +[04| Vj, 1 <j < 4.

Es fa aj :== a; +2[6i| Vj, oy <j <n—1. Anar a 10.
Esfaaj:=a;+0;Vj, 1<j<PBig.

Esfa aj :==a; +26; Vj, Bi—1 <j <n—1. Anar a 10.

Es fa an = a; + ak. (El nou generador és de la forma 4.14)
Sii=1t, ACABA.

i: =1+ 1. Anar a 2.
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On l'expressi6 x := x +y significa que el valor x s’incrementa en y unitats.

Exemple 4.5.17 Considerem la t—conorma S sobre L segiient:

12 3 4 5 6 7 8 92 10 11 12 13 14 15 16
12 3 4 5 6 7 8 92 10 11 12 13 14 15 16
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 16 16 16
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 16 16 16
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 16 16 16
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 16 16 16 16 16 16
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 16 16 16 16 16 16
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 16 16 16 16 16 16
15 15 15 15 15 15 15 15 16 16 16 16 16 16 16 16
15 15 15 15 15 15 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16
15 15 15 15 15 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
15 15 15 15 15 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
15 15 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
15 15 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
15 15 15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
16|16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16

0 N O Ul AW N = O W;m
0 NN U A W NN = OO

._d_._d.__
G A W N = o
o

G~ W N = o

amb S(1,1) = 15, Maxis5 = {(3,13),(6,10),(7,8)}, el conjunt de maximals de la regi6 15, i
Minig = {(1,14),(4,11),(7,9),(8,8)}, el conjunt de minimals de la regié 16. Aixi el conjunt
unio és

Maxis UMingg ={(1,14),(3,13),(4,11),(6,10),(7,9),(7,8), (8,8)},
un conjunt amb t = 7 elements. Notem també que k = 14.

Ara prenem el generador f = (0,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,41) que
satisfa a1+ aja = an (14+27 =41)i2ay1 = an_1 (2-14 = 28). A partir d’aquest, calculem els
A] Ry A7.‘

A1 =a1+aj4 =41
Ay=az+aj3+1=43
Az =aq +aj; =41
As=ag+ajo+1=43
As =ay+ag =42
Ag=a7+ag+1=42
A7 = 2(13 =42

A cada pas dels que vénen a continuacid, s'indica el valor & = Ay — Ai_1 1 el nou generador
obtingut.

1i=2:06=A—A1 =2 >0, sumam 2 a a;,ldots, a3, sumam 4 a ai4,1ldots, a5 i el nou
generador serd

f=1(0,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,31,32,47)

i els nous valors A; seran
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Al =ajt+ajg =47
Ay =a3+ai;3+1=47
Az =aq4+aj; =45
Ag=ag+aio+1=47
As =ay+ae9 =46
Ag=ar+ag+1=46
A7 =2ag =46

1i=3:0=A3—A; = -2 <0, sumam 2 a ay,ldots, a3, sumam 4 a a4,ldots, a5 i el nou
generador serd

f=1(0,18,19,20,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,35,36,53)

i els nous valors A; seran
A1 =a1+aj4 =53
Ay=a3+aj3+1=53
A3z =aq4+aj; =53
Ag=ag+ajpo+1=55
As =ay+ a9 =54
Ag=ar+ag+1=54
A7 =2ag =54

i=4:5=A4—A3 =2 >0, sumam 2 a ay,ldots, ag, sumam 4 a ay1,ldots, ays i el nou
generador sera

f=1(0,20,21,22,25,26,27,28,29,30,31,34,35,36,39,40,59)

i els nous valors A seran
A1 =ay;+ajg =59
Ay =a3+aj3+1=59
Az =a4+aj; =59
Ag=ag+ajpo+1=59
As = a7+ a9 =58
Ag=ay+ag+1=>58
A7 =2ag =58

i=5:8=As5—A4 = -1 <0, sumam 1 a ay,ldots, ag, sumam 2 a a7,ldots, a5 i el nou
generador serd

f =1(0,21,22,23,26,27,28,30,31,32,33,36,37,38,41,42,62)

i els nous valors A; seran
Ai=a;+aj4 =62
Ay=a3+aiz3+1=62
Az =aq4+aj; =62
Ag=as+ajo+1=62
As =ay+ a9 =62
Ag=ar+ag+1=62
A7 =2ag =62
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i=6, i=7: Enaquest casos 6 = Ay — Ai_1 = 01 ja hem acabat.

Observaci6 4.5.18 En vista del procés mostrat en aquesta seccié, no és necessaria la condicid
d’associativitat en cap moment. Per tant qualsevol disjuncié bivalent sobre L* és additivament
generable, i I'algorisme anterior hi és aplicable per a obtenir-ne un generador additiu.

4.6 T-CONORMES BIVALENTS EN L*

La t-conorma drastica és una disjuncié que té un tinic valor possible, n, per a tot els punts
que no pertanyen a la frontera. En aquesta secci¢ estudiarem dues families senzilles de
t-conormes amb una construccié similar a la drastica, perd amb dos valors possibles, « i n,
complint 1 < & < n.

4.6.1  La familia BVy,

A continuaci6é presentam la familia de t-conormes del tipus drastica per tot excepte en el
punt (1,1).

Definici6 4.6.1 Siguin n > 2. Al conjunt de t—conormes sobre L,, donades per

g 0 1 2 n

0 0 1 2 n

i sij=0 1 1T o n n

.. i sii=0 2 2 n n n

%,1(1/]): J .. .

x sii=j=1

n altrament i i n n ... n

n 2 non ... n

on 1 < o<, en direm la familia de t—conormes (bivalents) BV, 1.

Observaci6 4.6.2

1. Les operacions binaries de la familia BV{* son efectivament t—conormes. Clarament satisfan
la condicid frontera, sén creixents en cada variable i commutatives. Pel que fa a la condicié
d’associativitat, S(S(1,j), k) = S(i,S(j, k)), aquesta també és satisfa:

® En el cas que i = 0 seria S(j, k) = S(j, k). De forma semblant els casos j = 0i k = 0.
® Enel cas que i > 1 seria n = n. De forma semblant els casos j > 11k > 1.

e Llinic cas que queda per estudiar és 1 = j = k = 1. Si és « = 1 llavors tenim
S(S(1,1),1) =1 =S5(1,5(1,1)); en canvi, si és & > 1 llavors tenim S(S(1,1),1) =
n=3S(1,5(1,1)).

2. Si o« > 1 llavors aquestes t—conormes son arquimedianes.

3. En el cas o« = 1, la t—conorma Sll,] és de fet 'anidament (seccié 4.2.1) de la t—conorma
(inica) S sobre Ly en la t—conorma drastica STy sobre Ly 5111,1 =[ST,SR].

Proposici6 4.6.3 Siguin > 2isigui 1 < o < n. La t—conorma Sy, | té generador additiu.
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DeMosTRACIO: Distingirem dos casos: & = 11 o > 1.

1. Enelcasa=1,f=(0,n—1,2n—1,2n,...,3n — 3) és un generador additiu de 5111,1,
on els increments entre 2n — 1 i 3n — 3 sén d’una unitat.

En efecte, com que a7 < 2a7 < a; llavors la disjuncié generada per f, F¢, verifica
F¢(1,1) = 1. A més, com que a; + az > an llavors F¢(1,2) = n i, pel creixement de
F¢, ha de ser Sll,] = Fs.

2. Enelcas o > 1,
f=0n—-22n—a—2,...,2n—5,2n—4,2n—3,...,3n—ax—4)

és un generador additiu de S{ ;. Cal remarcar que és a, = 2n —41i que des d’a; fins
an, els increments sén d’una unitat.

En efecte, com que ay < 2a7 < ay41 llavors F¢(1,1) = a. A més, com que a; +a, >
an llavors F¢(1,2) =n i, pel creixement de F¢, ha de ser Sua = Fr

En ambdés casos és clar que els generadors considerats satisfan la condicié de frontera
Fe(3,0) = F¢(0,j) =j Vj € Ln. O

Vegem-ne alguns exemples.

Exemple 4.6.4 Fixem n = 6. A continuacid es mostren les t—conormes S} ,, S2, i S¢, amb els
corresponents generadors additius:

Se,1 01234586 SZ,1 0123456 Se1| 0123456
0 |012345%6 00123456 0| 0123456
1 11166666 1 11266666 1 11466666
2 12666666 2 12666666 2 12666666
313666666 313666666 313666666
4 | 4666666 4 | 4666666 4 | 4666666
515666666 515666666 5 (5666666
6 | 6666666 6 | 6666666 6 | 6666666
f=1(0,511,12,13,14,15) f=1(0,4,8,9,10,11,12) f=1(0,4,6,7,8,9,10)

Notem que en cada exemple, an va de color blau i des d’a, fins ag els increments sén d'una
unitat. En el segon i tercer exemples, a, = 2a.

4.6.2  La familia BV »

A continuacié presentam una familia de t-conormes que generalitzen les anteriors, pero

“" 7

ara la regidé “«” pot ser més gran.

Definici6 4.6.5 Siguinm > 2i1 <1 <n. Al conjunt de t—conormes sobre L,, donades per

S& . 0 T ... v rv+1 ... n
0 0 1 r o r+1 n
. PR 1 1 o o n n
i sij=
. ) 0 2 2 o o n n
.. j sii=
Sor(ii) =
T ax si1<ij<r
T o4 x n n
n sii>roj>r
r+1 r+1 n ... n n ...omn
n n n n n n
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<1 < & <, en direm la familia de t—conormes (bivalents) BV .

Observaci6 4.6.6 Observi’s que:

1.

Les operacions binaries de la familia BVy, ;- son efectivament t—conormes. Clarament satisfan
la condici6 frontera, sén creixents en cada variable i commutatives. Pel que fa a la condicié
d’associativitat, S(S(1,7), k) = S(i,S(j, k)), aquesta també és satisfa:

® Enel cas que i =0 seria S(j, k) = S(j, k). De forma semblant els casos j =01k = 0.
® Enel cas que i > v seria n = n. De forma semblant els casos j > v ik > 7.

e Linic cas que queda per estudiar és 1 < i,j,k < 7. Si és « = 1 llavors tenim
S(S(1,j),k) = o« = S(i,5(j,k)); en canvi, si és o« > r llavors tenim S(S(1,j), k) =

Si oo > 71 llavors aquestes t—conormes sén arquimedianes.

. En el cas o = 1, la t—conorma S7, , és de fet 'anidament (seccié 4.2.1) de la t-conorma

drastica Sty sobre L, en la t—conorma drastica S{y sobre L,: SY, . = [ST,, SB1.

Proposici6 4.6.7 Siguinn > 2i1 <1 < o <. La t—conorma S , té generador additiu.

DeMosTRACIO: Distingirem dos casos: & =11 ¢ > 1.

1.

En el cas « = 1 un generador additiu de S7, , és

Qr Ar41 an

——
f=(0a...,a+7—1,2a+2r—1,...,2a+n+1r-2)

on a > max{r, n—r}idesd’a; fins a, i des d’a, 1 fins a, els increments sén d’una
unitat.
En efecte, com que a, < 2a; < 2a; < ar41 lavors F¢(1,1) = F¢(r,7) = 1. A més,

com que aj + ar41 = an llavors F¢(1,74 1) = n i, pel creixement de F¢, ha de ser
ST, . =Fs.

. Enelcas 1 <r < a <n, un generador additiu per a Sff,r és

ar Ay Qoct1 an
—— —
f=(0a...,a+r—T1,2a+r—a+1,...,2a,2a+2r—1,...,2a+2r+n—a—2)

ona>n+r—3,idesd’a; fins a,, des d’a,; 1 fins ay i des d’ay, 1 fins a, els
increments sén d’una unitat.

En efecte, per tal que I'expressié anterior sigui un generador (estrictament creixent)
ha de passar que:

* a+1+1<2a+71+a—« que ocorrera sempre que a > « — 1. Perd sabem que

azn+r—3>a+1+r—3>a—1

® 2a < 2a+2r—1, cosa que és evident.

D’altra banda, com que ay < 2a7 < 2ar < a4 llavors S(1,1) = S(r,1) = «, i
com que aj + ar41 = an (recordem que a > n+r—3) llavors S(1,r+1) =n i pel
creixement de F¢ ha de ser S . = Fy.
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En ambdés casos és clar que els generadors considerats satisfan la condicié de frontera
F(j,0) = F¢(0,j) =j Vj € Ln. O

Observaci6 4.6.8 Les expressions dels generadors que apareixen en la Proposicié 4.6.3 son els de
la Proposici6 4.6.7 prenentr =Tia=n—1.

Exemple 4.6.9 Fixem n = 6. A continuacié es mostren tres exemples amb « = r: les t—conormes
SZ,, S251S2 5 amb els corresponents generadors additius:

S¢,| 0123456 S3;/ 01 23456 Ses| 01 23456
0 |012345%6 0 |]0123456 0| 0123456
1 11226666 1 11333666 1 1555556
2 12226666 2 12333666 2 12555556
3 13666666 313333666 3 135550556
4 14666666 4 | 4666666 4 4555556
515666666 515666666 5 /5555556
6 | 6666666 6 | 6666666 6 | 6666666
f=(0,4,511,12,13,14) f=1(0,3,4,511,12,13) f=1(0,56,7,8,919)

Exemple 4.6.10 Fixem n = 6. A continuacid es mostren tres exemples amb « > r: les t—conormes
S2,, St 1S2 5 amb els corresponents generadors additius:

S2,| 0123456 Se3| 0123456 S2;/ 0123456
0 /0123456 0 /0123456 0 /0123456
1 [1556666 1 | 1444666 1 | 1555666
2 12556666 2 | 2444666 2 25556 66
3 13666666 3 13444666 3 13555666
4 14666666 4 14666666 4 14666666
515666666 5 (5666666 5 (5666666
6 | 6666666 6 | 6666666 6 | 6666666

f=1(0,5,6,8,9,10,13) f=1(0,6,7,812,17,18) f=10,6,7,8,11,12,17)



UTILITAT I APLICACIONS DE LA GENERACIO ADDITIVA

L'ts de t-normes i t-conormes discretes additivament generables obre una via d’estudi per
a tots aquells conceptes relacionats amb aquestes operacions d’agregacié. En aquest capitol
es mostrara com s’apliquen alguns dels resultats exposats en aquest treball en dues linies
de recerca: els operadors d’indistingibilitat i les propietats de les S—implicacions.

5.1 OPERADORS D'INDISTINGIBILITAT

Els operadors d’indistingibilitat [43, 37] han estat estudiats al llarg d’aquests anys per
diferents autors, tant en el cas continu [0, 1] com sobre altres tipus de dominis. En [39] s’hi
enuncia un important teorema de representacié d’aquests operadors per al cas continu.

Els operadors d’indistingibilitat amb valors a cadenes finites sén eines que permeten
I'estudi de la similitud entre objectes, atesa la granularitat que suposa treballar sobre un
domini de valors finit, i obtenir aixi una interpretaci6 dels calculs sobre la cadena.

A partir d’'una t-norma T sobre L = {0, 1, ...,n}, es defineixen els conceptes de residuacié
i biresiduaci6 de T, que resulten ser un T—-preordre i un T-operador d’indistingibilitat sobre
L, respectivament. Les expressions que defineixen aquests conceptes poden ser facilment
expressables en termes d’un generador additiu de T quan aquesta t-norma és additivament
generable.

A més, a partir de la versi6 discreta del teorema de representacié per a T-operadors
d’indistingibilitat, es defineixen els conceptes de dimensié i base d'un d’aquests operadors,
obtenint-se expressions on apareixen el generador i les pseudoinverses considerades en
aquest treball, també en el cas en que T sigui additivament generable.

A continuaci6é es mostren les definicions i propietats basiques dels operadors d’indis-
tingibilitat adaptades al cas finit. Detalls sobre operadors d’indistingibilitat amb rang de
valors discret es poden trobar a [31].

5.1.1 Conceptes i resultats basics

Definicié 5.1.1 Sigui T una t-norma sobre L = {0,1,...,n}. La seva residuacio T) es defineix
com

_

TAfj)=max{k e L| T, k) <j}
Exemple 5.1.2

1. Si T =T llavors ?(ih‘) =max(0O,n—1i+j) peratoti,je L

jsii>]

2. Si T = Tm lavors T}(ilj) =
n altrament.
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Proposici6 5.1.3 Sigui T una t—norma suau amb conjunt d’idempotents I = {0 = ap < a7 <
. .z - s
... < ar = n}. La seva residuacié T és

n sii<j
_) R . . . . .
T(if) = § max{ay, axs1 —i+j} sii,j € [ay, axp1] peralgun k < 1,1 >j
j altrament.

Definici6 5.1.4 La biresiduacié Et associada a una t—norma donada T sobre L es defineix com
. . e .| = o . = .l = o
Er(4,j) = T(T (1), TGR)) =min{T (ifj), T (i)}
Exemple 5.1.5
1. Si T =T llavors Ex(i,j) =n—I[i—j|peratoti,j € L.

min{i,j} sii#j

2. Si T = Twm llavors Ex(i,j) =
n altrament.

Proposici6 5.1.6 Sigui T una t—norma suau amb conjunt d’idempotents I = {0 = ap < a7 <
... < ar = n}. La seva biresiduacié Et1 és

n sii=j
Er(i,j) =9 axt1—[i—jl siij€ lax, axsrl peralgunk <r,i#j
min{i,j} altrament.

A continuaci6 es defineixen les relacions (operadors) de preordre i d’indistingibilitat
sobre un conjunt no buit.

Definicié 5.1.7 Sigui T una t—norma sobre L. Un T—preordre P sobre un conjunt X és una relacié
P : X x X — L (per abreujar, L-relacid) que satisfa per a tot x,y,z € X

1. P(x,x) = n (reflexivitat)

2. T(P(x,y),Ply,z)) < P(x, z) (T-transitivitat)

Definicié 5.1.8 Sigui T una t—norma sobre L. Un T—operador d’indistingibilitat E sobre un con-
junt X és una L-relacié E : X x X — L que satisfa per a tot x,y,z € X

1. E(x,x) = n (reflexivitat)
2. E(x,y) = E(y, x) (simetria)

3. T(E(x,vy),E(y,2)) < E(x, z) (T-transitivitat)

Proposici6 5.1.9 La residuacio T d’una t-norma T sobre L és un T—preordre sobre L. La biresi-
duacié E1 d'una t—norma T sobre L és un T—operador d’indistingibilitat sobre L.

Proposici6 5.1.10 Sigui T una t—norma sobre L i sigui w un L—subconjunt de X (és a dir, p: X —
L). La L—relacié E, sobre X definida per a tot x,y € X com

E.(xy) = Er(p(x), nly))

és un T—operador d’indistingibilitat.



5.1 OPERADORS D'INDISTINGIBILITAT

Teorema 5.1.11 (Teorema de representacié per a T-operadors d’indistingibilitat)  Sigui
R una L—relacié sobre un conjunt X i sigui T una t—norma sobre L. R és un T—operador d'indistin-
gibilitat sobre X si, i només si, existeix una familia (us). 1 de L-—subconjunts de X de manera que
per a tot x,y € X
R(x,y) =inf Ey, (x,y).
iel

La familia (pi)ie1 s’anomena una familia generadora de R, i un L-subconjunt que pertany
a una familia generadora de R s’anomena un generador de R.

Els conjunts extensionals respecte a un T-operador d’indistingibilitat coincideixen amb
els seus generadors.

Definicié 5.1.12 Siqui T una t-norma sobre L, E un T—operador d’indistingibilitat sobre un con-
junt X i p un L-subconjunt de X. p és extensional respecte a E si, i només si, per a tot x,y € X

T(E(x,y), u(x)) < ply).

Tal com s’enuncia a continuaci6, es pot demostrar que un L-subconjunt de X és exten-
sional respecte a un T-operador d’indistingibilitat E si, i només si, és un generador de
E.

Proposici6 5.1.13 Sigui T una t-norma sobre L, € un T-operador d'indistingibilitat sobre un
conjunt X i wun L-subconjunt de X. y és extensional respecte a E si, i només si, E,, > E.

I a partir d’aqui es defineixen els conceptes de dimensié i base.

Definici6 5.1.14 Sigui T una t-norma sobre L, E un T—operador d’indistingibilitat sobre X. La
dimensio de E és el minim dels cardinals de les families generadores de E en el sentit del teorema de
representacid. Una familia generadora amb aquest cardinal s’anomena una base de E.

5.1.2 Expressions a partir de generadors additius

Anem ara a mostrar les expressions de la residuaci6 i biresiduacié per al cas de les t-
normes additivament generades. Abans, pero, anem a recordar les dues definicions de
pseudoinversa d’una funci6 estrictament decreixent f : L — [0, +00) amb f(n) = 0:

¢ La pseudoinversa f(f” : [0, +00) — L, que es defineix com
£ (t) = minfi € L (i) < t}) = min ' ([0, 1]),
i que s’utilitza per a la generaci6¢ additiva de conjuncions.

¢ La pseudoinversa f(:” : (—o0,+00) — L, que es defineix com

f(fn(t) _ { max{i € L;f(1) > t} = max ! ([t,—l—oo)) sit>0

n altrament,

i que s’usara per a calcular la residuaci6 i biresiduacié de t-normes additivament
generables.

Proposici6 5.1.15 Sigui T una t-norma sobre L amb generador additiu f. Aleshores

T () = £V (£G) — (1)) per a tot 1,j € L.
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DEMoOSTRACIO: Donats i,j € L,

T(ilj) =maxkel : T(i,k) <j}
—max{k e L : 1V (f(1) + (k) <)
=max{(kelL : min{rel : f(r) <
=max{fk e L : f(i)+f(k) >"f
=maxik e L : f(k) > f(j) —f(i
=01 (FG) — (1)) O

Proposici6 5.1.16 Sigui T una t—-norma sobre L amb generador additiu f. Aleshores
Er(Li) = £V (f(R) — f(G))) peratot i,j € L.
DEMOSTRACIO:

Et(i,§) —mm{T 1\)), (1)}
_mln{f (f —f(i ) ( (1) —f(4)}
V() —£6)) O

Proposici6 5.1.17 Sigui T una t—norma sobre L amb generador additiu f i siqui E un T—operador
d’indistingibilitat sobre un conjunt finit X = {rq,...,7v¢} de cardinal s. Un L-subconjunt p =
(X1,...,%s), xi = u(ri), i=1,...,s, és un generador de E si, i només si,

f(xi) — f(x;) < f(E(ri,m5)) peratotij=1,...,s (5.1)

DEMOsSTRACIO: D’acord amb la Proposicié 5.1.13, pu és un generador de E si, i només si,
E. > E, ésadir, E,(ri,15) > E(ry,15) peratoti,j =1,...,s. Per tant, Ev(u(ri), u(r;)) >
E(ri, 1), i, aplicant la proposicié anterior, £ (If(p(ry)) — f(p(r;))l) = E(ry, 75). Finalment
aix0 equival a [f(xq) — f(x;)| < f(E(ri, 15)), 0 també, f(xi) — f(x;) < f(E(ri,75)). O

El que diu la proposici6 anterior és que els L-subconjunts de X extensionals respecte de
E (generadors de E) son les solucions (x1,...,xs) del sistema (5.1). A continuacié mostram
un exemple que il-lustra aquest resultat.

Exemple 5.1.18 La Lz—relacié E sobre X = {r1,72,73, 714} donada per

o == N W
— O W N
—_ e O =
w — — o

és un Tp—operador d’indistingibilitat sobre L3 = {0,1,2,3}. Com que f = (n,...,1,0) és un
generador de Ty, un L-subconjunt de X , u = (x1,x2,x3,%4) amb xi = pw(ry), és un generador de
E si, i només si, satisfa el sistema d’inequacions segiient:

Xj —xi <N —E(ry,15), peratoti,jecLs

Per tant, els Lz—subconjunts de X extensionals respecte de E sén p = (x1,x2,x3,X4) que satisfan
[x1 —x2] <1, x1 —x3] < 2, Ix1—x%x4] <3, x2—x3] <3, Ix2—x%x4] <2, [x3—x4] < 2. Les
solucions d’aquest sistema d’inequacions son
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H 0,0,0,0),(0,0,0,1),(0,0,0,2),(0,0,1,0),(0,0,1,1),(0,0,1,2),(0,0,2,0),(0,0,2,1),
0,0,2,2),(0,1,0,0),(0,1,0,1),(0,1,0,2),(0,1,1,0),(0,1,1,1),(0,1,1,2),(0,1,1,3),
0,1,2,0),(0,1,2,1),(0,1,2,2),(0,1,2,3),(1,0,0,0),(1,0,0,1),(1,0,0,2),(1,0,1,0),
( )i ), ( )
( )i ), )

( ) ) ) ( ) )
( ) ) ) ) )
( ) ) ) ) )
(1,0,1,1),(1,0,1,2),(1,0,1,3),(1,0,2,0),(1,0,2,1),(1,0,2,2),(1,0,2,3),(1,1,0,0),
( ) ) ) )i ( )
( ) ), ), ), )

{

1,1,0,1),(1,1,0,2),(1,1,1,0),(1,1,1,1),(1,1,1,2),(1,1,1,3),(1,1,2,0),(1,1,2,1),
1,1,2,2),(1,1,2,3),(1,1,3,1),(1,1,3,2),(1,1,3,3)}

Una base per aquest Ty—operador d’indistingibilitat és {(0,1,2,3),(0,0,2,2)}. Direm doncs que
E té dimensié 2.

A partir d’ara es fa un estudi dirigit a expressar algunes propietats de les S—implicacions
en termes d'un generador additiu de S, construim de manera efectiva aquests generadors i,
a partir d’ells, obtenim t-conormes que satisfan aquestes propietats.

5.2 PROPIETATS DE LES S—IMPLICACIONS

Les conjuncions, disjuncions i negacions sén connectives de la logica classica i de la logica
borrosa; en el context borrds, aquestes son modelades per les t-normes, les t-conormes
i les negacions fortes, respectivament. Hi escau definir també 'operador implicacid, que
en logica borrosa es pot definir de diverses formes, totes elles equivalents sobre qualsevol
algebra de Boole (com la de la logica classica) pero diferents en la logica que aqui es
treballa. Les R—implicacions, S—implicacions, QL—implicacions i D—implicacions sén els
quatre tipus més habituals d’operadors d’implicacid, que es detallen a continuacio.

1. I(x,y) = sup{z € [0,1];T(x,z) < y} per a una t-norma T continua per 1'esquerra.
S’anomena una R—implicacié i prové d’estudiar la propietat de la residuaci6 sobre
reticles residuats.

2. I(x,y) = S(N(x),y), x,y € [0, 1]. Sanomena una S—implicacié i prové de 1’equivalen-
cia de la logica classicap — q=—pVq.

3. I(x,y) = S(N(x), T(x,u)), x,y € [0, 1], és el que s’Tanomena una QL—implicacid. Prové
de la logica de mecanica quantica, i la seva equivalencia en la logica classica seria
p—q=—"pV(pAq).

4. I(x,y) = S(T(N(x),N(y)),u), x,y € [0,1], i s6n la contraposici6é de les QL—impli-
cacions respecte la negaci6é forta N. S"anomenen D—implicacions degut a la seva
procedencia de la implicacié de Dishkant p — q = qV (—p A —q) en els reticles
ortomodulars [38]. Alguns autors també les anomenen NQL—implicacions.

Aquestes definicions adaptades al domini discret, L ={0,1,...,n}, han estat estudiades
en diversos articles [18, 19, 20]. En aquest treball, ens dedicam a les S—implicacions, i
comparam els resultats obtinguts aqui amb els que es mostren a [18], que es dedica a
implicacions definides a partir d'una t-conorma suau. En aquest treball s’obtenen resultats
més generals per a una familia de t-conormes més amplia com és la de les t-conormes
additivament generables.

Definici6 5.2.1 Una operacié binaria 1: L x L — L és una implicacié sobre L si satisfa per a tot
ij,keL:

(I1) 1(i,k) > I(j, k) quan i < j (decreixent en la primera variable),
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(I2) 1(1,j) < I(i, k) quanj < k (creixent en la segona variable),
(I3) 1(0,0) =1(1,1) =1, [(1,0) =0 (condicions de frontera).
A partir d’ara ens dedicam a les S-implicacions.

Proposici6 5.2.2 Sigui S una t—conorma sobre L i N(i) = n —1i I"iinica negacio forta sobre L.
L’operacié binaria 1s definida sobre L de la forma segiient:

Is(i,j) =S(N(i),j) ijelL. (5-2)
és una implicacid. Aquestes implicacions s’anomenen S-implicacions.
Exemple 5.2.3 La l'operacié binaria I : L x L — L donada per
I(1,j) = min{fn,n —i+4j}
és la Sy—implicacié coneguda amb el nom d’implicacié de Lukasiewicz.

La dualitat de les t-normes i les t-conormes ens permet expressar el concepte de
S—implicaci6 en termes de t-normes.

Observaci6 5.2.4 Siguin T i S una t—norma i una t—conorma sobre L, N—duals una de l'altra. La
S-implicacié pot expressar-se també com

Is(i,j) = N(T(i, N(j))).

A continuacié es mostra una serie de propietats relatives a les implicacions discretes, que
son les que també es consideren en el cas continu. Aquestes propietats han estat estudiades
a [18] i s’han obtingut els resultats que s’indiquen just després.

P1 Contraposici6 respecte de la negacié N: I(i,j) = I(N(j), N(i)), Vi,j € L.
P2 Principi d’identitat: I(i,1) =n, Vi € L.

P3 Propietat d’ordre: I(i,j) =n & 1i<j, Vi,j € L.

P4 1(i,0), 1 € L, és la negaci6 forta sobre L (I(i,O) =n—1iVvie L).

P5 I(i,j) >j, Vi,j € L.

P6 Modus Ponens generalitzat: T(i,1(i,j)) <j, ¥i,j € L, amb T la t-norma dual de S (I és
una S-implicacio).

P7 I(i,N(i)) = N(i), vie L.
P8 Principi d’intercanvi: I(i,I(j, k)) = I(j, I(i,k)), ¥i,j, k € L.
Proposici6 5.2.5 Sigui S una t—conorma suau sobre L. Les afirmacions segiients son equivalents:
1. S=S5g
2. Is(i,j) =n <= i< j (propietat d’ordre)
3. Is(i,1) =n Vi € L (propietat d’identitat)
Proposici6 5.2.6 Sigui S una t—conorma suau. Pel que fa a la propietat Py,
Is(i,N(i)) =N({i) Viel < S=S5m.

Proposicié 5.2.7 Siqui S una t—conorma suau. La implicaci Is satisfa la propietat P6 si, i només
Si, S = SL.
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Implicacions i generacié additiva

En aquesta secci6 s’estudia la satisfaccié de les propietats anteriorment esmentades per a S—
implicacions quan es pren una t-conorma S additivament generada per f = (0, ay,...,an)
amb 0 < aj < ... < an. L'estudi es fa d’acord amb l'expressi6 (5.2) anterior i de la
Proposici6 3.1.8, i s’'obtenen expressions per a les propietats anteriors referides ara als
corresponents generadors.

PG-1

PG-2

PG-3

PG-4

PG-5

PG-6

Per atoti,j € L, Is(i,j) = Is(N(j),N(i)) és S(N(i),j) = S(j, N(i)). Aquesta condi-
ci6 se satisfa directament per la commutativitat de S, independentment que sigui
additivament generable o no.

Per a tot i € L, la condici6 S(N(i),i) = n escrita en termes del generador de S és
an—i+ai = an. Es a dir, la S-implicaci6 satisfa la propietat d’identitat si, i només si,
el generador de S, (0, a1, ..., an), satisfa la condicié an_i +a; > an Vi€ L.

Per a toti,j € L, d'una banda Is(i,j) =n < an < an—_i + a;j. Per tant, la propietat
Is(i,j) =n & 1i<jequival a an, < an—i+a; & i <j. Fent el canvi, i per n —1,
llavors la propietat és a; +a; > an < i+j > n.

Per a toti € L, I(i,0) = S(n—1,0) = n—1i. Aixi, aquesta propietat se satisfa
independentment que S sigui additivament generable o no.

Per a tot i,j € L, Is(i,j) > j és equivalent a S(N(i),j) > j. Com que S(n—1,j) >
max{n —1,j} llavors és obvi que sera S(n —1,j) > j. Per tant, aquesta propietat es
verifica qualsevol que sigui la t-conorma S.

Com Si T sén N-duals, la desigualtat T(i,I(i,j)) <jensquedan—S(n—i,n—S(n—
i) <jVvi,jel ésadir, Sh—i,n—Sn—1i,j)) >n—j. Siprenem (0,as,...,an)
un generador de S, llavors la condici6 esdevé d’acord amb S(r,s) > t si, i només si,
a; < ar +ag:

an—j < A+ an_s(ij) (53

Anem a veure que aquesta desigualtat equival a les dues condicions segtients:
i) aj+a; > an = i+j=>n.

.. ag<aita<a
ii) ai+aj<an:>3k<ntalque{ kSO S Tt

Qn—j < Qi + an_x

En efecte, suposem que es cumpleix (5.3). Si a; +a; > a, aleshores S(i,j) =n i
la desigualtat ens queda a,—j; < aj i, per tant, n—j < i,ésadir,i+j > n. Si
ai + aj < an, aleshores k = S(i,j) < n i, aixi, ax < ay + aj < ax41. Per altra part, la
desigualtat (5.3) ens diu an—j < a; + an_x.

Reciprocament, suposem que es verifiquen les condicions i) — ii). Si S(i,j) = n,
aplicant la primera condici6 tenim i+j > n i, per tant, a,,—; < a; i la desigualtat (5.3)
se satisfa. En el cas S(i,j) < n ha de ser a; + aj < an. I, per la condici6 ii), existeix k
tal que ax < ai +aj < ax41. Si S(i,j) = k' llavors ha de ser ay < ai +aj < ayry1
d’on es dedueix k’ = k. Finalment, an,_j < aj + an_x coincideix amb (5.3).

En particular, el generador (0,1,...,1) n’és una solucié particular, que correspon
a la t-conorma de Lukasiewicz. També el generadors (0,3,4,6,7,9,10,12,13,16) i
(0,1,2,6,10,15,20,24,28,29,30) en sén solucions (no suaus). Més endavant es de-
mostrara que els generadors mixtos, dels quals en sén exemple els dos darrers,
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satisfan les dues condicions i) — ii) anteriors. Queda pendent per a un treball futur
trobar una caracteritzacié més senzilla que la donada en aquest apartat.

PG-7 Per a tot i € L, S(N(i),N(i)) = N(i) equival a que S(i,i) = 1, és a dir, S = Snm,
idependentment que sigui additivament generable o no.

PG-8 Siguin i,j, k € L. La propietat Is(i,Is(j, k)) = Is(j, Is(i, k)) queda com S(n —1, S(n —
i,k)) =S(m—j,S(n—1,k)). Com que S és associativa i conmutativa, aquesta igualtat
és trivialment satisfeta per a qualsevol t-conorma S.

A continuaci6 es fa un estudi per a determinar generadors f = (0,a1,...,an), que
satisfacin les condicions a; + an_i > an 0 @y + an_i = an, Vi € L. L'estudi es fara en dos
passos. En primer lloc, s’estudiaran generadors tancats per la suma, de tal manera que
aquestes condicions siguin facilment tractables, i seguidament es consideraran generadors
concaus i generadors convexos a causa de la relaci6 directa que tenen amb aquestes
propietats. En segon lloc, a la secci6 segiient, es consideraran generadors que satisfacin
la propietat a; + an—i = an Vi € L, que anomenarem generadors mixtos, i se'n mostraran
exemples associatius obtinguts a partir dels generadors de les t-conormes basiques.

Generadors tancats per la suma del tipus f = (0, (k+1)d,...,(k+ n)d), d>0

Un generador del tipus fx = (0,(k+1)d,...,(k+n)d), k =0,1,...,n—2, el rang del
qual és tancat per la suma, correspon, d’acord amb la Proposicié 4.3.5, a la t-conorma
Sx(1,j) = min{i +j + k,n}. En particular, So = Sg i Sn—2 = Sp. Aquestes t-conormes sén
suaus sobre L* = L — {0} i estrictament creixents fora de la regi6 n.

Per aquests generadors tenim que

ai+a;>an & (k+i)d+(k+j)d> (k+n)d

. (5.4)
& i+jz2n—k

D’aqui es dedueix immediatament que
Proposici6 5.2.8 Sigui fy = (0, (k+1)d,...,(k+n)d), k=0,1,...,n— 2. Aleshores
itj>n = ai+a; > an.
DEMOSTRACIO: Sii+j > ntambéési+j >n—k.
Per tant,

Proposici6 5.2.9 Siqui Sy una t—conorma de la familia corresponent, amb k = 0,1,...,n— 2.
Aleshores la Sy—implicacid satisfa el principi d’identitat:

Is, (i,i)=n Viel

DEMOSTRACIO: La propietat és, en termes de generadors additius, equivalenta a,,_i +a; >
an, que és satisfeta pels generadors fy de Sy. O

A més, de (5.4) també tenim la proposicié segiient.

Proposici6 5.2.10 Sigui Sy la t—conorma amb generador fy, amb k =0,1,...,n — 2. Aleshores
(Is, (i) =n & 1<) <= Sc=5u.

DemMosTRACIO: D’acord amb (5.4), a; +a; > an < i+j > n si, i només si, k = 0. O
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Generadors concaus igenemdors conovexos

Sigui f = (0, ar, az,...,an) un generador concau que, d’acord amb 'Observacié 4.4.2, és
de la forma a; = Y | _; dy, essent dy una successié monotona decreixent, dq > dy > ... >
d, > 0.

Proposici6 5.2.11 Sigui f = (0, ay,ay,..., an) un generador additiu concau. Aleshores i +j >
n = ait+a = an.

DEMOSTRACIO: Si f és un generador additiu concau i es consideren i+j > n,

ai+a; = di+dy+...+di+dy+dy+...+d;
> di+do+...+di+di+do+. .+ dng G=>n—1)
> di+dy+...+di+di1+dig2+...+dn ({dn} decreixent)

= an [

Observaci6 5.2.12 Si di = dn, aleshores el generador concau f = (0, a7, az,...,an) genera la

t—conorma Sg, que també satisfa el reciproc. En canvi, hi ha generadors concaus amb dy > dn, que

no el satisfan: f = (1, 1.1, 1.11, 1.111, 1.1111) és concau i satisfa que a1 + az > as.
Consegilientment, tenim la segtient

Proposici6 5.2.13 Sigui f = (0,a1,...,an) un generador concau associatiu i sigui S la t—
conorma que determina. Aleshores la S—implicacié corresponent ls satisfa el principi d’identitat:
Is(i,i) =n,Vie L

DeEMosTRACIO: Clarament se satisfa an_; + a; > an. O

Dr’altra banda, sigui ara f = (0, a,ay,..., an) un generador convex que, d’acord amb

1'Observacio6 4.4.6, és de la forma a; = Y, _; dy, essent dy una successié mondtona creixent,
O0<dy<dy ... < dn.

Proposici6 5.2.14 Sif = (0,a1,a2,...,an) és un generador additiu convex, llavors a; + a; >
a, = it+j>n

DEMOSTRACIO: Si f és un generador additiu convex i es consideren 1 < j,

aitazan = di+...+di+di+...+dy >di+.. +dn
= di+...+di =>2djp1+...+dn

Aixi,
i-di >di+...+dg
Zdjq1+...+dn
= (n—j)dj4
> (n—j)d
i, per tant, i+j > n. O

Observacié 5.2.15 Novament, si d1 = dy, el generador convex f = (0,ay,az,...,an) genera
la t—conorma Sy, que també satisfa el reciproc. En canvi, si d1 < dn, el reciproc és fals:
ar+an—1 =2d1+dy+dz3+...+dn_1
<dy+d2+...+dn
= aﬂ.

Proposici6 5.2.16 Sigui f = (0,a1,..., an) un generador associatiu que sigui concau i convex
alhora. Llavors la S—implicacié determinada per f satisfa la propietat d’ordre.
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En resum,

¢ El compliment de les propietats P1, P4, P5, P7 i P8 és independent de qué S tengui
generador additiu o no: mentre que P7 només la satisfa Is,,, les altres quatre se
satisfan sempre.

* La propietat P2 se satisfa per a tota Sy—implicacié i per a tota S—implicacié on la
t-conorma sigui additivament generada per un generador concau associatiu. En
particular, el generador habitual de la t-conorma de Lukasiewicz és dels dos tipus
anteriors. Aixo demostra que hi ha t-conormes additivament generables S, a més
de les suaus, de manera que les S—implicacions corresponents satisfan el principi
d’identitat. Veure Proposici6 5.2.5.

¢ Per generadors associatius concaus i convexos, la propietat P3 se satisfa. Per altra part
sabem que 1"tnic generador concau i convex és (0,d, 2d, ..., nd). Per tant, aquest tipus
de generadors no aporten, a part de la implicacié de Lukasiewicz, nous exemples de
S—implicacions verificant la propietat d’ordre.

A continuacié estudiarem els generadors mixtos que ens serviran per a obtenir S—
implicacions que satisfacin les propietats P2, P3 i P6. Vegem primer alguns resultats
previs.

Condicions suficients per a PG-2, PG-3 i PG-6
Proposici6 5.2.17 Sigui f = (0,a1,...,an), un generador. Aleshores
<ai+an,i:an Vie L> — <ai—|—a]- —an e itj=n Yij €L>

DEMOSTRACIO: Vegem només la implicaci6 directe, doncs la reciproca és evident. Suposem

que a; +an—i = an Vi € L. Siguin i,j € L tals que a; + a; = an. Com que també
ai + an—i = an llavors a,,_; = a; i, per tant, i +j = n. D’altra banda, si i,j € L son tals
que i+j =nllavors, j = n —1i1i, per tant, a; + a; = an. ]

Proposici6 5.2.18 Sigui f = (0,a1,...,an), un generador. Aleshores
<ai—|—an_i: an Vi e L> — <ai—|—a]- > an s 1i+j >n>.

DEMOSTRACIO: Suposem que a; + a; > an (el cas a; + a; = an és evident). Com que
ai + an—i = an, per hipotesi, llavors deduim que a; > a,,_;, i pel creixement de f, j > n —i.
Suposem ara i+j > n. En aquest cas, a; +a; > a; + an—i = an. OJ

Observem que el reciproc d’aquest resultat no és cert, en general, tal com es mostra a
continuacio.

Observaci6 5.2.19 EI generador sobre Ls donat per f = (0,2,3,4,6,7) satisfa que a; +a; >
as < i+j = 5 pero en canvi a1 + as # as.

Proposicié 5.2.20 Sigui f = (0,a1,...,an) un generador tal que a; + an—i = an Vi € L
Llavors g satisfa la propietat PG-6.

DEMOSTRACIO: Sii,j € L son tals que ai + aj > ay, llavors tenim a; + a; > aj +an—i i, per
tant, a; > a,_i. Aixi,j > n—1,ésadir, i+j > n. Encanvi, sii,j € L sén tals que a; + a; <
an, sigui k = max{ko ; ax, < aj + a;}. Llavors k < ni ax < aj + a5 < ag41. D’altra banda,
an—i = an —a; Vi € L. Aixi, com que ax < a; + a; llavors a, + ax < an +aj + aj, és a dir,
an —aj < aj +an —ax i, per tant, a5 < ay + an_x. O
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Proposici6 5.2.21 Sigui f = (0,a1,...,an) un generador tal que a; + an—_i = an Vi € L
Llavors f satisfa les propietats PG-2, PG-3 i PG-6.

DEMOSTRACIO: La propietat PG-2 es satisfa trivialment: a; + an_i > an Vi € L. Aplicant
la Proposicié 5.2.18 és clar que un generador que satisfa aquesta condicié també satisfa
PG-3: ai+a; > an 4 i+j > n. La proposici6 anterior ens demostra que un generador
d’aquests satisfa la propietat PG-6. O

5.2.2 Generadors mixtos

En aquesta secci6 es construeixen els generadors mixtos, generadors (0, ay,...,a,) tals
que ai +an_i = an Vi € L. D’acord amb la Proposici6 5.2.21, les S—implicacions on S és
additivament generada per un generador construit aixi i que sigui associatiu satisfan les
propietats P2 (principi d’identitat), P3 (propietat d’ordre) i P6 (modus ponens generalitzat).
D’aquests es consideren principalment els generadors mixtos que sén meitat convexos
i meitat concaus, i se’'n determinen tres families de generadors associatius a partir dels
geneneradors de les t-conormes basiques.

Definici6 5.2.22 Direm que f = (0,a1,...,an) és un generador mixt si satisfa a; + an_—i = an
Vie L

La proposicié que ve a continuacié mostra la forma que tenen aquests generadors.

Proposici6 5.2.23 Un generador f = (0, ay,...,an) és mixt si, i només si, existeix 0 < k < n
de tal manera que:

SI M PARELL: dn =20y [ Qgar=0an—ax_r T=1,..., k.
SI M SENAR: 0n, = Qg1+ Ak { Qgqpr =0n —0ax_1-+ *=1,..., k—1

DEMOSTRACIO: En el cas que n és parell, prenem k = 5. Suposem que f = (0,ay,...,an)
és mixt. Aleshores, clarament a,, = 2ayx (perqué k = n—k) i ax+ + an_(k—r) = an
implica ay, = 2ax — ax_r. Reciprocament, si 0 < i < k llavors a; + an—i = ay_(x_i) +

On—(k—(k—1)) = Qk—(k—1i) T Qk4(k—i) = Gn encanvi,sii = kllavors a; + an i = ax + ax =
an.

D’altra banda, en el cas que n és senar, prenem k = “T“ Suposem en primer lloc que f =
(0,a1,...,an) és mixt. Aleshores, com que k+k —1 =n llavors an = ax + ax_1. A més, si
0<r<k—1, 1llavors ax+ + an_(k—y) = an implica ax ;1 = an — ax_r. Reciprocament,
si0<i<k llavors ait+an—i = Ax—(k—1) + An—(k—(k—1)) = Qk—(k—1) + A4 (k—i)—1 = On
(basta agafar r =k —1i—1). O

En aquest apartat que segueix es presentaran uns casos particulars de generadors mixtos,
els generadors meitat convexos i meitat concaus. Tot seguit s’estudien aquests generadors
quan es construeixen a partir dels generadors estandars de les tres t—-conormes basiques.

Per al cas del generador (estandard) de la t-conorma maxim, com que aquest és convex,
llavors de forma directa s’obtenen generadors mixtos que amb la primera part convexa (i
la segona concava). Pero fent ts de la Proposicio 4.4.15, a partir d’aquest generador de la
t-conorma maxim es pot construir el corresponent generador concau, de tal manera que
permet obtenir un generador mixt amb la primera meitat concava (i la segona convexa).
Aquests generadors mixts son associatius. De forma similar, en el cas del generador de la
t—conorma drastica s’obté directament el generador mixt amb la primera part que sigui
concava, i fent as de la Proposicio 4.4.15, s’'obté un generador convex i, d’aqui, el corre-
sponent generador mixt amb la primera part convexa. Només els primers sén associatius
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mentre que aquests darrers no ho sén en general. A partir de diversos generadors de la
t-conorma de Lukasiewicz s’estudien els generadors mixtos que se n’obtenen.

Igual que en la proposicié anterior, a partir d’ara es fa necessari separar el cas n senar
del cas n parell, tot i que sovint sén casos similars.

Generadors convex-concaus i concau-convexos sobre Ly, amb n parell

Els generadors mixtos estan formats per dos blocs, el primer dels quals determina el segon.
Més encara, si el primer és convex (respec. concau) llavors el segon és concau (respec.
convex).

Proposici6 5.2.24 Sigui n un enter positiu parell i sigui f = (0,a1,...,ax, Qk41,...0n) Un
generador mixt, n = 2k. Aleshores:

1. Si (0,aq,...,ax) és convex llavors (0, axs1 — Qy, Qxs2 — Ak, ..., Qn — Ak ) €S concau.
2. Si(0,aq,...,ax) és concau llavors (0, ax1 — Qk, Qx+2 — Ak, ..., Qn — Ak ) €S CONveX.

DEMOSTRACIO: 1. Si (0,a1,...,ax) és convex llavors a1 < a —aj <... < ax — ax_1.
D’altra banda, ax4r4+1 — ak4r = (2ak — ax—(v41)) — (2ax —ax—v) = Ak — Ak —r—1-
Per tant, si r satisfa 0 < r < k—1 llavors (axyr11 —ax) — (Qxyr — k) = Axgri] —
Qkir = AQk—r — Qk—p—1 = Qk—p—1 — Qk—r—2 = Qkpr42 — Qkgri1 = (Argrp2 — ax) —
(akyri1 —ayx). Per tant, (0, a1 — ax, Qg2 — Ay, ..., an — ax) és concau.

2. De forma similar, si (0, aq,...,ax) és concau llavors a; > ay —aj > ... > ax — dx_1.
Aixi, si r satisfa 0 < v < k—1 llavors (axyr+1 — ax) — (Qgsr — ax) = Qrgre1 —
Qkqr = Qg — k11 < AQkr—1 —Ak—r-2 = Qkgr42 — Aiegri1 = (Aprg2 — Ax) —
(akyri1 —ayx). Per tant, (0, a1 — ax, g2 — Ay, ..., dn — A ) €S convex. O

Observaci6 5.2.25 D’aquesta proposicié se’'n dedueix que si la primera part d'un generador mixt
f, (0,a1,...,ax) és convexa (resp. concava), llavors el generador complet, (ap, ay,...,an) és
meitat convex i meitat concau (resp. meitat concau i meitat convex).

Per tant, es fa necessaria la segiient
Definici6 5.2.26
 Un generador mixt la primera part del qual sigui convexa en direm generador convex—concau.
* Un generador mixt la primera part del qual sigui concava en direm generador concau—conuvex.

Hi ha generadors convex—concaus (igualment concau-convexos) associatius i d’altres que
no. L'exemple segiient mostra un exemple de cada.

Exemple 5.2.27 Considerem els generadors de la Taula 15 sobre Ly .

Associatiu No associatiu
convex—concau | (0,1,2,6,10,15,20,24,28,29,30) (0,1,3,6,10,15,20,24,27,29,30)
concau—convex | (0,5,9,12,14,15,16,18,21,25,30) (0,5,8,11,13,15,17,19,22,25,30)

Taula 15. Exemples de generadors mixtos sobre L1 associatius i no associatius

Aquests exemples estan representats en les figures que vénen a continuacié. La Figura 17 mostra
els generadors convex-concaus, mentre que la Figura 18 mostra els concau-convexos. En vermell la
part concava i en blau la part convexa.
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F¢e)] O1T 2 3 45 6 7 8 9210
o012 3 45 6 7 8 9210
11712 2 3 45 6 7 91010
212 2 2 3 45 6 7101010
313 3 3 45 6 710101010
41 4 4 4 5 6 7101010 10 10
5/ 5 5 5 6 7101010 10 10 10
6| 6 6 6 71010 10 10 10 10 10
7\ 7 7 71010 10 10 10 10 10 10
8| 8 9 10 10 10 10 10 10 10 10 10
91 910 10 10 10 10 10 10 10 10 10
10| 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

0123 456 7 8 910

Generador associatiu f = (0,1,2,6,10, 15,20, 24,28, 29, 30)

Fg| 01 2 3 4 5 6 7 8 910
o001 2 3 45 6 7 8 9210
111 1 2 3 45 6 7 81010
2122 3 3 45 6 8101010
3/ 3 3 3 45 6 710101010
41 4 4 4 5 6 710101010 10
5|55 5 6 7101010 10 10 10
6| 6 6 6 71010 10 10 10 10 10
717 7 81010 10 10 10 10 10 10
81 8 810 10 10 10 10 10 10 10 10
21 9210 10 10 10 10 10 10 10 10 10
10| 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

01 2 3 45 6 7 8 910

Generador no associatiu g = (0,1, 3,6,10,15,20,24,27,29,30)

Figura 17. Dos exemples de generadors convex—concaus sobre L1 i les seves taules corresponents

Observem que g no és associatiu: F4(Fg(2,2),6) = Fg4(3,6) =7 mentre que F4(2,F4(2,6)) =
Fq(2,6) =6.
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Fel O1T 2 3 45 6 7 8 9210
001 2 3 45 6 7 8 9210
1171 2 4 6 7 7 8 8 91010
212 4 7 8 8 8 9 9101010
3/ 3 6 8 8 9 9 9210101010
41 4 7 8 9 9 91010 10 10 10
5/ 57 8 9 9101010 10 10 10
6| 6 8 9 91010 10 10 10 10 10
71 7 8 91010 10 10 10 10 10 10
8| 8 910 10 10 10 10 10 10 10 10
91 910 10 10 10 10 10 10 10 10 10
10|10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

01 2 3 456 7 8 g 10

Generador associatiu f = (0,5,9,12,14,15,16,18,21,25,30)

-

S N0 00 N oY Ul AW N = O

0 NN B~ NN
0 0 N U1 W W
e e - N R

N 00 N | Gan
N 0 Y| O

92 910 10 10 10 10 10
9 91010 10 10 10 10 10
8§ 91010 10 10 10 10 10 10
& 910 10 10 10 10 10 10 10 10
9 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

N o Gk Wi = O |0
0 N OGN ==

a—

01 2 3 456 7 8 910

Generador no associatiu g = (0,5,8,11,13,15,17,19,22,25,30)

Figura 18. Dos exemples de generadors concau—convexos sobre L1y i les seves taules corresponents

Observem que aquest generador no és associatiu: Fg(Fg(1,1),2) = F4(2,2) =5 mentre que
Fg(1,F4(1,2)) =F4(1,4) =6.
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Generadors convex-concaus i concau-convexos sobre Ln, amb n senar

Proposici6 5.2.28 Sigui n un enter positiu senar i sigui f = (0,a1,...,ax, Qk41,...0n) Un
generador mixt, n = 2k — 1. Aleshores:

1. Si(0,ay,...,ay) ésconvex llavors (0, ax —ax—1, k41 —Ax—1,...,An —ax_1) és concau.

2. Si (0,as,...,ayx) és concau llavors (0,ar — ayx_1,0ax4+7 —Ak_1,...,0n — Ax_1) €S con-

vex.
DEMOSTRACIO: 1. 51 (0,aq,...,ax) és convex llavors a1 < a —aj < ... < ax — Ag_1.-
D’altra banda, axr+ — axir—1 = (an —ax—r—1) — (An — AQx—y) = Ax—r — Ak—r_1.

Per tant, si r satisfa 0 < r < k—2 llavors (axsr — ax_1) — (Qkyr—1 —ax_1) =
Qgr— Qkgr—1 = Ak — Qk—7—1 = Qk—r—1 — Qk—r—2 = Qkyr41 — Qkyr = (Akpri] —
ax—1) — (ax4r — ax—1). Per tant, (0, ax —ax—1,ax4+1 —ax—1,...,an — ax_1) és con-
cau.

2. De forma similar, si (0, aq,...,ax) és concau llavors a1 > ay —a7 > ... > ax — dx—1.
D’altra banda, ax i — axqr—1 = (an —ax—r—1) — (@n —Ax—r) = Ay — Ax—r—1-
Per tant, si r satisfa 0 < r < k—2 llavors (axsr — ax_1) — (Qkyr—1 —ax_1) =
Qgyr—Akgr—1 = Ak — Ak—1—1 < Ak 11 —Qk—1—2 = Qkqr41 — Qkpr = (Qkprg1 —
akx_1)— (axyr —ax_1). Per tant, (0,ax —ax_1,ax+1 —Ax_1,...,0n — ax_1) €s con-
vex. L]

Per aquest cas també hi ha generadors associatius i d’altres que no. L'exemple segiient
mostra un exemple de cada.

Exemple 5.2.29 Considerem els generadors de la Taula 16 ambn = 9.

Associatiu No associatiu
convex—concau | (0,1,2,5,10,15,20,23,24,25) (0,1,3,6,10,15,19,22,24,25)
concau—convex | (0,5,9,11,12,13,14,16,20,25) (0,5,8,11,12,13,14,17,20,25)

Taula 16. Exemples de generadors mixtos sobre Lo associatius i no associatius

Aquests exemples estan representats en les figures que vénen a continuacio. La Figura 19 mostra
els generadors convex-concaus, mentre que la Figura 20 mostra els concau-convexos. En vermell la
part concava i en blau la part convexa.

5.2.3 Generadors mixtos a partir del generador estandard de la t—conorma maxim

El problema que es planteja ara és el de caracteritzar generadors mixtos associatius o,
si més no, determinar families de generadors d’aquest tipus que ho siguin. En aquesta
secci6 es mostraran generadors mixtos, convex—concaus i concau-convexos, associatius,
construits a partir del generador estandard de la t-conorma maxim (vegi’s Proposicié
3.1.10). Aquest generador és convex (Exemple 4.4.7), fet que permet construir els generadors
convex—concaus; en canvi, si s’agafa aquest generador i se li aplica la Proposici6 4.4.15
s’obté un generador concau, que permetra construir els generadors concau—convexos.
Es distingiran dos casos, segons si n és parell o senar.
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Fe|0123456789
0/]0123456789
1112234568979
212223456999
313334569999
4144456999929
5/5556999999
66669999999
7178999999979
8189929999999
919999999999

01234567389

Generador associatiu f = (0,1,2,5,10, 15,20, 23,24,25)

Fg 10123456789
00123456789
1111234567979
212233457999
313334569999
414445699999
515556999999
6166799999979
717799999999
8§/892999999979
2199929999999

01234567389

Generador no associatiu g = (0,1,3,6,10,15,19,22,24,25)

Figura 19. Dos exemples de generadors convex—concaus sobre Lo i les seves taules corresponents

Observem que aquest generador no és associatiu: Fg(Fg(2,2),3) = F4(3,3) =4 mentre que
Fg(2,F4(2,3)) =F4(2,3) =3.
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F¢,|0123456789
010123456789
111267777899
212678888999
313788889999
414788899999
515788999999
6167899999979
717899999999
8189929999999
2199299999999

0123456789

Generador associatiu f = (0,5,9,11,12,13,14,16,20,25)

-

O OO N O U AW N = O e

O 0 N oy UG AW N =2 OO0
O 0 00 N NN oy ==
O 0 N0 00 00 0 NN G NN
O 0 0 0 0 00 0 N O W W
O 0 0 0 0 0 00 N A~
O 0 0 0 0 0 0 N |G
O 0 0 0 0 0 0 0 N oo
O 0 0 0 0 0 0 0O 0 |
N 0 0 0 0 0 0 0O VW |
O 0 0 0 0 0 0 0 W V|

01234567809

Generador no associatiu g = (0,5,8,11,12,13,14,17,20,25)

Figura 20. Dos exemples de generadors concau—convexos sobre Lo i les seves taules corresponents

Observem que g no és associatiu: F4(Fg(1,1),2) = Fg4(2,2) = 6 mentre que F4(1,F4(1,2)) =
Fg(1,5) =7.
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Generadors mixtos a partir del generador estandard de la t—conorma maxim, n parell

Sigui n = 2k, per algun k enter positiu, i considerem el generador (mixt) convex—concau
construit prenent la primera part, la part convexa, el generador de la t-conorma maxim
sobre Ly d’acord amb la Definici6 5.2.22 i la Proposicié 5.2.24. La Taula 17 mostra aquests
generadors per a diversos valors de k. En la Figura 21 hi ha representat un d’aquests
generadors i la taula corresponent; en vermell la part concava i en blau la part convexa.

generador

(0,1,2)

(0,1,3,5,6)

(0,1,3,7,11,13,14)
(0,1,3,7,15,23,27,29,30)
(0,1,3,7,15,31,47,55,59,61,62)
(

(

(

0,1,3,7,15,31,63,95,111,119,123,125,126)
0,1,3,7,15,31,63,127,191,223,239,247,251,253,254)
0,1,3,7,15,31,63,127,255,383,447,479,495,503, 507, 509, 510)

o NN U R W N =

Taula 17. Generadors associatius convex—concaus, n parell

Aquests generadors son f = (ap, ay, ..., ax, Ag41,...,02¢) amb a; = 2t—1,i=1,...,
i, d’acord amb la Definici6 5.2.22, aj + an—i = an. Per tant, ax i = azx — Ak (k+1)
2ak — AQx—i = 2. (Zk — ]) — Ax—i-

=

Proposici6 5.2.30 Els generadors f = (ap,as,...,ax, Qk+1,...,02k) convex—concaus donats
per
ai = Zi —1

N i=1,...,k
eri =2-(2°=T1)—ax—i

son associatius.

DEMOSTRACIO: S’ha de demostrar que S(S(i,1i'),1”) = S(i,S(i/,1")), V1 < 1,i/,i” < 2k. En
primer lloc, si dos qualsevol d’aquests elements, i,1’,1”, sén majors o igual que k llavors
S(S(i,i"),i1”) = S(i,S(i/,i”)) = n, ja que 2ax = an. Per tant s’estudiaran només els tres
casos amb almenys dos elements menors que k.

e Sii,i/,i” < k amb, com a molt, algun d’ells igual a k, llavors es comprovara que
S(S(1,i),1"”) = S(1,S(1,1”)) = max{i,i’,1”}. En primer lloc, si i < i’ < k llavors
SHA) >k ai4+ay < antanqg =2K—142T 1 =2k 142k _2k-1_1=
2-(2—=1) =2 T <2.2k—1)— (2 T —1) = (2-2—1) —ax_1 = ay41. Per tant,
sii<i’' <koi<i’<kllavors S(i,1') = max{i, i'}.

e Sii<1’ <k<k+jllavors S(S(i,1'),k+j) = S(i/, k+3j). Es distingeixen dos subcasos:

~-Sii < k—jllavors axyj < ap+agy; =2V =142 (2—1)—(2xT —1) =

2. (28 —1) 42V =2k <2 2k — 1) 2K ok =2 2k — 1) =2k <

2-(2%—1)— (2%I=T—1) = ayyj41 i, per tant, S(i’,k+j) = k+j. D’altra banda,

S({,S(i/,k+j)) = S(i,k+j) = k+j, aquesta darrera igualtat repetint aquest
mateix procés amb i en comptes de i’.
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)

—_ —_ — — — — — — — —

—_ —_ r— o r— — — — — —

—_ —_ — — — — — —

—_ — — — — — -

—_ —_ — — — —

(0,1,3,7,15,31,63,95,111,119,123,125,126

f
F¢

Figura 21. Representaci6 del generador convex—concau sobre L1, construit a partir del generador
de la t-conorma maxim
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- Sii’ > k—j llavors ai/ + axyj = 2V 142 2k—1) (2T 1) =2 (2k =
)42V —2%9) > 2. (2% — 1) = a, i, per tant, S(i’,k +j) = n. D’altra banda,
S(A,S(i,k+3)) =S(i,n) =n.

* Sii< i’ <k<k+jllavors per a calcular S(S(i,k+j),1’) es distingeixen, ja d’entrada,
tres subcasos semblants als de 1'altre cas, per la qual cosa s’aprofitaran els calculs

anteriors.
- Sik—j<i<illavors S(S(i,k+j),i’) = S(n,i’) =n, itambé S(i,S(k +j,i')) =
S(,n) =n.

-Sii< k—j < i llavors S(S(i,k+7j),1') = S(k+j,i’) = n, i també S(i,S(k +
j,i') =S(i,n) =n.

- Sii<i’ <k—jllavors és S(S(i,k+7j),1)S(k+j,i") = k+]j, i també S(i,S(k +
i, i) =S(L,k+j) =k+]. 0

I ara es mostraran els generadors concau—convexos, la primera part dels quals es cons-
trueix a partir del generador de la t-conorma després d’aplicar la Proposici6 4.4.15, i la
segona part és novament la que correspon en aplicar la Definici6 5.2.22.

Sigui n = 2k i sigui f el generador convex—concau considerat en la proposicié anterior,
f=(0,a1,...,ak, Qxs1,...,02¢) amb

aizzi—]

i=1,...,k
arpi=2-(2%=1)—ax4

Considerem ara el generador f = (0,by,..., by, bxi1,...,b2k) donat per by = ax —ax—i
(Proposici6 4.4.15) i by1i = 2by — by (Definici6 5.2.22),i=1,..., k. Llavors, és

bi =ax—ak
=2k (2kioT)
:Zk_zk—i

i també
biyi =2bx —br 4
=2-(2k—1)—(2k =2}
=2k42t-2
En resum,
bi — zk _ Zkfi ;
brri =2k42t_2
La Taula 18 en mostra els generadors concau—convexos per a diversos valors de k, i la

Figura 22 mostra la representacié per a k = 6 juntament amb la taula de la t-conorma
asssociada; en vermell la part concava i en blau la part convexa.

Proposici6 5.2.31 Els generadors f = (0,a1,...,ak, Qk+1,...,02k) concau—convexos donats
per
k_ 9k—i
a; =2-2 .
t . o i=1,...,k
Qi =2%+2v-2

son associatius.
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f =(0,32,48,56,60,62,63,64,66,70,78,94,126)
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Figura 22. Representaci6 del generador concau—convex sobre L1, construit a partir del generador

de la t-conorma maxim
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generador

(0,1,2)

(0,2,3,4,6)
(0,4,6,7,8,10,14)
(0,8,12,14,15,16,18,22,30)
(

(

(

(

0,16,24,28,30,31,32,34,38,46,62)
0,32,48,56,60,62,63,64,66,70,78,94,126)
0,64,96,112.120,124,126,127,128,130, 134,142,158, 190, 254)
0,128,192,224,240, 248,252,254, 255, 256,258, 262,270, 286,318, 382,510)

NN U A W N =&

Taula 18. Generadors associatius concau—convexos, n parell

DEMoOsTRACIO: Facilment es comprova que ho sén si k < 3. Sigui, per tant, k > 3. Hem de
veure que S(S(i,i'),i”) = S(i,S(i',i")) pera tot 1,/,i” € L.

Comencem vegent que S(1,1) = k+ 1. En efecte, 2a; = 2- (2% —2K~1) = 2k = aqy 4.
Vegem ara que Vj: 2 <j <k, S(1,j) = Zk—2 sij<k—1 . En efecte,
-1 sik—1<j<k

e Si2<j<k—1,tambéésk—j>Tik—12=>k—2 Pertant a; + qj =2k k=T 4ok _
28 =2k 4 28T 2k —j = 2K 42K 2 2k gk s gk g k2 s gk g gkm2 ) =
ark—2 i, també, ay + a; = 2K —2k"T 42k 2k < 2k 4 ok=1 2 =@y 4.

e ajdap_q =2k=2k"T 4ok 2 =2k 2kT_2— qay_q, per la qual cosa S(1,k —
1) =2k—1<S(1,k). I, amés, aj + a =25 =251 42k <« 2k 42k 2 — qy.

Seguidament comprovarem que S(S(1,1),j) = S(1,5(1,j)) peratotj, 2 <j < k.

1. Si2 <j < k—1. Com que S(S(1,1),j) = S(k+1,j), consideram ay;1 + a; = 2* +
2k —2k=J D’una banda, 2% + 2k —2k—7 =2k 4. 2k=T 4 4 2k=J > g, ¢, idelaltra,
2K 42K -2k < ayy. Per altra part, S(1,5(1,j)) = S(1,2k—2); aixi, a1 + a2 = 2% —
2k=1 4y ok 4 pk=2_ 9 — gk 4 pk=1 4 2k=2_ ) Per tant, a1 < a1 +axx_2 < azx.
Aixi doncs, S(S(1,1),j) =S(1,5(1,3)) =2k —1.

2. Sij > k—1.5(5(1,1),k—1) =S(k+1,k—1) = 2kjaque ax 41 +ax_1 =28 +2*k -2 =
aze. 1S(1,8(1,k—1)) = S(1,2k — 1) = 2k perqué aj + az_1 = 2K —2Kk"T 42k 4
21 2 = ayy. I pel creixement de S, S(S(1,1),j) = 2k = S(1,S(1,j)) per a totj > k.

Ja tenim resolts tots els casos del tipus S(1,1,j). Ara anem a analitzar la resta. En primer
lloc comprovem que S(2,2) = 2k — 1. En efecte. 2a; = 2K —2k=2 4 2k — 2k=2 = gk 4 ok=1,
Per tant, arr_1 < 2az < ark.

I ara comprovem que S(S(1,2),2) = S(1,5(2,2)) = 2k i aix0 acabara la demostracio,
doncs els demés casos se satisfaran de forma automatica pel creixement de S. D'una
banda, S(S(1,2),2) = S(2k—2,2), i, per tant, es considera azx_2 + az = 2% + 2k=2_ 24
2k —2k=2 = q;;. De l'altra banda, S(1,5(2,2)) = S(1,2k—1); i com que a; + azx_1 =
2k k=T 4 ok 4 2k=1_ 2 — @, llavors queda demostrat. 0
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Generadors mixtos a partir del generador estandard de la t—conorma maxim, n senar

Sigui k > 2 un enter positiu i sigui n = 2k — 1 i considerem el generador convex—concau
prenent la primera part, la part convexa, el generador de la t-conorma maxim sobre Ly, i
la segona part, la part concava, es construeix d’acord amb la Definicié 5.2.22 i la Proposicié
5.2.28. La taula 19 mostra aquests generadors per a diversos valors de k. En la Figura 23
se’n mostra la representacié quan k = 6.

generador

(0,1,3,4)

(0,1,3,7,9,10)
(0,1,3,7,15,19,21,22)
(0,1,3,7,15,31,39,43,45,46)
(

(

(

(

0,1,3,7,15,31,63,79,87,91,93,94)
0,1,3,7,15,31,63,127,159,175,183,187,189,190)
0,1,3,7,15,31,63,127,255,319,351,367,375,379,381, 382)
0,1,3,7,15,31,63,127,255,511,639,703,735,751,759,763,765,766)

© N U R W N

Taula 19. Generadors associatius convex—concaus, n senar

Aquests generadors son de la forma f = (0, ay,..., ax, ax41,...,a2x) de manera que
a; =2t —1,i=0,...,k. D’acord amb la Definici6 5.2.22,si 1 <j < k—1,

Ak+j = Ok +0ax—1 — ak—1—j
=2k 142k 1 kT g
— 2k—1-j, (zk—k+1+j +2k—1—k+1+]' —1)—1

—2k=1 . 21 4 ) 1) —1
:(3.2j_]).2k*]*5_]

Proposici6 5.2.32 Els generadors convex—concaus, f = (0,ay,..., ax, ax1,..., an) donats per

ai :Zi—1

ax+4j = (3-2j—])'2k717i—]

son associatius.

DEMOSTRACIO: Sigui S = F¢; el que es vol veure és S(S(i,j),1') = S(i,S(j,1')), Vi, i’,j € L.
=2k T,

Com que ayx41 = 2k 4282 _ 1 llavors ayy1 — ap = 252

Aixi doncs, hi ha tres casos a considerar:

, mentre que a, — ax

e Simax{i,i/,j} < k—1 llavors S(S(1,j),1’) = S(i,S(j,1')) = max{i,1’,j} i 'associativitat
es cumpleix.

e Sii,i’ < k—21ij > k, llavors S(S(i,j),i’) = S(i,S(j,1")) = k. El mateix passa si
Li<k—2ii >k

e Sii>k—1ii" >k, 0sii>k—1ij>k,o0osik>k—1ii>kllavors S(S(1,j),1') =
S(1,S(3,1")) = n.

113
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0123456 7 8 921011

f=1(0,1,3,7,15,31,63,79,87,91,93,94)

Fel O01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
oLo0o 1 2 3 4 5 6 7 8 92 10 1
TP 1 1 2 3 4 5 6 7 & 9 11 11
212 2 2 3 4 5 6 7 & 11 11 11
313 3 3 3 4 5 6 7 11 11 12 11
414 4 4 4 4 5 6 11 11 11 12 11
5(5 5 5 5 5 5 11 11 11 11 11 11
6| 6 6 6 6 6 11 11 11 11 11 11 11
V7 7 7 7 11 11 11 11 11 11 11 11
8§/ 8 8 & 11 11 11 11 11 11 11 11 1
202 92 11 11 11 11 11 o1 1111 11 11
10(10 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
{1 11 1 1 o1 11 11 o1 11 11 11 11

Figura 23. Representaci6é del generador convex—concau sobre L7 construit a partir del generador
de la t-conorma maxim
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Com que S és monotona creixent, llavors els demés casos se satisfan trivialment. ]

I ara mostrarem els generadors concau—convexos, la primera part dels quals es construeix
a partir del generador de la t-conorma maxim aplicant la Proposicié 4.4.15, i la segona part
és la que correspon en aplicar la Definici6 5.2.22.

Sigui k > 1 un enter positiu i siguin = 2k —1.Sigui f = (0,a1,...,an), a1 = 2T+
25 i=1,..., kisigui axj = ag+ a1 —ax—1-5,j =1,...,k—1. Llavors, si T <i <k,
Zkfl _ 2k71 —1i

2_1 — 2k o zk—i

ay =

i, particulament, ax_1 = 2% —21i ay = 2¥ — 1. D'altra banda, si 1 <j < k-1,
Qg = 25— 142K -2 — (2K —2k=(k=1=0)) — gk 4 9i+1 3,

A la Taula 20 es mostren els generadors per a diversos valors de k. La Figura 24 mostra
la representaci6 del generador corresponent a k = 6.

generador

(0,2,3,5)

(0,4,6,7,9,13)
(0,8,12,14,15,17,21,29)
(0,16,24,28,30,31,33,37,45,61)
(

(

(

(

0,32,48,56,60,62,63,65,69,77,93,125)
0,64,96,112.120,124,126,127,129,133,141,157,189, 253)

0,128,192,224,240, 248,252,254, 255, 257,261,269, 285,317,381,509)
0,256,384,448,480,496,504,508,510,511,513,517,525,541,573,637,765,1021)

© NN Ul AW N

Taula 20. Generadors associatius concau—convexos, 1 senar

Proposici6 5.2.33 Els generadors concau—convexos, f = (0, ar,...,ax, Qk+1,...,0n),

ai :Zk_zkfi ;
Ax+j = Zk +2j+1 -3

son associatius.

DeEMOSTRACIO: Observem en primer lloc que si k < 3 llavors es pot comprovar facilment
que ho sén.

D’ara en endavant se suposara, per tant, k > 3. Hem de veure que S(S(i,i'),i"”) =
S(i,S(i’,1")) per a tot i,1/,1” € L. Vegem les claus de la demostraci6 (sense calculs) en 4
passes.

1. Es comprova que S(1,1) =k.

n—2 sij<k—2

2. Es comprova que Vj: 1<j <k, S(1,j) =
n—1 sik—1<j<k
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130
120
110
100
90
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70 b . .
60 +--------- °
50

40

_ 1l -9

30

20

10

o

f=1(0,32,48,56,60,62,63,65,69,77,93,125)

-
-+

12 3 4 5 6 7 & 9 10 1
12 3 4 5 6 7 & 9 10 1
6 9 9 92 10 10 10 10 10 11 M
9
9

10 10 10 10 10 10 10 11 11 M
10 10 10 10 10 10 11 11 12 11
9 10 10 10 10 10 11 11 11 12 11
10 10 10 10 11 11 11 11 11 M
10 10 10 10 11 11 11 11 11 11 11
10 10 10 11 11 11 11 11 11 11 1N
10 10 11 11 11 11 11 11 11 11 1N
0 11 11 11 11 11 11 11 11 11 N
1 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
1m 11 11 11 11 11 111 11 11 N

— O 0 0 N O U~ W N = O
— O 0 0 N O U A W N = OO0
—_

o

—_
—_ =

Figura 24. Representacié del generador concau—-convex sobre L1 construit a partir del generador
de la t-conorma maxim
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1,1), ) S(1,5(1,j)) =n—1.Encanvi, si k—1 < j < k llavors
j)) =
4. S(2,2) =n—1, d’on es dedueix que S(S(1,2),1) =S(S(1,1),2) =S5(1,5(1,2)) =n

3. Sij < k—2llavors S(S(
S(8(1,1),3) = S(1,5(1,j

Per tant, la resta de casos se satisfan trivialment. O

5.2.4 Generadors mixtos a partir del generador estandard de la t—conorma drastica

En aquesta secci6 es mostraran generadors mixtos construits a partir del generador es-
tandard de la t-conorma drastica (vegi’s Proposici6 3.1.10). Aquest generador és concau
(Exemple 4.4.3), fet que permet construir els generadors concau—convexos directament, a
partir de la Definici6 5.2.22; en canvi, la construcci6é dels generadors convex-concaus es fa
transformant previament aquest generador en un generador concau (Proposicié 4.4.15). A
diferencia dels anteriors, pero, d’aquests generadors sobre L,, només els concaus-convexos
son associatius, mentre que els convex-concaus no ho sén exceptuant algun cas trivial.

Per mor de la diferenciaci6 en la definici6 de generador mixt, novament es distingiran
dos casos, segons si n és parell o senar.

Generadors mixtos a partir del generador estandard de la t—conorma drastica, n parell

Sigui n = 2k, per algun k > 2 enter positiu, i considerem el generador (mixt) concau—convex
construit prenent la primera part, la part concava, el generador de la t-conorma drastica
sobre Ly, d’acord amb la Definici6 5.2.22 i la Proposicié 5.2.24. La Taula 21 mostra aquests
generadors per a diversos valors de k. En la Figura 25 hi ha representat un d’aquests
generadors i la taula corresponent.

generador

(0,1,2,3,4)

(0,2,3,4,5,6,8)
(0,3,4,5,6,7,8,9,12)
(0,4,5,6,7,8,9,10,11,12,16)
(

(

(

0,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15, 20)
0,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18, 24)
0,7,89,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20, 21, 28)

o NN U AW

Taula 21. Generadors associatius concau—convexos a partir del generadors de la t-conorma drastica,
n parell

Proposici6 5.2.34 Els generadors f = (0, aq, ..., ax, Qx41,...,a2x) de la taula 21 sén concau—
convexos i vénen donats per

@ — k—2+1 sil<i<n
' 4k —4 siit=mn,
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20 fmmmmmm e *
18 1 ‘
.l Fel 01234567 8 910112
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ° | 0| 01 23 45 6 7 8 9101112
14 femmmmmmm oo . 101 6 7 8 921011 111111111212
**************** . 202 7 8 91011 111111 111212 12
SN IR B I 3038 91011 111111 111212 12 12
10 f---mnnnnmennn R 401 4 910111111 11 11 12 12 12 12 12
*********** ® 50 510111111 11 11 12 12 12 12 12 12
I S I 6| 611 111111 1112 1212 12 12 12 12
61--—¢ 1 bt 707111121212 121212 12 12
AR 8| 8111111 12121212121212 12 12
AL 9 9111112121212 1212121212 12
SRR 1010 11 1212 12 1212 1212 12 12 12 12
11112121212 1212 1212 12 12 12 12
OO 1201212121212 1212 12 12112 12 12 12

Figura 25. Representacié del generador concau—convex sobre L1;, associatiu, construit a partir del
generador estandard de la t-conorma drastica, f = (0,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,20)

i 'operacié binaria que genera cada un d’ells és

k—24+1i4j sii+j<k
Fe(ij)=¢ n—1 sik+1<i4+j<2k (5.5)
n sii+ij =2k,

DeMosTRACIO: Considerem n = 2k.
En primer lloc, el generador de la t-conorma drastica sobre Ly és (0, k —1,k,...,2k —2).
D’acord amb la Definici6 5.2.22, a, =2ax =4k—4i,amés, Vr: 1 <r <Kk,

Qk4r =an —ax—y =4k —4—(k—2+k—71) =k —2+ (k+7).

A més, la Proposicio 5.2.24 estableix que un generador construit aixi és concau—convex.
En segon lloc, siguin 1,j € Ly.

e Sii+j<kaj+ay=(k—2+1)+(k—24+j)=k+2+(k—=2+1+]j) =ax—2+4i+j-
e D’una banda,
ait+ay=an_1 <<= 2k—4+i+j=3k-3 <= i+j=k+1.
D’altra banda,
aitaj<an<=2k—-4+it+j<4k—-4 <= 1i+j <2k

Per tant, si k +1 <i+4j < 2k llavors an—1 < ai + a5 < an.
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* Sii+j = 2k amb mini,j > 1, llavors a; + a; = 4k —4 = an. En canvi, si és
min{i,j} = 0 llavors ap + an = an. Per tant, per a tot i,j, i+j > 2k, tenim que
an < aq + qj. ]

Proposici6 5.2.35 Els generadors f = (0,a1,...,ax, Qk+1,...,02k) concau—convexos donats
per

@ — k—241 sil<i<n
' 4k —4 siit=n

son associatius.
DemosTrACIO: Només cal provar que per a tot i,i/,i"” > 0,

sii+i/ +1” <k+1

—1
Fe(Fe(i,),1") = Fe(i, Fe(i, i) =<4 e
n siit+i +1" >k +1

doncs si min{i,i’,i”} = 0 llavors F¢(F¢(i,1'),1") = F¢(i, F¢(1/,1”)) trivialment. Es distingiran
tres casos, que s’estudien a continuacié. En alguns d’ells s’utilitzaran el fet F¢(i,j) > 1+,
que es dedueix de la proposicié anterior, i la condici6 (5.5).

EN EL CAS i+1/ +1” <k+1, com que i+1i’ <k,
Fe(Fe(i,i),1") =Fe(k—2+14+1,i") =n—1
perqué k+1 < k—2+1i+1i’ +1” < 2k. De forma similar, com que i’ +1” <k,

Ff(Ff(i/i/)/i”) - Ff(k_2+1+l,,1”) =n-—1.

EN EL CAS i+1 +1” > 2k, com que F¢(i,j) > 1 +j, llavors
Fe(Fe(i,i),17) > Fe(i+117) > 14 +1" 2n

i, també,
Fe(i, Fe(i,17) > FeL i/ +17) 2 i4i +1" >n

EN EL CAS k+ 1 <i+1'+1" <2k, es distingeixen quatre subcasos:
e Sii+i' <k i'+1”" <k comquek—2+1i+1i'4+1i"” > 2k —1, llavors tenim que
Fe(i, Fe(i,17)) = F¢(i, k—2+1' +1i"”) = n i, de forma similar, F¢(F¢(i,1/),1")) =
Fe(k—24+1+1,1")=n.
e Siit+i <k i'+1” > k, llavors Ff(i F¢(1,1")) = F¢(i,n—1) = n i, com que
k—2+1i+1+1" > 2k, F¢(F¢(1,1'),1")) = F¢(k—2+1i+1,i") =n.

e Sii+i’' >k, i +1i" <k, aquest cas és simetric a l’anterior.

e Sii+i’ >k, i'4+1” > k, llavors tenim que F¢(i, F¢(i’,i"”)) = F¢(in—1) =ni
Fe(Fe(1,1),1") = F¢(n—1,i") =n.

I ara es mostraran els generadors convex—concaus sobre L,,, amb n = 2k per algun
k > 2 enter positiu, la primera part dels quals es construeix a partir del generador de la
t—conorma drastica aplicant la Proposici6 4.4.15, i la segona part és la que correspon en
aplicar la Definici6 5.2.22. Aquests generadors no sén associatius llevat d"un. La Taula 22
en mostra els generadors convex—concaus per a diversos valors de k, i la Figura 26 mostra
la representaci6 per a k = 6 juntament amb la taula de la t-conorma asssociada.
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generador

(0,1,2,3,4) — Només aquest és associatiu.
(0,1,2,4,6,7,8)

0,1,2,3,6,9,10,11,12)
(0,1,2,3,4,8,12,13,14,15,16)
(0,1,2,3,4,5,10,15,16,17,18,19,20)
(0,1,2,3,4,5,6,12,18,19,20,21,22,23,24)
(0,1,2,3,4,5,6,7,14,21,22,23,24,25,26,27,28)

o NN U R W N

Taula 22. Generadors no associatius convex—concaus, no associatius, a partir del generadors de la
t—conorma drastica, n parell

Aquests generadors séon f = (0,ay, ..., ak, Qk41,...,02k) 1

i sil<i<k

ai=4¢ 2k—2  sii=k

2k—44+1 sii>k

20 f--mmmmm oo *

—————————————————————————— oi

18 o .
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Figura 26. Representaci6 del generador convex—concau sobre L;, no associatiu, construit a partir del
generador estandard de la t-conorma drastica, f = (0,1,2,3,4,5,10,15,16,17,18,19,20)

Observem que la disjuncié obtinguda no és associativa: F¢(F¢(1,4),5) = F¢(5,5) = 6 mentre
que F¢(1,F¢(4,5)) = F¢(1,5) =5.
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Proposici6 5.2.36 Els generadors f = (0, aq, ..., ax, Qk+1,. .., a2x) convex—concaus donats per
i sil<i<k
ay =4 2k—2 sii=k
2k—44+1 sii>k
no sén associatius Vk > 2.
DeEmosTRACIO: Sik = 2, és clarament associatiu. En canvi, si k > 2, d’una banda S(1,S(k —

1,k—1)) =S(1,k+1) = k+ 2 mentre que, de l'altra, S(S(1,k—1),k—1) =S(k—1,k—1)
k+1.

oo

Generadors mixtos a partir del generador estandard de la t—conorma drastica, n senar

Sigui n = 2k — 1, per algun k > 2 enter positiu, i considerem el generador (mixt) concau—
convex la primera part (concava) del qual és el generador de la t-conorma drastica sobre Ly,
ila segona part es construeix d’acord amb la Definici6 5.2.22. Efectivament, per la Proposicié
5.2.28 aquest generador és concau—convex. La Taula 23 mostra aquests generadors per a
diversos valors de k. En la Figura 27 hi ha representat un d’aquests generadors i la taula
corresponent.

generador

(0,1,2,3)

(0,2,3,4,5,7)
(0,3,4,5,6,7,8,11)
(0,4,5,6,7,8,9,10,11,15)
(0,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,19)
(

(

(

0,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,23)
0,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20, 27)
0,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20, 21,22,23,31)

© 0 NN Ul AW N

Taula 23. Generadors associatius concau-convexos a partir del generadors de la t-conorma drastica,
M senar

Proposici6 5.2.37 Els generadors f = (0, ay,...,ax, ax41,...,an) in =2k —1de la taula 23
son concau—convexos i vénen donats per

k=241 siT<icn
h 4k—5 sii=n,

i 'operacié binaria que genera cada un d’ells és
k—2+1i+j sii+j<k
Fe(i,j) =49 n—1 sik<i+j<2k—1 (5.6)
n sii+j>2k—1,
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Figura 27. Representacié del generador concau—convex sobre L1, associatiu, construit a partir del
generador estandard de la t-conorma drastica, f = (0,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,19)

DemosTrACIO: Considerem n =2k — 1.
En primer lloc, el generador de la t-conorma drastica sobre Ly és (0, k —1,k,...,2k —2).
D’acord amb la Definici6 5.2.22, an, = ax +ax_1 =4k—5i,amés, Vr: 1 <r <k,

Qgir =0an—ag_1-r=4k—-5—(k—24+k—1—7)=k—2+4+ (k+71).

A més, la Proposicio 5.2.28 estableix que un generador construit aixi és concau—convex.
En segon lloc, siguin 1,j € L.

e Sii+j<k ai+ay=(k—2+1)+(k—24+j)=k+2+(k—2+1+]j) =ax—2+4i+j-
e D’una banda,
ai+a;=an 7<= 2k—4+i+j=3k—-4<=i+j=k
D’altra banda,
aitaj<an<=2k—4+i+j<dk-51+j<2k+1.
Per tant, sik+1 <i+j < 2k+11llavors an—1 < ai+aj < an.

* Sii4+j = 2k amb mini,j > 1, llavors a; +a; = 4k —5 = an. En canvi, si és
min{i,j} = 0 llavors ap + an = an. Per tant, per a tot 1,j, i+j > 2k — 1, tenim
quean < ai + qj. U
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Proposici6 5.2.38 Els generadors f = (0,a1,...,ax, Qx41,...,0n) i 1 = 2k — 1, concau—
convexos donats per

k=24t siT<icn
' 4k—5 sii=n,

son associatius.
DeMoOsTRACIO: Només cal provar que per a tot i,i/,i"” > 0,

n—1 sii+i'+i”" <k+1

Fe(Fe(i,i),1") = Fe(L, Fe(i',17)) = e
n sii+i' +1" >k+1

doncs si min{i,i’,i”} = 0 llavors F¢(F¢(i,1'),1") = F¢(i, F¢(1/,1”)) trivialment. Es distingiran
tres casos, que s’estudien a continuacié. En alguns d’ells s’utilitzaran el fet F¢(i,j) > 1+,
que es dedueix de la proposicié anterior, i la condici6 (5.6).

EN EL CcAS i+1/ 41" <k, comquei+i’ <k-—T,
Ff(Ff(i,i/),iH) :Ff(k—Z—i—i—l—i’,i“) =n-—1
perqué k+1 < k—2+i+1'4+1"” < 2k — 1. De forma similar, com que i’ +1” <k—1,

Fe(i, Fe(i i) = Fe(i, k—2+1 +i") =n—1.

EN EL cAs i+i'+1” >2k—1, com que F¢(i,j) > 1+, llavors
Fe(Fe(i,1),i1") =2 Fe(i+1,1") 2 i+1" 41" 2n

i, també,
Fe(i, Fe(i,17) 2 Fe(L, " +1") 2 i+ +1" =2 n.

EN EL cAs k+1<i+1'+1i” <2k —1, distingim quatre subcasos:

e Sii+i’ < kii'+1i”" <k com que k—2+1i+1i"+1” > 2k —1, llavors
Fe(i, F¢(i,1”)) = F¢(i, k—2+1" +1”) = n. De forma similar, F¢(F¢(i,1’),1")) =
Fe(k—2+1+1,1") =n.

e Sii+i" <k i/ +1” > k, llavors F¢(i, F¢(i/,1”)) = F¢(i,n—1) = n i com que
k—2+i+1+1">2k -1,

Fe(Fe(4,i),1") = Fe(k—2+1+1i/,i") =n.

* Sii41i’ >k, i’ +1” <k, aquest cas és simetric a ’anterior.

e Sii+i' >k, i’ +1i” >k, llavors d’una banda F¢(i, F¢(i’,i”)) = F¢(i,n—1) =n i,
d’altra banda, F¢(F¢(i,1’),1”)) = Ff(n—1,i") =n. O

I finalment es mostraran els generadors convex—concaus sobre L, amb n = 2k — 1 per
algun k > 2 enter positiu, la primera part dels quals es construeix a partir del generador de
la t-conorma drastica aplicant la Proposici6 4.4.15, i la segona part és la que correspon en
aplicar la Definici6 5.2.22. Aquests generadors no sén associatius llevat d'un. La Taula 24
en mostra els generadors convex—concaus per a diversos valors de k, i la Figura 28 mostra
la representacié per a k = 6 juntament amb la taula de la t-conorma asssociada.
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generador

(0,1,2,3) — Només aquest és associatiu.
(0,1,2,4,5,6)
(0,1,2,3,6,7,8,9)
(0,1,2,3,4,8,9,10,11,12)
(0,1,2,3,4,5,10,11,12,13,14,15)
(0,1,2,3,4,5,6,12,13,14,15,16,17,18)
(0,1,2,3,4,5,6,7,14,15,16,17,18,19,20, 21)
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,16,17,18,19,20,21,22,23,24)

NI TN TN IS, TN SR NS I

Taula 24. Generadors no associatius convex—concaus, n senar

Aquests generadors s6n

i sil<i<k-—T
ay =
k—241 sii>k
16 | Fe|l 01 23 456 7 8 91011
************************** ° 0| 01 23 4567 8 91011
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Figura 28. Representacié del generador convex—concau sobre Ly, no associatiu, construit a partir del
generador estandard de la t-conorma drastica, f = (0,1,2,3,4,5,10,11,12,13,14,15)

Observem que la disjuncié obtinguda no és associativa: F¢(F¢(1,4),5) = F¢(5,5) = 6 mentre
que F¢(1,F¢(4,5)) = F¢(1,5) =5.

Proposici6 5.2.39 Els generadors f = (0,ay,..., ax, Qx41,...,a2x) convex—concaus donats per
i sil<i<k-—1
ai = ..
k—2+1 sii>k

no sén associatius Yk > 2.
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DeEMOSTRACIO: Si k = 2, és clarament associatiu. En canvi, si k > 3, d’'una banda S(1,S(k —
1,k—1)) = S(1,k) = k+ 1 mentre que, de 'altra, S(S(1,k—1),k—1) =S(k—1,k—1) =k[]

5.2.5 Generadors mixtos a partir de generadors de la t—conorma de Lukasiewicz

En aquesta secci6é es mostraran alguns generadors mixtos construits a partir de diversos
generadors de la t-conorma de Lukasiewicz. Aquesta t-conorma pot ser additivament gen-
erada, entre d’altres, per generadors concaus i convexos, tal com es remarca en I'Observacié

4.4.14.

Proposici6 5.2.40 Sigui f =(0,d,2d,...,kd), d > O, un generador de Sy sobre Ly. Aleshores el
generador mixt sobre Ly, n = 2k — 1 o n = 2k, obtingut a partir de f és (0, d, 2d,...,nd).

DEMOSTRACIO: La demostracié és immediata aplicant la Definici6 5.2.22. O

Per tant, el generador mixt construit a partir del generador estandard de la t-conorma
de Lukasiewicz sobre Ly, f = (0,1,...,k), és el generador estandard de la t-conorma de
Lukasiewicz sobre L, g = (0,1,...,n).

Vegem a continuacié com sén els generadors concau-convexos construits a partir dels
generadors concaus de la t-conorma de Lukasiewicz que es mostren en 1’Observaci6 4.4.14:

f=(0,q,a+d,a+2d,...,a+ (k—2)d, ay),

ambd>0,|§] =1i2a+(k—3)d+1 < ax < a+ (k—1)d. Novament es distingiran els
casos n senar i n parell.

Generadors mixtos a partir de generadors de la t—conorma de Lukasiewicz, n senar

Sigui n = 2k — 1, per algun k > 2 enter positiu.

Proposici6 5.2.41 Sigui f = (0,a,a+d, a+2d,...,a+ (k—2)d, ax) amb |§] = 1i2a+
(k—=3)d+1 < ax < a+ (k—1)d. Aleshores el generador concau—convex mixt corresponent és

g=(0aa+d,...,a+(k=2)d,ax,ax+d,...,ax+ (k—2)d, ax + a+ (k—2)d),

an-—1 an

un generador de Sg.

DEMOSTRACIO: A partir de f i d’acord amb la Definici6 5.2.22, el generador g és el generador
mixt corresponent. Vegem que és un generador de la t-conorma de Lukasiewicz. Tal i com
s’indica en la Proposici6 3.1.9, hem de veure que:

1. Qi4j < ai+0a5 < ajqj41 semprequei+j<n
2. an < ai +aj sempre que i+j > n.

La segona condicié és immediata per ser g un generador mixt. Vegem 1. Si i+j < k
llavors a; + a; = 2a+ (i+j—2)d i com que d < a < 2d llavors se satisfa que ai;j <
ai + a5 < Qiyj41- Siit+j=k ax <a+(k—1)d <2a+(k—2)d < 2a+(k—2)d+1 <
| S
ai+a;j

2a+ (k—=3)d+1+d<ax+d=axy1.Sik<i+j<n,ambi<j, distingim dos subcasos:
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* Sii<j <k, llavors a; +a; = 2a+ (i+j—2)d mentre que aij = ax + (i+j—k)d.

Per tant,
aiyj = ar+ (i+j—k)d
< a+(k=T)d+(i+j—k)d
= a+(i+j—1)d
< 2a+(i+j—2)d (perque a > d)
= ai+aj,
mentre que,
ai+a; = 2a+(i+j—2)d

2a+ (k=3)d+1+(i+j—k+1)d

(
2a+ (k—=3)d+ (i+j—k+1)d
(
ar+(1+j—k+1)d,

N A

donsii+j<n—Tlavorsa;+a; <ax+(i+j—k+1)d=ajfjp1,isii+j=n—1
lavors a; +a; < ax+(i+j—k+1)d=ax+(k—1)d < ax+a+ (k—2)d = an.

e Sii<k<j llavors a; = a+(i—1)d, aj = ax + (j—k)d i aiyj = ax + (i+j—k)d.
Com que a > d llavors és immediat veure que a;i;; < a; +a;. Ara, sii+j<n—1
llavors, com que a < 2d, aj+aj =ax +a+(i+j—k—Td<ax+(i+j—k+1)d=
Qit+j+1, mentre quesii+j=n—-1,ai+a =ax+a+(i+j—k—-1)d=ax+a+
(k—3)d < an. O

Generadors mixtos a partir de generadors de la t—conorma de Lukasiewicz, n parell

Sigui n = 2k, per algun k > 2 enter positiu. A diferéncia del cas n senar, el generador
mixt construit a partir de (0,a,a+d,a+2d,...,a+ (k—2)d,ax),amb |§| =Ti2a+ (k—
3)d+1 < ax < a+ (k—T1)d no és sempre un generador de la t—conorma de Lukasiewicz.
A continuaci6 s’estudiaran aquests tipus de generadors mixts.

Proposici6 5.2.42 Sigui f = (O, aa+d,a+2d,...,a+ (k— 1)d) amb | g] = 1. Aleshores el
generador concau—convex mixt corresponent és

g= (0,a,a+d,a—|—2d,...,a—|—(n—Z)d,Za—l—(n—Z)d),

An-1 an

un generador de Sy.

DEMOSTRACIO: Es demostrara en primer lloc que el generador mixt és el que s’indica. De la
Definici6 5.2.22 s’extreu que an = 2ax = 2(a+ (k—1)d) =2a+ (n—2)d. A més, per a tot
r1<r<k agir=an—ax_r=2a+(n—2)d— (a+ (k—1— 1)d) =a+ (k+r—1)d. En
segon lloc es demostrara que el generador obtingut és el de S;. D’acord amb la Proposicié
3.1.9idel fetque a,a+d,a+2d,...,a+ (n—2)d és una progressié aritmetica de diferencia
d, llavors només ens caldria provar que a; + a; = a,, per a toti,j, i+j =n, perd aixo és
satisfa per ser g un generador mixt. O
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Proposici6 5.2.43 Sigui (0,a,a+d,a+2d,...,a+ (k—2)d,ax), amb [§] =1ia+ (k—
2)d+ [§] +1 < ax < a+ (k—1)d. Aleshores el generador concau—convex mixt corresponent és
un generador de la t—conorma Sg.

DEMOSTRACIO: Suposem a parell, sigui dx de manera que § +1 < di < d,isigui ax =
a+ (k—2)d + di. Vegem que el generador (O, aa+d,...,a+ (k— Z)d ax,ax — (a+ (k—
2)d),.. .,Zak) satisfa que ai+j < ai +a; < ajyj+1 peratoti,j €L, i1+j <mn,ijahaurem
acabat. Distingirem tres casos:

® Siguini,j: 1 <1<j <k, i+j<k—1.Enaquest cas, esta demostrat en la secci6 4.3
que aij < a4 —|— a; < Qitjri-

¢ Siguini,j: 1 <1 <j <k i+j = k—1. D'una part, com que d < a, és clar que
a1 <a1—|—a] Delaltrapart ai+aj=2a+(k—-3)d=a+(k-2)d+5—d < ax.

¢ Siguin ,j: 1 <1 <j < k, i+j = k. D'una part, a; +ax—i = 2a+ (k—2)d >
a+(k—2)d+d > a+ (k—2)d+ dx = ax, mentre que, per l'altra part, ax1 =
2a —ag—1 = a+(k—=2)d+2dx > a+(k—2)d+2($+1) =2a+(k—2)d+2 >
2a+(k—2)d:ai+aj.

¢ Siguini,j: 1 <i<j <k k<i+j<n. Llavors aiy; —Zak—(a+(2k—1—)—1 )
2a+2(k— Z)d—I—de— —(2k—i—j—1)d=a+(i+j—3)d+2dx < a+(i+j—1)d
2a+ (i+j—2)d = ay + aj, i també, com que 2dy > a+2, aj+j+1 = 2ax — (a—i— (2k
i—j—2)d) =a+(i+j—2)d+2dx 2 2a+(i+j—2)d+2> a; + qj.

/AN

¢ Siguini,j: 1 <i<k <j, k<i+j<n. Llavors a1+]f2ak—(a+(2k—1—)—1)d)
1d—|—2ak—(a+(2k—)—1)d) <a+(i—-Td+2ax—(a+2k—j—1)d) =ai+aj, i
també, com que 2d > a, ai4j41 = 2ax — (a—|— 2k —1i—j —Z)d) =({i+1)d+2ax —
(a+(2k—j—1)d) > a+ (i—1)d+2ax — (a+ (2Zk—j—1)d) = a; + q;.

La resta de casos, o bé son trivials (min{i,j} = 0), o bé i+j > n i, per tant, a; + a; >
ai + an_i = an.
El cas amb a senar és molt similar a aquest. ]

Proposici6 5.2.44 Sigui (0,a,a+d, a+2d,...,a+ (k—2)d,ax), amb ] =1i2a+ (k—
3)d+1 < ax < a+ (k—1)d. El generador mixt corresponent és un generador de la t—conorma
Sy si,inomés si, ay = a+(k—2)d+ | 5] +1

DEMOSTRACIO: D'una banda, si el generador mixt corresponent, diguem-li g, és un gen-
erador de S, llavors Fg(1,k—1) =k, és a dir, aj + ax—1 < ax41, ésadir, 2a+ (k—2)d <
2ax — (a—|— (k—Z)d). Llavors ay > 37“ + (k—2)d. Per tant, si a és parell ag > 3“ +(k—2)d,
mentre que si a és senar, ay > % +(k—=2)d=a+ (k—2)d+ [ 5 L4, En qualsevol
cas, ax > a+ (k—2)d+ 5]+ 1ija ho tenim demostrat.

De l'altra banda, el reciproc queda demostrat aplicant la proposicié anterior.

Exemple 5.2.45 Si prenem a = 15, d = 101 k = 7, llavors ha de ser 71 < ay < 75, per tant

tenim 5 generadors mixtos possibles:
12

—
f1 =1(0,15,25,35,45,55,65,71,77,87,97,107,117,127,142)
14

——
f2 =(0,15,25,35,45,55,65,72,79,89,99,109,119,129,144)
16

—
f3 =(0,15,25,35,45,55,65,73,81,91,101,111,121,131, 146)
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18

—
f4 =(0,15,25,35,45,55,65,74,83,93,103,113,123,133, 148)
20

—
fs = (0,15,25,35,45,55,65,75,85,95,105,115,125,135, 150)

D’aquests, els generadors f3, f4 i f5 generen la t—conorma de Lukasiewicz (sobre L14) mentre
que tant f1 com f, generen una altra t—conorma (la mateixa) que pot veure’s en la Taula 25. Tots
aquests generadors sén associatius.

F¢l O01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
oo 1 2 3 4 5 6 7 8 92 10 11 12 13 14
111 2 3 4 5 6 8 8 9 10 11 12 13 14 14
212 3 4 5 6 8 9 9 10 11 12 13 14 14 14
3073 4 5 6 8 92 10 10 11 12 13 14 14 14 14
414 5 6 8 9 10 11 11 12 13 14 14 14 14 14
505 6 & 9 10 11 12 12 13 14 14 14 14 14 14
6| 6 & 9 10 11 12 13 13 14 14 14 14 14 14 14
77 & 9 10 11 12 13 14 14 14 14 14 14 14 14
8 8 9 10 11 12 13 14 14 14 14 14 14 14 14 14
21 9 10 11 12 13 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14

10110 11 12 13 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14

1111 12 13 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14

12112 13 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14

13(13 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14

14114 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14

Taula 25. T-conorma generada a partir de f1 i f,



RESUM EXTENS, CONCLUSIONS I TREBALL FUTUR

6.1 RESUM EXTENS

La idea de representar operacions binaries utilitzant funcions d’una sola variable i la
seva inversa consisteix en, donada una operaci6é binaria F, determinar una funci6 f :
Dom f — [0, +0c] de manera que F(x,y) = (=1 (f(x) + f(y)). La funci6 f(~!) s’anomena la
pseudoinversa de la funci6 f, i la seva definici6 difereix segons si f és creixent o decreixent,
tot i que fV(y) =fT(y) Yy € Ran f.

El resum que es presenta a continuacié fa referéencia només a aquells capitols que
contenen les aportacions originals d’aquest treball.

Capitol 3: Generacié additiva de funcions d’agregacio disjuntives discretes

En el cas discret, la pseudoinversa pot definir-se de dues formes diferents, una de les
quals només permet generar operacions arquimedianes, tal com ocorre en el cas continu,
mentre que l'altra permet generar, a més, operacions no arquimedianes. S’ha utilitzat,
doncs, aquesta segona definicié:

f[_”(t) _ max{ieL; f(i) <t} sif(0)=0
minfie L; f(i) <t} sif(n)=0

Les funcions monotones estrictes f sobre L, amb f(0) = 0 o f(n) = 0, determinen,

mitjangant I'equaci6
Feli,§) = £71 (£(0) + £(9))

disjuncions i conjuncions, respectivament. Una disjunci6 sobre L és una operacié binaria
commutativa, creixent en cada variable i amb les mateixes condicions frontera que les
t—conormes. Les disjuncions poden no ser associatives i sébn un cas més general que les
t—conormes. El mateix passa amb les conjuncions i les t-normes.

Sobre els elements del conjunt Ran f, la pseudoinversa, f (=1) ¢s la inversa natural, f';
és per aix0 que en el cas que Ran f sigui tancat per la suma, 'operacié binaria F¢ esdevé
associativa:

Fe(Fe(i,i), k) = Fe(4, Fel(3, %) = FOV (FA) + £(5) + (k) Vi j ke L.

Quan Ran f no sigui tancat per la suma, 1’associativitat de les disjuncions i conjuncions
F¢ sera un aspecte a estudiar en cada moment.

Les t—conormes (i t-normes) més usades, maxim (minim), drastica i de Lukasiewicz,
tenen generador additiu. Aixo ja diferencia el cas discret del cas continu, doncs en el cas
[0, 1] la t-conorma maxim (d’entre aquestes) no en té.

La generaci6 additiva definida en aquest treball satisfa diverses propietats, de les quals
se n’extreuen els segiients resultats generals:
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1. Si una disjuncié (respectivament conjuncié) és additivament generable llavors la seva
conjunci6 (respectivament disjuncié) dual també ho és. A més, es mostra com obtenir
el generador d'una a partir de l'altra.

2. Els generadors f i Af amb A > 0 determinen la mateixa operacié binaria: F¢ = Fj¢.

3. Els generadors soén llistes estrictament creixents amb f(0) = 0) (o estrictament de-
creixents amb f(n) = 0) de nombres reals. No obstant aixo, donat un generador (real)
es pot obtenir un altre generador equivalent amb valors enters (Ran f C Z).

4. Les disjuncions additivament generables sobre L = {0,1,...,n} i les t-conormes
continues i arquimedianes no estrictes sobre [0, n] estan relacionades: “Una disjuncié
D sobre L és additivament generable si, i només si, és la part entera per defecte
d’alguna t-conorma S sobre [0, n], continua i arquimediana no estricta:

D(Lj) = [S(,j)] Vijel

5. Les funcions monotones estrictes f sobre L, amb f(0) = 1 o f(n) = 1, determinen,
mitjancant l'equaci6 F§(i,j) = f (=1) (f (i)-f (j)), disjuncions i conjuncions, respectiva-
ment. Es el que s’anomenen generadors multiplicatius. Hi ha una correspondéncia
biunivoca entre els generadors (reals) additius i multiplicatius; les funcions (reals)
exponencial i logaritmica permeten obtenir un generador multiplicatiu a partir d’un
d’additiu, i viceversa, respectivament.

Determinar si una disjuncié és additivament generable és un dels problemes que s’ha
resolt en aquest treball. D’entrada, saber si una disjunci6 és additivament generable o no
és un problema semidecidible. S’agafa una disjunci6 i s’hi aplica un algorisme de cerca
per mirar de trobar algun generador additiu; si se’n troba, la disjunci6 és additivament
generable i s’obté, de passada, el generador en qiiesti6. Perd mentre no se’n troba cap
no es pot saber si és additivament generable o no. Un exemple d’algorisme de cerca és
el segtient (utilitzat per nosaltres juntament amb l'algorisme Gamma, com pot veure’s a
I’annex corresponent):

P1 S’inicia una llista f = (ap, a1,...,an) amb a; = 1i.
P2 SiF¢ = D llavors f és un generador additiu de D i hem acabat; sind, anar a P3.

P3 Siguik =min{ie L; i<n, ai +1 < aiy1} si aquest conjunt no és buit; sind, k = n. Anar
a Py.

P4 Incrementam ay en una unitat. Fem a; = i per a tot i < k. Anar a P2.

Per altra banda, 'existéncia d"un generador additiu f = (0, ay, ..., an) d'una disjuncié
D ve determinada per la compatibilitat d’un sistema d’inequacions extret de cada un dels
valors de 'operaci6 binaria:

e Sik<mn,D(i,j) =ksi, inoméssi, ax < ai +aj < ay1.

* En canvi, D(i,j) = n si, i només si, a, < a; + aj.

“" _rm

Observem que si k < n, tenim dues desigualtats, una debil “<” i una estricta “<”, mentre
que si k = n només n’hi ha una (debil). Quan en comptes de considerar tots els punts
(i,j) de L? per a construir el sistema d’inequacions, s’utilitzen, per a cadak =1,...,n,
nomsés els minimals i maximals de les diferents regions Ay de 1'operacié binaria, Ay =
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{(i,j) € L? ;1 <j,D(i,j) = k}, llavors s’obté un sistema d’inequacions independents entre si,
de manera que la satisfaccié d’algunes d’elles no n'impliqui la satisfacci6 de cap altra.

Per aixo0 s’estudia la generacié additiva d’una disjunci6 en termes de la compatibilitat
d’un sistema d’inequacions lineals

A1Xy; <0
AxX; <0,

estrictes i debils; aquests sistemes tenen soluci6 si, i només si, qualsevol solucié del sistema

d’equacions lineals
Aq
A'YY=0, onA =
ona= ()

té les primeres components iguals a zero (tantes com inequacions estrictes). En el cas
que ens ocupa, aquesta condicié equival a determinar si una serie de vectors, {s1,...,8p}
pertanyen al con convex polihédric (d’ara en endavant ccp) (—s1,...,—Sp, ..., —Sm)+-

De la teoria de convexitat, el problema de pertinenga dun conjunt de vectors a un
ccp es redueix a comprovar si uns determinats productes escalars de cada un d’aquests
vectors amb els generadors del ccp dual sén no—positius. Aquests generadors s’obtenen
mitjangant l'algorisme Gamma aplicant-lo sobre els generadors del ccp inicial, en el nostre
cas, {—S1,...,—Sp, ..., —SmJ).

No obstant aix0, per la naturalesa del sistema d’inequacions que s’obté del nostre
problema, la generacié additiva d"una disjuncié es redueix a determinar si el con inicial,
(—S1,...,—Sp,...,—Sm)+ recobreix tot I'espai R™™™ o no; és a dir, si el ccp dual del

m—n
——
con (s1,...,Sp,...,Sm)+ corresponent conté tinicament el vector (0, ...,0). Aixi doncs, es
procedeix de la manera segtient:

P1 Obtenir els elements minimals i maximals de cada regid i determinar un sistema d’inequacions,
algunes estrictes (maximals) o altres debils (minimals).

P2 Determinar els generadors, {s1, ..., sm} del ccp corresponent.
P3 Determinar, fent is de I'algorisme Gamma, els generadors del con dual.

P4 Comprovar si el con dual és trivial o no, decidint al mateix temps si la disjuncio inicial és
additivament generable.

Seguidament, es pot determinar un generador d’aquelles disjuncions que siguin additi-
vament generables aplicant l’algorisme de cerca anterior. S’ha de remarcar que quan una
disjuncié no és additivament generable vol dir que el sistema d’inequacions associat és
incompatible.

Com a resultat de 1’aplicacié d’aquests algorismes, es demostrar que totes les t-conormes
sobre L,, amb n < 7 sén additivament generables i per a n = 8 n’hi ha exactament tres
que no ho sé6n. Es mostren, per exemple, les 22 t—conormes sobre L4 amb un generador
cadascuna. Les copules commutatives sén un cas particular de conjuncions. Les 10 copules
commutatives sobre L4 i 24 de les 26 sobre L5 sén additivament generables. De les dues
copules que no sén additivament generables sobre L5 s’extreuen sistemes d’inequacions
que contenen un mateix subsistema que resulta ser incompatible.
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Capitol 4: Generacid additiva d’algunes families de t—conormes discretes

La suma ordinal i I’anidament sén dos metodes per a obtenir noves disjuncions a partir
d’altres. Respecte aquests dos processos s’ha establert que:

1. La suma ordinal de dues disjuncions (respec. t-conormes) additivament generables
és una disjunci6 (respec. t-conorma) additivament generable. Es mostra també com
obtenir-ne un generador additiu a partir dels generadors additius de les primeres.

2. El teorema de caracteritzaci6é per a les t—-conormes suaus estableix que qualsevol
t—conorma suau és la t-conorma de Lukasiewicz o bé és una suma ordinal de t-
conormes de Lukasiewicz. Es dedueix, per tant, que qualsevol t-conorma suau és
additivament generable.

3. L'anidament és un nou metode per a construir disjuncions més general que la suma
ordinal (si S és la suma ordinal de S7 i S, llavors també podem dir que és I'anidament
de S7 en S). S’ha estudiat l’associativitat i la generacié additiva de 1’anidament d"una
t—conorma qualsevol en les t-conormes basiques.

4. L'anidament d"una t-conorma en la t-conorma maxim és sempre una t-conorma,
que resulta ser additivament generable si, i només si, la primera ho és. Igualment
I’'anidament en la t-conorma drastica. En ambdés casos es mostra com obtenir un
generador additiu de la t-conorma resultant a partir d"un generador de la t-conorma
anidada.

5. L’anidament d’una t—-conorma en la t—conorma de Lukasiewicz esdevé una nova
t—conorma quan se satisfan unes determinades condicions. En aquest cas, I’anidament
és additivament generable si, i només si, la t—-conorma anidada ho és. Es mostra
també com obtenir un generador additiu de I’anidament a partir d"un generador
additiu de la t—-conorma anidada.

Una condicié suficient per tal que la disjuncié generada per un generador f sigui
associativa és que Ran f sigui tancat per la suma. En sén exemples els generadors del
tipus fx = (O, (k+1)d, (k+2)d,...,(k+ n)d) ; aquests generadors corresponen a la familia
de t—conormes S(i,j) = min{fi+j+k,n}, k = 0,1,...,n—2, que sén les t-conormes
arquimedianes, suaus en L* i estrictament creixents fora de la regi6 n. Els casos extrems
d’aquesta familia sén k = 0 i k = n — 2, la t-conorma de Lukasiewicz i la t-conorma
drastica, respectivament. De fet, S < Sy < Sp (ordre producte).

Aquestes t-conormes poden generar-se també emprant progressions aritmetiques. Una
funci6 del tipus f = (0,a7,a1+4d,..., a1+ (n—1)d) amb a; > d > 0 és un generador de Sx
amb k = |4 | —1. Del cas a; < d s’obté la t-conorma S_1, que és suau en L* i estrictament
creixent fora de la regié n perod que té i = 1 com element idempotent (no és arquimediana).
Es correspon al cas k = —1 de la familia anterior, S_1(i,j) = min{i +j — 1,n}, i resulta ser
la suma ordinal de dues t-conormes de Lukasiewicz, la primera sobre L;.

Els generadors fy anteriors de les t-conormes Sy sén funcions estrictament creixents
sobre L amb diferéncia entre termes constant: d; = ... = d,,, essent d; = a; — ai;_1. Els
generadors concaus sorgeixen de considerar funcions estrictament creixents sobre L amb
diferéncia entre termes decreixent, d; > ... > dn > 0, mentre que els convexos sorgeixen
quan les diferencies sén cada vegada majors o iguals a les anteriors, 0 < dj < ... < dn. En
s6n exemples, la t-conorma drastica i la t-conorma maxim, respectivament. Les disjuncions
amb generador concau sén arquimedianes, mentre que aquelles que tenen generador
convex so6n suaus. D’aquests, els convexos, en tenim una caracteritzacié dels associatius
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en termes de les diferencies d;, i =1,...,n. El generador estandard de la t-conorma de
Lukasiewicz és concau i convex alhora; també Sy és arquimediana i suau.

A partir d'un generador concau es pot construir un generador convex, i viceversa.

D’aquesta manera, es poden considerar el generador concau obtingut a partir del generador
(convex) de la t-conorma maxim i el generador convex obtingut a partir del generador
(concau) de la t-conorma drastica. El procés que transforma generadors d’un tipus en
generador de l'altre tipus és ciclic, és a dir, s’obté el generador inicial si s’aplica dues
vegades.

L'estudi de la generaci6 additiva de les t-conormes suaus en L* ve motivat del fet que els
membres de la familia Sy sén t-conormes d’aquests tipus i que les tiniques tres t-conormes
sobre Lg que no tenen generador additiu sén no suaus sobre L. Ara bé, sobre Lo trobam
quatre t—conormes suaus en Lg, indicades per S4, S5, Sg i S7, que no sén additivament
generables, és a dir, el sistema d’inequacions que determinen els minimals i maximals de
les diferents regions de la t-conorma conté un subsistema que resulta ser incompatible.
Després d’estudiar aquests subsistemes, s’observa que, d'una banda, S4 i S¢ tenen el mateix
i, d’altra banda, S5 i S7 tenen el mateix subsistema diferent de ’anterior. A més, a partir
d’un subsistema es pot obtenir 1’altre simplement intercanviant < amb > i també > amb <
(els minimals (maximals) que determinen el subsistema primer sén els maximals (minimals)
del segon). Hi ha, per tant, una estructura incompatible amb la generacié additiva comt en
aquestes quatre t—conormes.

S’estudia la subfamilia de les disjuncions i t-conormes suaus en L* que només prenen
dos valors: n —11in (D(1,1) = n—1). D’aquestes se’'n caracteritzen les associatives i es
determina que n’hi ha 2™ ~2. Aquestes t-conormes tenen només dues regions, la regié n— 1
i la regié n. S’estudia la relaci6é que hi ha entre els maximals d'una (n — 1) i els minimals
de l'altra (n) i s'observa que coneixent-ne uns es poden determinar els altres. Es més,
si es considera 1’ordre parcial sobre L2, <, donat per: (a,b) < (a’,b’) e a<a’ib>b/,
llavors el conjunt unié d’aquests maximals i minimals, Max,, 1 U Min,, es pot ordenar
totalment, (o1, B1) < (x2,B2) = ... = (o, Bt), de manera que (xq,31) és un minimal
(ordre producte) de la regié n, (2, 32) és un maximal (ordre producte) de la regio n —1, i
aixi de forma alternada fins arribar al darrer element, (¢, 3+), que o bé és un minimal o
bé un maximal. Aquest fet ens permet elaborar un algorisme que construeix un generador
directament de 'operaci6 binaria en comptes d’utilitzar metodes de cerca, i es demostra
aixi que qualsevol disjuncié suau i bivalent sobre L* és additivament generable.

Una darrera familia de t-conormes que s’estudia és el de les bivalents en L* ={1,2,...,n}
que tenen una estructura semblant a I’anidament: una regié quadrada r x r de valor «,
1 <r < «a<mn, dins la t-conorma drastica sobre L (S(1,j) = o si 1 < max{i,j} < r, i
S(i,j) = nsi max{i,j} > r). Totes aquestes disjuncions resulten ser t-conormes additivament
generables, i es mostra com obtenir-ne un generador additiu a partir dels valors n, ri o.

Capitol 5: Utilitat i aplicacions de la generacié additiva

La generaci6 additiva ofereix la possibilitat de treballar amb t-conormes a partir del
generador en comptes de fer-ho sobre la taula o les propietats d’aquestes. En aquest sentit,
es mostren aplicacions en dos camps: els operadors d’indistingibilitat i les S—-implicacions.
Pel que fa als operadors d’indistingibilitat, tenim:

N

1. Quan s’usa una t-norma T additivament generada per f, la seva residuaci6 T
(que és un T—preordre sobre L) i la seva biresiduacié Et (que és un T-operador
d’indistingibilitat sobre L) admeten una expressi6 en termes de f.
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2. D’una banda, el teorema de representacié per als T-operadors d’indistingibilitat

sobre un conjunt X és una caracteritzacié d’aquests en termes de 'existéncia d'una
familia generadora (L-subconjunts de X) d’E. Quan aquesta familia és de cardinal
minim se 'anomena una base de E. De I'altra, a partir d'una t-norma T additivament
generada per f i d'un T-operador d’indistingibilitat E, es poden determinar els
[-subconjunts d’un conjunt finit X extensionals respecte E, resolent un sistema
d’inequacions determinat per f, E i X, dels quals es pot obtenir una base del T-
operador E.

Mentre que respecte a les propietats de les S—-implicacions, es té:

1. Per a les S—implicacions, amb S una t-conorma additivament generable, s’ha estudiat

la satisfaccié de vuit propietats relatives a les funcions d’implicaci6, com ara la
contraposicié respecte la negaci6, el principi d’identitat, la propietat d’ordre, el modus
ponens generalitzat, el principi d’intercanvi, etc. Aquest estudi s’ha fet transformant
algunes d’aquestes propietats en condicions sobre els generadors.

. Les propietats I(i,j) = I(N(j), N(i)) —contraposici6 respecte de la negacié N—, I(i,0) =

n—1i,1(1,5) =j, I(i,1(j, k) = I(j, I(i, k)) —principi d’intercanvi- sén satisfetes per a
qualsevol S—implicaci6, mentre que la propietat I(i,N(i)) = N(i) se satisfa per a
S—implicacions si, i només si, S = Sm.

S’ha comprovat que el principi d’identitat I(i,1) < n se satisfa per a tota Sx—implicacio,
k=0,1,...,mn—2,itambé per a S—implicacions amb S = Fy, la disjunci6é generada
per f, quan f és un generador concau associatiu.

Les propietats I(i,1) < n —principi d’identitat-, I(i,j) =n < i < j —propietat d’ordre—
iT(1,1(1,j)) <j (-modus ponens generalitzat amb T i S duals una de 'altra— se satisfan
per a tota S—implicacié amb S = F¢ quan f és un generador mixt (a; + an—i = an)
associatiu.

. Els generadors mixtos no sén, en general, associatius. Fixat n, quan es pren un

generador (0,ay,...,ax), k = L“T“J, el generador complet (0,ay,...,an) queda
determinat per la condicié a; + an—i = an. Es demostra que quan la primera part
és concava (respec. convexa) llavors 1'altra és convexa (respec. concava), per la qual
cosa es planteja 'estudi dels generadors concau—convexos (respec. convex—concaus)
que s’obtenguin a partir dels generadors estandards de les t—-conormes basiques (el
generador estandard de la t-conorma drastica és concau, el de la t-conorma maxim és
convex i el de la t-conorma de Lukasiewicz és dels dos tipus). A més, el resultat que
mostra com obtenir un generador convex a partir d'un concau (i viceversa) ofereix
un ventall més ample de possibilitats.

. Els generadors concau—convexos i convex—concaus obtinguts a partir del generador

estandard de la t-conorma maxim sén generadors mixtos associatius.

Els generadors concau—convexos obtinguts a partir del generador estandard de la
t-conorma drastica s6n associatius, mentre que els convex—concaus no ho sén quan
n > 5 (quan n < 5 els generadors que en resulten sén trivialment associatius).

Finalment, quan es considera el generador mixt (sobre Ly) obtingut a partir del
generador estandard de la t-conorma de Lukasiewicz, que és concau i convex alhora,
s’obté novament el generador estandard de la t-conorma de Lukasiewicz (sobre Ly,).
S’ha fet també l'estudi prenent altres generadors concaus d’aquesta t-conorma dels
que s’obtenen generadors mixtos associatius d'una t-conorma diferent de S;.
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Conclusions

A continuaci6 es mostren les aportacions més destacades que s’han fet a cadascuna de les
dues linies de recerca:

LINIA 1 Per diferents families de disjuncions discretes, caracteritzar aquelles que sén
additivament generables.

S’ha determinat un generador additiu per a les t—-conormes basiques (de Luka-
siewicz, maxim i drastica) sobre L,,, per a tot n enter positiu.

Mitjangant metodes computacionals, s’ha establert que sén additivament genera-
bles: les t-conormes sobre L,, amb n < 7, les t—conormes sobre Lg excepte tres,
les t—conormes sobre L,,, suaus en L}, amb n < §, les (deu) copules sobre L, i
vint-i-quatre de les vint-i-sis copules sobre Ls. Per a totes elles s’ha determinat
un generador additiu, alguns dels quals es mostren en el treball. Per aquelles
que no sén additivament generables s’ha demostrat la inexisténcia de generador.

La suma ordinal de disjuncions (t-conormes) additivament generables és una
disjuncié (t-conorma) additivament generable. Com a conseqiiéncia d’aixo, les
t—conormes suaus son totes additivament generables.

L’anidament d'una t-conorma en la t-conorma maxim és sempre una t-conorma.
Igualment quan 'anidament és en la t-conorma drastica. En canvi, ’anidament
d’una t-conorma en la t-conorma de Lukasiewicz no és en general una disjuncié
associativa; per aquest tipus d’anidament s’han determinat les condicions perque
ho sigui. En els tres casos, es determina com obtenir un generador additiu de la
t—conorma resultant a partir del generador de la t-conorma anidada.

S’ha demostrat que les t-conormes suaus sobre L*, arquimedianes i estrictament
creixents fora de la regié n son totes additivament generables (familia Sy).

Les disjuncions bivalents i suaus en L* que sén t-conormes han estat carac-
teritzades. A més, totes aquestes disjuncions sén additivament generables i es
mostra com obtenir-ne un generador additiu.

Les disjuncions bivalents en L* del tipus S(i,j) = a si 1 < max{i,j} < r1i
S(1,j) = n en cas contrari, amb T < r < « < n sén totes additivament generables.
Com sempre, es mostra com obtenir-ne un generador additiu.

LINIA 2 Determinar funcions estrictament creixents f: L — [0, +00) amb f(0) = 0 que
generin additivament operacions associatives (t-conormes).

Els generadors tancats per la suma, Ran f + Ran f C Ran f U [maxRan f, +00) sén
associatius, i determinen t-conormes arquimedianes. Per exemple, els generadors
del tipus (0,kd, (k+1)d,...,(n+k—1)d) (familia Sy, k > 0).

Els generadors en progressi6 aritmetica, f = (0,a,a+d,...,a+ (n—1)d), d >0,
son associatius (familia Sy, k > —1).

S’han caracteritzat els generadors convexos associatius (t-conormes suaus).

Els generadors convex—concaus i concau—convexos obtinguts a partir del gener-
ador estandard de la t-conorma maxim i de Lukasiewicz sén associatius. També
ho sén els generadors concau—convexos obtinguts a partir del generador estan-
dard de la t-conorma drastica, pero no els convex—concaus. S’han determinat
també generadors concau—convexos associatius obtinguts a partir de diversos
generadors concaus de la t-conorma de Lukasiewicz.

135



136

RESUM EXTENS, CONCLUSIONS I TREBALL FUTUR

Aquests generadors permeten obtenir t-conormes S, les S—implicacions de les
quals satisfan el principi d’identitat (I(i,1) < n), la propietat d’ordre (I(i,j) =
n < i< j)iel modus ponens generalitzat (T(i,1(i,j)) < jamb T i S duals una
de l'altra).

Treball futur

Durant el desenvolupament del treball han anat sorgint alguns temes que es plantegen
com a possibles linies de treball futur, a més de continuar amb les que s’ha estat treballant.
Aix0 permetria ampliar la feina feta fins ara. Es proposen els items segiients:

Caracteritzar les t-conormes (o disjuncions) additivament generables (com a marc
general).

Caracteritzar les copules additivament generables.
Caracteritzar els generadors concaus que sén associatius.

Demostrar (o trobar un contraexemple) que tota disjuncié arquimediana additivament
generable adment algun generador additiu concau.

Demostrar (o trobar un contraexemple) que tota disjuncié suau additivament genera-
ble admet algun generador additiu convex (ja esta fet per a t-conormes). Aquest cas
inclou les copules discretes que no sén t-normes.

Determinar quins generadors mixtos sén associatius quan la primera part ho és.

Estudiar com ha de ser el generador additiu d'una t-norma sobre L per tal que la
R-implicaci6é corresponent satisfaci determinades propietats de les funcions d’impli-
cacio.

Estudiar com ha de ser el generador additiu d'una t-norma sobre L, i per tant el de
la seva t-conorma dual, per tal que la QL-implicaci6é corresponent satisfaci unes o
altres propietats de les funcions d’implicacié. També per NQL-implicacions.



ANNEX 1: PROGRAMARI UTILITZAT

Els programes que es descriuen a continuacié estan implementats en llenguatge C++.

A.1 GENERADOR DE T-CONORMES I GENERADOR DE DISJUNCIONS AMB DIFERENTS
PROPIETATS

Aquest programa permet obtenir totes les disjuncions sobre L,, en relaci6 les propietats
de I'associativitat, suavitat i arquimedianeitat. Es pot elegir que les disjuncions no siguin
associatives, que si que ho siguin o que tengui en compte aquesta propietat. E1 mateix
amb les arquimedianes. Per les suaus s’ofereixen quatre possibilitats: no suau, suau sobre
L, suaus sobre L* i que no ho distingeixi. Aixi, per exemple, es poden obtenir totes
les disjuncions que siguin arquimedianes i suaus sobre L*, o les t-conormes no suaus
arquimedianes, etc. Les disjuncions aixi obtingudes es guarden en un fitxer anomenat
disjuncions.txt.

#include <iostream.h>
#include <fstream.h>
#include <string.h>
#include <math.h>

void main(void) {
// declaracions de variables
int dimensio;
int s[20][20];
int i,j,k;
int quantes;
int control;
int controlassociativa, controlsuavitat, controlarquimediana;
int a,b;
int sup, inf;
char c;
char nom[16];
ofstream fitxer;
int associativa, suau, arquimediana;

comenca el programa : lectura de dades

cout « "PROGRAMA PER A GENERAR T-CONORMES SOBRE Ln«< endl;
// dimensions

cout « endl « endl « "n = ";

cin » dimensio;

// associativitat

cout « endl « "Associativa (0 no - 1 si - 2 totes): ";

cin » associativa;

// suavitat

cout « endl « "Suau (0 no - 1 sobre L - 2 sobre Lx - totes): ";
cin » suau;

// arquimediana

cout « endl « "Arquimediana (0 no - 1 si - 2 es igual): "“;
cin » arquimediana;

quantes = 0;

// cream 1 obrim el fitxer de sortida corresponent

nom[0] = 'd’;
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nom[1l] = "i’;
nom[2] = 's’;
nom[3] = "j’;
nom[4] = 'u’;
nom[5] = 'n’;
nom[6] = 'c’;
nom[7] = "i’;
nom[8] = '0’;
nom[9] = 'n’;
nom[10] = 's’;
nom[11l] = ".";
nom[12] = "t’;
nom[13] = 'x’;
nom[14] = 't’;
nom[15] = '\0O’;

fitxer.open(nom);
fitxer « "dimensio = «< dimensio « endl « endl;
//frontera de 1'operacié binaria
for (i=0; i <= dimensio; i++)
{
s[i][0] = i;
s[0]1[i] = i;
s[i][dimensio] = dimensio;
s[dimensio][i] = dimensio;
}
// comencem per la t-conorma maxim
for (i=1; i < dimensio; i++)

{
for (j=i; j < dimensio; j++)
{
s[illil = 33
s[i1[i] = 33
}
}

controlassociativa = 1;
controlsuavitat = 1;
controlarquimediana = 1;
// ** ASSOCIATIVITAT
if (associativa < 2)
{
for (i=1;(i<dimensio)& controlassociativa; i++)
{
for (j=1;(j<dimensio)& controlassociativa;j++)
{
for (k=1;(k<dimensio)& controlassociativa;k++)
{
controlassociativa = s[i][s[j]1[k]] == s[s[i][j]1]1[k];
}
}
}
if (associativa == 0)
controlassociativa = 1 - controlassociativa;
}
control = controlassociativa;
// *x SUAVITAT
if ((control)&(suau<=1)) // no suau o suau sobre L

{
for (i=0; (i<dimensio)& controlsuavitat;i++)
{
for (j=1i;(j<dimensio)& controlsuavitat;j++)
{
controlsuavitat = (s[i+1][j] - s[il[j] <= 1);
controlsuavitat = controlsuavitat & (s[i][j+1] - s[i][j] <= 1);
}
}
if (suau == 0)
controlsuavitat = 1 - controlsuavitat;
}
else if ((control)& (suau==2)) // sobre Lx
{

for (i=1;(i<dimensio)& controlsuavitat;i++)

{
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for (j=1i;(j<dimensio)&controlsuavitat;j++)
{
controlsuavitat = (s[i+11[j] - s[il[j] <= 1);
controlsuavitat = controlsuavitat & (s[i][j+1] - s[i][j] <= 1);

}

}
}
control = control & controlsuavitat;
// *x ARQUIMEDIANA
if ((control)&(arquimediana<2))
{
for(i=1;i<dimensio;i++)
controlrquimediana = ((controlarquimediana)&(s[i][i]>1));
if (arquimediana == 0)
controlarquimediana = 1 - controlarquimediana;
}
control = control & controlarquimediana;
// Arribats aqui, control = 1 ssi satisfa allo que volem
if (control)
{
// guardem 1'operacidé binaria
fitxer « endl « "x«< endl;
for (i=0; i <= dimensio; i++)

{
for (j=0; j <= dimensio; j++)
{

fitxer « s[i][j] « "";

}
fitxer « endl;

}

quantes++;

}

// Ara anam cap a totes les altres operacions binaries
// PROCEDIMENT PRINCIPAL sk skoksksk s sk ok ok sk sk s ok ok sk sk o o ok ok sk ok o ok ok sk K ok ok sk ok K ok ok K
a=1;
while (a>0)
{
// Obtenim una nova disjuncié
a = dimensio - 1; // en tot aquest apartat, a <= b
b = dimensio - 1; // (triangle inferior de 1’op binaria)
while ((s[al[b] == dimensio) && (a > 0))

{
if (a == b)
{
a-;
b = dimensio - 1;
}
else // a<b
{
b-;
}
}
if ((a == 1)& (s[1][1] == dimensio)
{
if (b == 1)
{
S[11[1]++;
a=-1;
}
else if ((b == 2)& (s[1]1[2] == dimensio-1))
{
s[11[2]++;
S[2]1[1]++;
=-1;
}
}
else if (a > 0)
{
s[al[b]++;
s[bl[al = s[al[bl;
i=a;

j=b+1;
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while (i < dimensio)

{
while (j < dimensio)
{
s[il1[j] = max(max(i,j),max(s[i-11[j1,s[i1[j-11));
s[31[i] = s[il[jl;
JH+;
}
i++;
j=1i;
}

}

controlassociativa = 1;
controlsuavitat = 1;
controlarquimediana = 1;
// xx ASSOCIATIVITAT

if (associativa < 2)
{
for (i=1; (i<dimensio)& controlassociativa; i++)
{
for (j=1;(j<dimensio)& controlassociativa;j++)
{
for (k=1; (k<dimensio)&controlassociativa;k++)
{
controlassociativa = s[i][s[j]1[k]] == s[s[i1[j1]1[k];
}
}
}
if (associativa == 0)
controlassociativa = 1 - controlassociativa;
}
control = controlassociativa;
// *x SUAVITAT

if ((control)& (suau<=1)) // no suau o suau sobre L
{
for (i=0; (i<dimensio)& controlsuavitat;i++)
{
for (j=1i;(j<dimensio)& controlsuavitat;j++)
{
controlsuavitat = (s[i+11[j] - s[il[j] <= 1);
controlsuavitat = controlsuavitat & (s[i][j+1] - s[i][j] <= 1);
}
}
if (suau == 0)
controlsuavitat = 1 - controlsuavitat;

}
else if ((control)& (suau==2)) // sobre Lx
{
for (i=1;(i<dimensio)& controlsuavitat;i++)
{
for (j=1i;(j<dimensio)& controlsuavitat;j++)
{
controlsuavitat = (s[i+1][j] - s[il[j] <= 1);
controlsuavitat = controlsuavitat & (s[il[j+1] - s[il[j] <= 1);
}
}
}

control = control & controlsuavitat;
// ** ARQUIMEDIANA
if ((control)& (arquimediana<2))
{
for(i=1;i<dimensio;i++)
controlarquimediana = ((controlarquimediana)& (s[il[il>i));
if (arquimediana == 0)
controlarquimediana = 1 - controlarquimediana;
}
control = control & controlarquimediana;
// Arribats aqui, control = 1 ssi satisfa allo que volem
if (control)
{
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// gquardem 1'operacié binaria
fitxer « endl « "x«< endl;
for (i=0; i <= dimensio; i++)
{
for (j=0; j <= dimensio; j++)
{
fitxer « s[i][j] « "";
}
fitxer « endl;
}
quantes++;
}
} // fi de while
fitxer « '
fitxer « endl « "hem guardat «< quantes « "t-conormes";
fitxer.close();

’

*5
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A.2 ANALISI D'UN GENERADOR

Aquest programa analitza si el generador que s’introdueix per pantalla és associatiu o no, i
mostra la taula de la disjuncié (o t-conorma) corresponent.

#include <iostream.h>
#include <string.h>

void main(void) {
const int n_max = 50;
// *xxxx declaracions de tipus x*xxx
struct tnorma {
int dimensio;
int t[n_max+1][n_max+1];

b

// **xxx declaracions de variables xxxxx
tnorma t;

float generador[n_max+1];

int control;

int i, j, k;

float n;

char c;

// *x*xxx comenca el programa xxx

rat

c='n";
generador[0]=0;
while (c == 'n’")
{

cout « “n =";

cin » t.dimensio;
cout « endl;
for (i = 1; i<=t.dimensio;i++)
{
cout « "a[«< i « “] =";
cin » generador[il];
cout « endl;
}

// frontera de les operacions binaries generades (i per tant de les disjuncions o t-conormes)

for (i=0; i <= t.dimensio; i++)

{
t.t[i][0] = 1i;
t.t[0]1[i] = 1i;
t.t[i][t.dimensio] = t.dimensio;
t.t[t.dimensio][i] = t.dimensio;
}

// cream la disjuncié corresponent

for (1 =1; 1 < t.dimensio ; i++)

{
for (j = i; j < t.dimensio; j++)
{
n = generador[i]+generador([j];
k =0;
while ((k <= t.dimensio) && (generador[k] <= n))
K++;
t.t[il[j] = k-1;
t.t[jlli] = k-1;
}
}

// miram si és t-norma (associativa)

control = 1;
for (i=1; (i<t.dimensio) & control; i++)
{

for (j=1;(j<t.dimensio) & control;j++)

{

for (k=1; (k<t.dimensio) & control;k++)



+i

}

{

control = (t.t[i][t.t[j][k]] == t.t[t.t[i1[j]1][k]);

}

}
}
// MOSTRAM RESULTATS
cout « “el generador (" « generador[0];
for (i=1; i<=t.dimensio;i++)
{

cout « “, ” « generador[i];
}
cout « “) ";
if (control == 0)

cout « “

”

no ”;

A.2 ANALISI D'UN GENERADOR

cout « “es associatiu.’” « endl « endl « “L’'operacio binaria es;” « endl;

for (i = 0; i1 <= t.dimensio; i ++)
{
for(j=0;j<=t.dimensio;j++)
{
if (t.t[il[j] < 10)
cout « “ "
cout « t.t[i][j] « “ ";
}
cout « endl;
}

cout « endl;
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A.3 ALGORISME DECIDIBLE PER A DETERMINAR UN GENERADOR ADDITIU D'UNA DIS-
]UNCIé BASAT EN L’ALGORISME GAMMA

Aquest algorime esta fet per a t-normes (i conjuncions). Donada una disjunci6 S, facilment
es troba la conjunci6 dual C(i,j) =n—D(n—1,n—j); ambdues tenen els mateixos gener-
adors, la tnica diferéncia és que els de les conjuncions sén estrictament decreixents i els de
les disjuncions s6n estrictament creixents.

#include <iostream.h>
#include <fstream.h>
#include <stdio.h>

/* modus 1: programa Gamma usual
modus 2: s’introdueix la taula de sumes
modus 3: s’introdueix 1’operacié sencera
modus 4: s’introdueix 1'operacidé sense frontera
*/
int absolut (int a) {
if (a < 0)

a = (-1)xa;

return a;

}

double absolut (double a) {
if (a < 0)

a = (-1)xa;

return a;
}
int gamma(char *nom_entrada, char *xnom_sortida) {
// declaracions de variables
const int max_n = 15;
const int max_k = 5%max_n/2;
const int max_m = 4xmax_n;
const int max_r = 3*max_n;
const int max_cols = 4xmax_m;
const int maximinimals = 3xmax_n/2;
const int const_ie = 0;
const double epsilon = 0.0001;
int copiames[max_cols], copiamenys[max_cols];
int m, n, k, r, mins, maxs;
int pivot, acaba, cols, cols_w, afegir, valor, va_ok;
double pescalar;
double vector[max_r][max_m], inicial[max_r][max_k], W[max_r][max_cols];
int sumes[max_n][max_r];
int I_menys[max_cols], I_mes[max_cols], I _zero[max_cols];
int TN[max_n+1l][max_n+1], minimals[3][maximinimals], maximals[3][maximinimals];
int i, j, ia, ib, ic, id, ie; // indexos
double U[max_r+1][max_cols], t[max_cols];
int V[max_cols], h, A_O[max_r][max_cols];
int A_O_w[max_r][max_cols]; // [max_colsxmax_cols/4][max_cols]
ifstream entrada;
ofstream sortida;
// comenga el programa
entrada.open(nom_entrada);
sortida.open(nom_sortida);
// *x*xxx lectura de les dades *xx*xx
entrada » n;
// 1legim 1'operacié binaria sencera (amb frontera)
for (i = 0; i <= n; i++)
for (j = 0; j <=n; j++)

entrada » TN[il[j];
// hem de construir la taula de sumes
mins = -1; // minimals
maxs = -1; // maximals
// cercam minimals i maximals
for (valor = 0; valor < n; valor++)
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for (i =1; i < n; i++)
for (j =1; j < n; j++)
if (TN[i][j] == valor)
{
if ((TN[i-11[j]1 < valor) & (TN[il[j-1] < valor))
{ // tenim un minimal
mins++;
minimals[0][mins] i;
minimals[1][mins] i
minimals[2][mins] = valor;
}
if ((TN[i+11[j]1 > valor) & (TN[il[j+1] > valor))
{ // tenim un maximal
maxs++;
maximals[0] [maxs] = i;
maximals[1l][maxs] = j;
maximals[2][maxs] = valor;

}

}
k =n + mins + 1;
m=n+ mins + 1 + maxs + 1;
r =mins + 1 + maxs + 1;
cols =m - n;
// calcularem la matriu de sumes
for (j = 0; j <= mins; j++)
{
ib = j;
for (1 = 0; 1 < n; i++)
sumes[i][j] = 0O;
if (minimals[0][ib] == minimals[1][ib])
{
ia = minimals[0@][ib];
sumes[ia][j] = 2;

}
else
{
ia = minimals[0@][ib];
sumes[ia][j] = 1;
ia = minimals[1][ib];
sumes[ia][j] = 1;
}
ia = minimals[2][ib];
sumes[ia-1][j] = -1;
}
for (j = mins+1; j < r; j++)
{

ib = j - mins - 1;
for (1 =0; 1 < n; i++)

sumes[i][]j] = 0O;
if (maximals[0][ib] == maximals[1][ib])
{

ia = maximals[0][ib];

sumes[ial[j] = -2;
}
else
{
[ib];
1;
[ib];
1.

ia = maximals[0
sumes[ial[j] =
ia = maximals[1
sumes[ial[j] =

1
1

}
ia = maximals[2][ib];
sumes[ial[j] = 1;
}
// TAULA MINIMALS I MAXIMALS CONSTRUIDA
for (1 =1; 1 < n; i++)
for (j =0; j <r; j++)
{
sumes[i][j] = sumes[i-1][j] + sumes[i]l[j];
}
// TAULA DE SUMES CONSTRUIDA
for (1 = 0; 1 < n; i++)
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for (j =0; j < r; j++)
{
iniciall[j]l[i] = sumes[il[j];
vector[j1[i] = (-1)*inicial[j][i];
}
for (j =n; j <m; j++)
for (1 =0; 1< r; i++)
if (i==3 - n)
{
vector[i][]j] = -1;
if (j < k)
iniciall[il[j] = 1;
}
else
{
vector[i][j] = 0;
if (j < k)
iniciallil[j] = ©;
}
for (i =0; i < r; i++)
for (j=0; j < r; j++)
if (1 ==j)
Ulilljl = 1;
else
U[il[j]1 = 0;
for (j = 0; j < cols; j++)
Ulrllj]l = 0; // el vector u_j encara no esta en

“

w”

for (i =0; i < r; i++)
V[i] = 1;

for (i = r; i < max_cols; i++)
V[i] = 0;

for (1 =0; 1 < r; i++)
for (j = 0; j < cols; j++)

A_O[Li][]j] = ©;
[/ R KKK KoK oK KKK oK oK K K KoK oK o KK KoK ok o KK KoK ok o K K sk ok ok K K oK ok ok K K ok ok ok K K oK ok ok K K oK ok o K K oK
// Fxxkxkk comenga L'algoritme sokssoksksroksokokkokokdokok ok ko ko ko ko ko ko ok
[/ F R KKK KoK o KK KK oK K KK KoK oK oK KK KoK oK K KK K oK ok o K K K oK ok o K K oK oK ok K K oK ok ok K KoK oK o K KoK oK o K koK

h= 0;
acaba = 0;
do
{
for (i = 0; i < cols; i++) // t = v_hxU
{
t[i] = 0;
for (j =0; j < r; j++)
{
t[i] = t[i] + vector[j1[h]*U[j][i];
}
}
// cerca de pivot sxxxx
i=0;
while ((i < r-1) & & (V[i] == 0))
i++;
while ((i < cols-1) & & (t[i] == 0))
{
1++;
while ((i < r-1) & & (V[i] == 0))
i++;
}

if ((1 < cols) & & (t[i] !=0) & (i < r) & & (V[i] == 1))
{ // si hem trobat pivot s

pivot = i;
// nofmalitzamO¢olumna;pivey *x*x
{

U[il[pivot] = (-1)*U[il[pivot]/t[pivot];
if (absolut(U[i][pivot]) < epsilon)
Uli][pivot] = 0;
}
// es realitza la pivotacidé amb les demés columnes sxx
for (j = 0; j < cols; j++)
if (j !'= pivot)
for (i =0; i < r; i++)
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{
ULi1[j]1 = ULi1[j]1 + t[jI*=U[i][pivot];
if (absolut(U[il[j]) < epsilon)
ULiI[j] = 0;
}
// S'afegeixen els indexs a les llistes de A_0 sxx
for (j =0; j <r; j++)
if (j !'= pivot)
A_0[j1[h] = 1;
V[pivot] = 0;
// passam el vector pivot de “v” a “w” *xx
Ulrl[pivot] = 1;

}
else
{ // si no hem trobat pivot ks
pivot = -1;
for (i = 0; i < cols; i++)
{
I_menys[i] = 0;
I_mes[i] = 0;
I_zero[i] = 0;
}
for (j = 0; j < cols; j++)
if (V[j] == 0)
{
pescalar = 0;
for (1 =0; 1 < r; i++)
pescalar = pescalar + U[i][j]l*vector[i]l[h];
if (pescalar < 0)
I_menys[j] = 1;
else if (pescalar > 0)
I_mes[j] = 1;
else if (pescalar == 0)
{
I_zero[j] = 1;
A 0[jI[h] =1;
}
}
for (1 = 0; 1 < cols; i++)
{
copiames[i] = I_mes[i];
copiamenys[i] = I_menys[i];

}
// ara mirarem si I_mes esta buit o no *xx
ic = 0;

while ((ic < cols-1) & & (I_mes[ic] == 0))
ic++;

if (I_mes[ic] == 1)

{

// I_mes no esta buit, mirarem si I_menys esta buit
id = 0;
while ((id < cols-1) & & (I_menys[id] == 0))

id++;
if (I_menys[id] == 1)
{

// I_menys no esta buit

cols_w = -1;

for (ia = 0; ia < cols; ia++)

for (ib = 0; ib < cols; ib++)

if ((I_menys[ia] == 1) & & (I_mes[ib] == 1))
{

cols_w++;

// cream W

for (i =0; 1 < r; i++)

{

W[i][cols_w] = t[ib]*U[i][ia] - t[ia]*U[i][ib];

// cream Ao(w)

for (i =0; 1 < r; i++)

if ((A_0[i][ia] == 1) & & (A_O[i][ib] == 1))

A_O_w[i][cols_w] = 1;
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else
A_O_w[i][cols_w] = 0;
}
A_O_w[h][cols_w] = 1;
}
// eliminam de U els vectors de I_més (i tb tota la resta d’info)
ia = 0;
while (ia < cols-1)
{
if (I_mes[ia]==1)
{
for (j = ia; j < cols-1; j++)
{
for (i =0; i <= r; i++)
{
ULi1[j]1 = ULil[j+1];
A_O[i][j] = A_O[i][j+1]
}
Vil = V[j+1];
I_menys[j] = I_menys[j+1];
I mes[j] = I_mes[j+1];
I_zero[j] = I_zero[j+1]
}
V[cols-1] = 0;
I _menys[cols-1] = 0;
I_mes[cols-1] = 0;
I_zero[cols-1] = 0;
cols = cols - 1;
}
else
ia++;
}
// 'ia' = 'cols-1';
if (I_mes[ial==1)
{
V[cols-1] = 0;
I_menys[cols-1] = 0;
I_mes[cols-1] = 0;

I_zero[cols-1] = 0;
cols = cols - 1; //Aixi de facil s’elimina la darrera columna
}
// afegim a U els vectors de W no nuls tals que satisfacin la condicid seg:
for (ia = 0; ia <= cols_w; ia++)
{
afegir = 1;
i=0;
while ((i < r-1) & & (W[i]l[ia] == 0))
i++;
if (W[il[ia] !'= 0)
{// w<>0
ib = 0;
while ((ib <= cols_w) & (afegir == 1))
{
if (ib !'= ia)
{
i=0;
while ((i < r-1) & & (W[i]l[ia] == W[i][ib]))
i++;
if (W[i][ia] !'= W[i][ib])
{ //W[ia] diferent de W[ib]
i=0;
ie = const_ie;
while ((i < r-1) & & (A_O_w[il[ia] <= A_O_w[i][ib]))

{
ib++;
if (ie == 0)
ie = A O_w[i][ib] - A_0_w[i][ial;
}
if (((ie = 0) & (A_0_w[i][ia] == A_O_w[i][ib])) || (A_0_w[i][ia] > A_O_w[i][ib]))
{

// miram condicié 3 de la darrera linia etapa 5
1=0;
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while ((j < cols) & (afegir == 1))

{

if (I_zero[j] == 1)
{

i=0;

ie = const_ie;

while ((i <r - 1) & & (A_O_w[il[ia] <= A O_w[i][j]))
{

i++;

if (ie == 0)

ie = A O_w[i]l[j] - A0 _w[il[ia];

(((ie == 0) & & (A_0_w[i][ia] == A_O_w[i][j])) || (A-6_w[i][ia] > A_O_w[i][]j]))

Sl e
—h

else
afegir = 0;
}
JH+;
}

}

else
afegir

]
o

}
}
ib++;
}
}
else
afegir = 0;
if (afegir == 1)
{
for (1 =0; 1 < r; i++)
U[il[cols] = W[il[ial;
for (i =0; i < r; i++)
A_O[i][cols] = A_O_w[i][ial;
V[cols] = 0;
cols++;
}
}
}
else
{
// I_menys esta buit
// eliminam de U els vectors de I_més (i tb tota la resta d’info)

ia = 0;
while (ia < cols -1)
{
if (I_mes[ia]==1)
{
for (j = ia; j < cols-1; j++)
{
for (i = 0;i <= r; i++)
{
U[il[j]1 = U[i][j+1];
A_O[i][j] = A_O[i][]j+1]
}

VIjl = V[j+1];
I _menys[j] = I_menys[j+1];
I mes[j] = I_mes[j+1];
I _zero[j] = I_zero[j+1]
}
V[cols-1] = 0;
I_menys[cols-1] =
I_mes[cols-1] = 0;
I_zero[cols-1] = 0;
cols = cols - 1;
}
else
ia++;

0;

}

// 'ia' = 'cols’;
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if (I_mes[ia] == 1)
{
V[cols-1] = 0;
I _menys[cols-1] =
I _mes[cols-1] = 0;
I_zero[cols-1] = 0;
cols = cols - 1;
}
}
}
else
// I_mes esta buit; no fem res!

0;

}
// etapa 6:
if (h<m- 1)
h++;
else
acaba = 1;
}while(acaba == 0);
for(j =0; j < r; j++)
if (V[j] == 1)
{
for (1 =0; 1< r; i++)
U[il[cols] = -U[il[j];
cols++;
}
[/ ok skskok sk ok ok Kok sk ok sk ok Kk ok K ok oK K ok K ok K ok sk 3 ok 3 ok K K oK 3 ok K ok Kk ok ok K ok ok ok ok K ok 3k ok ok sk ok 3k ok ok ok K
// guardam vectors en el fitXer sk ok dokdok ok dokdokodokof ko okok ok okokokok ok okok ok k
// 3k 3k >k >k 3k 3k 3k ok >k >k 3k 3k 3k ok ok >k >k 3k 3k sk ok ok >k 3k 3k sk ok ok >k >k >k sk ok ok ok >k >k 3k sk ok ok >k >k 3k sk ok ok ok >k >k 3k sk ok ok >k >k 3k sk ok ok ok >k >k 3k ok ok ok >k >k k ok ok k k >k
sortida « "El valor de n és «< n « endl;
sortida « "El valor de m és «< m « endl;
sortida « "El valor de k és «< k « endl;
sortida « "El valor dem - n és «< r « endl « endl;
sortida « L-La matriu dels ’s’ és la segiient:«< endl « endl;
for (1 =0; 1 <r ; i++)
{
for (j =0; j < k; j++)
{
if (inicial[il[j] >= 0)
sortida « “ ";
sortida « inicial[il[j] « "";
}
sortida « endl;
}
sortida « endl « L-La matriu dels
for (i =0; i <r ; i ++)

{

’ ’

-s’ que genera el nostre con és:«< endl « endl;

for (j = 0; j <m; j++)
{
if (vector[i][j] >= 0)
sortida « “ ";
sortida « vector[i][j] « “ ";
}
sortida « endl;
}
sortida « endl « “Els generadors del con dual sén:
for (i =0; i < r; i++)

”

« endl « endl;

{
for (j = 0; j < cols; j++)
{
if (U[il1[j] >= 0)
sortida « “ ";
sortida « U[i][j] « “ ";
}
sortida « endl;
}
// aqui comprovam si el dual de K és trivial o no
va_ok = 1;

for (i = 0; 1 < cols; i++) // si no hi ha vectors, no entrarem al bucle
{
for (ia = 0; ia < r; ia++)
//hem de comprovar que si hi ha algun vector, aquest ha de ser el vector nul
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if Ulial[i] != 0;

va_ok = 0;
}
sortida « endl;
if (va_ok == 0)

sortida « endl « “la resposta es NO.” « endl;

else
sortida « endl « “la resposta es SI.” « endl;
return (va_ok);
entrada.close();

void main(void) {

const int n_max = 15;

// *xxxx declaracions de tipus *xxx*x

struct coagop{ // estructura d’una conjuncid;
int dimensio;
int t[n_max+1][n_max+1];

+i

// *xxxx declaracions de variables *xxx*x;

coagop t, c;

int generador[n_max+1];

int gen_minim[n_max+1];

int gen_lukasiewicz[n_max+1];

int i, j, k;

int n;

//assenyala quin element s’ha d’incrementar a 1’hora de crear un nou generador;

int incrementar;

int control;

ifstream entrada;

ofstream sortida;

char nom_entradal[12];

nom_entrada[0] = 'e’;
nom_entrada[l] = 'n’;
nom_entrada[2] = 't’;
nom_entradal[3] = 'r’;
nom_entrada[4] = 'a’;
nom_entrada[5] = 'd’;
nom_entrada[6] = 'a’;
nom_entradal[7] = '.';
nom_entrada[8] = 't’;
nom_entrada[9] = 'x’;
nom_entrada[l0] = 't’;

nom_entrada[1l] = '\0’;
entrada.open(nom_entrada);
char nom_sortida[14];
nom_sortida[0] = 'g’;
nom_sortida[l] = ‘e
nom_sortida[2] = 'n
nom_sortida[3] = ‘e
nom_sortida[4] = 'r’;
nom_sortida[5] = 'a’;

d

0

r

N

’
L
’

’

1o

’
’

’

’

nom_sortida[6] = '’
nom_sortida[7] = '’

’

.
’
’

nom_sortida[8] =
nom_sortida[9] = '."';
nom_sortida[10] 't
nom_sortida[11] "x';
nom_sortida[1l2] = 't’;
nom_sortida[13] = '\0’;
sortida.open(nom_sortida);
entrada » c.dimensio;
t.dimensio = c.dimensio;
for (i = 0; 1 <= c.dimensio; i++)
{

for (j = 0; j <= c.dimensio; j++)

entrada » c.t[i][j];

}
entrada.close();
if (gamma(nom_entrada, nom_sortida) == 1

{
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incrementar = t.dimensio;
// generador val inicialment el de la t-norma de Lukasiewicz
for (k = 0; k <= t.dimensio; k++)
{
generador[k] = t.dimensio - k;
gen_lukasiewicz[k] = t.dimensio - k;
}
//generador de la t-norma mimin
gen_minim[t.dimensio] = 0;
for (k = t.dimensio-1; k >= 0; k=k-1)
gen_minim[k] = 2xgen_minim[k+1] + 1;
// frontera de les operacions binaries generades (i per tant de les t-normes)
for (i=0; i <= t.dimensio; i++)

{
t.t[i][0] = 0O;
t.t[0][i] = 0;
t.t[i][t.dimensio] = i;
t.t[t.dimensio][i] = i;
c.t[i][0] = 0O;
c.t[0][i] = 0;
c.t[i][t.dimensio] = i;
c.t[t.dimensio][i] = i;

}

// *xxxxxxxxxxx acabades les inicialitzacions, fem operacions s xkxxkxxkxx

do

{

// cream 1’operacié binaria T
for (i = 1; 1 < t.dimensio ; i++)
{
for (j = 1i; j < t.dimensio; j++)
{
n = generador[i]+generador[j];
k = 0;
while (generador[k] > n)
k++;
t.tlil[j] = k;
t.t[jlli] = k;
}
}
// miram ara si t = c
i=1;
i=1
while ((i < t.dimensio) & & (t.t[il[j] == c.t[il[j]))
{
if (j < t.dimensio)
JH+;
else

if (i == t.dimensio)
control = 1;
else
control = 0;
if (control == 0)
{
if (incrementar == t.dimensio) // incrementar n’indica la posicié del generador
{
if (generador[t.dimensio-2]-generador[t.dimensio-1] > 1)
generador[t.dimensio-1]++;

else
{
while ((incrementar > 1)& & (generador[incrementar-2]-generador[incrementar-1] == 1))
incrementar = incrementar - 1;
if ((incrementar == 1)& & (generador[0]-generador[l] == 1))
{
generador[0]++;
for (k = 1;

k <= t.dimensio;
k++) generador[k] = gen_lukasiewicz[k];
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}

else if (incrementar == 1)

{
generador[incrementar]++;
incrementar++;

for (k = incrementar; k <= t.dimensio; k++)
generador[k] = gen_lukasiewicz[K];
}
else
{
generador[incrementar-1]++;
for (k = incrementar; k <= t.dimensio; k++)
generador[k] = gen_lukasiewicz[k];
}
}
}
else
{
generador[incrementar]++;
incrementar++;
for (k = incrementar; k <= t.dimensio; k++)
generador[k] = gen_lukasiewicz[k];
}
}
}while (!'control);
sortida « “L’operacié binaria és:” « endl « endl;
cout « “L’OPERACIO BINARIA ES:” « endl « endl;
for (i = 0; 1 <= t.dimensio; i++)
{
for (j = 0; j <= t.dimensio; j++)
{
sortida « c.t[i][]j] « “ ";
cout « c.t[i][j] « “ ";
}
sortida « endl;
cout « endl;
}
sortida « endl;
cout « endl;
sortida « “el generador és: (” « generador([0];
cout « “I EL SEU GENERADOR ES: (” « generador[0];
for (i = 1; 1 <= t.dimensio; i++)
{

sortida « “, " « generador[il;

n

cout « “, " « generador[i];
}
sortida « “)” « endl;
cout « “)” « endl;
}
else
{

”

sortida « “L’operaci6 binaria és:” « endl « endl;
cout « “L"OPERACIO BINARIA ES:” « endl « endl;
for (i = 0; 1 <= t.dimensio; i++)
{
for (j = 0; j <= t.dimensio; j++)
{
sortida « c.t[i][j] «
cout « c.t[i][j] « “ ";
}
sortida « endl;
cout « endl;
}
sortida « endl;
cout « endl;
sortida « “aquesta operaci6 no té generador” « endl;
cout « “x x x x x AQUESTA OPERACIO NO TE GENERADOR x* * x x x" « endl;
}
sortida.close();
getchar();

u n,
’
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A.4 ALGORISME PER A CONSTRUIR UN GENERADOR ADDITIU D'UNA T-CONORMA SUAU
I BIVALENT SOBRE L*.

A partir d"un fitxer anomenat entrada.txt que conté la dimensié i la t-conorma suaus i
bivalents sobre L*, es determina un generador del tipus que s’explica en 4.5.1.
Estructura del fitxer d’entrada per a una t-conorma sobre L;:

Nou s~ wNERFEF O N
NN NOOOoOOo O =
N~N~N~Nooo N
N NNNvNOOO W
NN NNNNO BN
N NN NNNNNw;
N NN SNNNYNOO
NN NN N NN

I el programa és el segiient:

#include <iostream.h>
#include <fstream.h>
#include <string.h>
#include <math.h>

void main(void) {
// declaracions de constants
const int n_max = 20;
const int Delta = n_max * (n_max-1)/2;
// declaracions de variables
int s[n_max+1][n_max+1]; //la t-conorma o disjuncidé de treball
int dimensio, valor_k, delta;
int total_mins, total_maxs, mins_i_maxs;
int i,j,k; // variables auxiliars
char c; // variable auxiliar
int control; // variable booleana auxiliar
int generador[n_max];
int minimals[3][Delta], maximals[3][Delta], unio[3][2*Deltal;
int valors_A[2xDeltal;
// A continuacié, les cadenes de caracters pels noms dels fitxers d’entrada i sortida de dades
char nom[15];
char nom_entrada[12];
// 1 els corresponents fitxers
ifstream entrada;
ofstream sortida;

// comenga el programa
// lectura de dades i obertura de fitxers

nom_entrada[0]
nom_entrada[1]
nom_entrada[2]
nom_entrada[3]
nom_entrada[4] = 'a’;
nom_entrada[5]
nom_entrada[6]
nom_entrada[7]
nom_entrada[8]
nom_entrada[9]
nom_entrada[10] = 't’;
nom_entrada[11] = '\0’;

entrada.open(nom_entrada);
// La dimensié es llegeix directament del fitxer d’entrada
entrada >> dimensio;

nom[0] g
nom[1l] = 'e’;
nom[2] n



nom[3]
nom([4]
nom[5]
nom[6]
nom[7]
nom[8]
nom[9]
nom[10]
nom[11]
nom[12]
nom[13]

nom[14] =

sortida.
sortida

A4 ALGORISME PER A T-CONORMES SUAUS I BIVALENTS SOBRE L*.

’
e,
’
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open(nom);

<< “dimensié =

”

<< dimensio << endl << endl;

entrada >> c;
while (c !'= ’"%") // while principal

{

// agafam t-conorma
for (i=0; i <= dimensio; i++)

{

for (j=0; j <= dimensio; j++)
entrada >> s[il[j];

// en determinam els elements maximals i1 minimals
total_mins = 0; // minimals regidé n
total_maxs = 0; // maximals regidé n-1

for (
{

i

= 1; i < dimensio; i++)

for (j = 1i; j < dimensio; j++)

{

if (s[i][j] == dimensio - 1) // regi6 n-1

{

}
}

if ((s[i+1][j] > dimensio - 1) & (s[i][]j+1] > dimensio - 1))

{

}

// tenim un maximal
total_maxs++;
maximals[0] [total_maxs] i;
maximals[1l][total_maxs] i
maximals[2][total_maxs] = dimensio-1;

else if (s[il[j] == dimensio) // regidé n

{

}

if ((s[i-11[j] < dimensio) & (s[i]l[j-1] < dimensio))
{
// tenim un minimal
total_mins++;
minimals[0@][total_mins] i;
minimals[1l][total_mins] i
minimals[2][total_mins] = dimensio;

}

valor_k = minimals[1][1]; // hi ha un minimal en (1,k)

// fem la unidé dels dos conjunts agafant un minimal i un maximal cada vegada

for (i = 1; i <= total_maxs; i++)

{

unio
unio
unio
unio
unio
unio

[
[
[
[
[
[

0]1[2*%i-11=minimals[0O
1]1[2*i-1]=minimals[1
2]1[2*1i-1]=minimals[2
0] [2*i]=maximals[0][
1][2*i]=maximals[1][
2] [2*i]=maximals[2][

if (total_mins > total_maxs)

{

unio[0] [2xtotal_mins-1] = minimals[0][total_mins];
unio[1l][2*total_mins-1] = minimals[1][total_mins];
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unio[2][2*total_mins-1] = minimals[2][total_mins];

}

mins_i_maxs = total_mins + total_maxs;

// Inicialitzam el generador més petit possible, a_1 >= dimensio - 2
generador[0]=0;
for(i=1;i<dimensio;i++)

generador[i]=dimensio-3+i;
generador[dimensio] = generador[l]+generador[valor_k];

// Els valors A’s
for (1 = 1; i <= total_maxs; i++)
{
valors_A[2xi-1] = generador[unio[0@][2*i-1]] + generador[unio[1l][2*i-1]11];
valors_A[2xi] = generador[unio[0][2*i]] + generador[unio[1][2*i]] +1;
}
if (total_mins > total_maxs)
valors_A[mins_i maxs] = generador[unio[0][mins_i maxs]] + generador[unio[l][mins_i _maxs]];

// La part essencial de l’algorisme

i=2;
while (i <= mins_i_maxs)
{

delta = valors_A[i]-valors_A[i-1];
if (delta < 0)
{
k = unio[@][i];
delta = -1 *x delta;
}
else if (delta > 0)
k = unio[1l][i-1];
for (j =1; j <k ; j++)

! generador[j] = generador[j] + delta;

ior (j = k; j < dimensio ; j++)

{ generador[j] = generador[j] + 2xdelta;
;enerador[dimensiol = generador[1] + generador[valor_k];
i++;

// guardem 1’operacidé binaria

for (i=0; i <= dimensio; i++)
{
for (j=0; j <= dimensio; j++)
{
sortida << s[i][j] <<

}

sortida << endl;
}

sortida << endl << endl;

u n,

sortida <<

for (i= 1; 1 <= dimensio; i++)
sortida << “ " << generador[i];

sortida << “ )" << endl << endl;

“r

<< 0;

entrada >> c;

} // fi de while principal
sortida << "x’;
sortida << endl << “hem guardat " << quantes <<

u

t-conormes”;

entrada.close();
sortida.close();
} // fi de programa
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A.5 GENERADOR DE COPULES

Aquest programa permet obtenir les copules discretes commutatives utilitzant les matrius
de permutacié.

#include <iostream.h>
#include <fstream.h>
#include <math.h>

void main(void) {
// declaracions de variables
const int max_n = 15;
// la copula
int C[max_n+1][max_n+1];
int matriu_p[max_n+1][max_n+1];
// seqliéncies binaries
long max;
long numero, copia;
int sequencia[max_n];
int canvi;

// transposicions

int ordre, quantes;

int transposicions[max_n][2];
int element[max_n];

int no_element[max_n];

int el_utilitzat[max_n];

int aa, ab;

int ntr;

// indexos

int i, j, k, n, m;

ofstream sortida;

char nom_entradal[12];
nom_entrada[0] = 'e’;
nom_entrada[l] = 'n
nom_entradal[2] = 't
nom_entrada[3] = 'r
nom_entrada[4] = 'a’;
nom_entrada[5] = 'd
nom_entrada[6] = 'a
nom_entradal[7] = '.’;

nom_entrada[8] = 't’;
nom_entrada[9] = 'x’;
nom_entrada[10] = 't’;

nom_entrada[1l] = '\0’;
// comenca el programa

sortida.open(nom_entrada);

quantes = 0;

cout « “dimensio de les copules: n = ";
cin » ordre;

cout « endl « “PROCESSANT”;

sortida « ordre « endl;

max = (long) pow(2,ordre)-1;

numero = -1;
canvi = 1;
while ((numero < max) || (canvi == 0))
{
if (canvi == 1)
{
numero++;
k = 0;

copia = numero;
for (i=0; i<ordre; i++)
{
sequencial[i] = copia%2;
k = k + copia%2;
copia = copia/2;
}
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if (numero%10 == 0)
cout « “.”;
}
if ((canvi == 0) || (k%2 == 0))
{
if (canvi == 1)
ntr = k/2;
if (ntr == 0)

for (1 =0; 1 < ordre; i++)
no_element[i] = 1;
if (ntr == 1)
{
for (i = 0; i < ordre; i++)
no_element[i] = 0;

k = 0;
for (i = 0; i < ordre; i++)
if (sequencial[i] == 0)
{
no_element[i] = 1;
}
else
{
element[k] = i;
k++;
}

transposicions[0][0] = 0O;
transposicions[0][1] = 1;

}
else if (ntr == 2)
{
if (canvi == 1)
{
canvi = 0;
// agafem primer de tot els elements
for (1 = 0; i < ordre; i++)
no_element[i] = 0;
k = 0;
for (i = 0; i < ordre; i++)
{
if (sequencia[i] == 0)
{
no_element[i] = 1;
}
else
{
element[k] = i;
k++;
}
}
// ara, fem algunes inicialitzacions
aa = 3; // nombre de transposicions
ab = 1; // parella de l’element[0]: (element[0], j)
}
if (aa > 0)
{
transposicions[0][0] = 0O;
transposicions[0][1] = ab;
if (ab == 1)
{

[}
N

transposicions[1][0]
transposicions[1][1] = 3;

}

else if (ab == 2)

{
transposicions[1][0]
transposicions[1][1] = 3;

]
=

}

else

{
transposicions[1][0] = 1;
transposicions[1][1] = 2;

}
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aa = aa - 1;

ab++;
}
if (aa == 0)
canvi = 1;
}
else if (ntr >= 3)
{
if (canvi == 1)
{
canvi = 0;

// agafem primer de tot els elements
for (1 = 0; i < ordre; i++)
no_element[i] = 0;

k = 0;
for (1 = 0; i < ordre; i++)
{

if (sequencial[i] == 0)

{

no_element[i] = 1;

}

else

{

el_utilitzat[k] = ©; // controlara que s’hagi utilitzat 1’element corresponent
element[k] = i;
k++;
}
}

// cream la primera permutacié de totes
transposicions[0][0] = 0O;
transposicions[0][1] = 1;
el_utilitzat[0] = 1;
el_utilitzat[1l] = 1;
aa = 1;
while (aa < ntr)
{
i=1;
while (el_utilitzat[i] == 1)
i++;
j = i+1;
while (el_utilitzat[j] == 1)
J++;
// ara, la transposicid (i,j) és disjunta de les demés
// 1 és a punt per ésser construida
transposicions[aal[0] = 1i;
transposicions[aal[l] = j;
el_utilitzat[i] = 1;
el _utilitzat[j] = 1;

aa++;
}
} // fi d’inicialitzacions
canvi = 1;
}
quantes++;
for (i = 0; i < ordre; i++)
{
for (j = i; j < ordre; j++) // sempre passara que min(i,j) = i
{
if ((1 == j) & (no_element[i] == 1))
matriu_p[i][i] = 1;
else
{

matriu_p[i][j] = 0;
matriu_p[jI[i] = 0;
}
for (k = 0; k < ntr; k++)
{
if ((element[transposicions[k][0]] == i) && (element[transposicions[k][1]] == j))
{
matriu_p[i][j] = 1;
matriu_p[jI[i] = 1;
}
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}
}
}

// Ara ja tenim les parelles de transposicions disjuntes que formaran la copula
for (i = 0; 1 < ordre; i++)
{
for (j = 0; j < ordre; j++)
{
C[il[j]1 = ©;
for (n = 0; n <= 1i; n++)
{
for (m=0; m <= j; m++)
{
C[il[j]1 = CIil[j] + matriu_p[nlim];
}
}
}
}
sortida « “A” « endl;
for (i = 0; 1 <= ordre; i++)
sortida « 0 « “ ";
sortida « endl;
for (i = 0; i < ordre; i++)
{
sortida « 0 « “ ";
for (j = 0; j < ordre; j++)
{
sortida « C[i][]j] «
}
sortida « endl;
}
}
else
ntr = 0;

u n,

}

sortida « “x” « endl « “Hi ha " « quantes « “ copules.”;
sortida.close();
}
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